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Tudnivalék

Def: A G graf sikbarajzolhato, ha létezik G-nek olyan diagramja, amiben az éleknek megfelel$
gorbék (torottvonalak) csak végpontokban metszhetik egyméast. A sikbarajzolas a sikot tartomdnyokra
(lapokra) osztja. Lesz egy végtelen tartomany, az Gn. kilsdé tartomany. Gombre rajzolason lényegében
ugyanezt értjik, csak sik helyett a gémb felszinén dolgozunk, kiils§ tartomany nincs.

Tétel: A G graf pontosan akkor sikbarajzolhatd, ha gémbre rajzolhato.

Kov.: Tetsz6leges konvex poliéder élhéldja sikbarajzolhato.

Tétel: Ha G sr, n csicsa, e éle, k komponense és t tartomanya van, akkorn +t=e+ k+1 .

Ko6v.: Ha G sr, akkor barmely sikbarajzoldsanak ugyanannyi tartomanya van.

(Euler-formula) Ha egy of sr grafnak n pontja, e éle és ¢t tartomanya van, akkor n +¢ = e + 2.

Ko6v.: Ha G egyszert, legalabb 3-ponti, sr graf, akkor e < 3n — 6 . Ha G-nek haromszoglapja
sincs, akkor még e < 2n — 4 is igaz.

Kov.: Ha G sr és egyszert, akkor van legfeljebb 5-6dfoku cstcsa, azaz 6(G) < 5.

Kov.: Sem K, sem K33 nem sikbarajzolhato.

Def: A G és H grafok topologikusan izomorfak, ha H megkaphato G-bdl az alabbi lépésekkel:
(1) Torliink egy uv élt, és bevesziink egy 10j csucsot, u és v szomszédokkal.

(2) Torliink egy masodfokt = csicsot, és éllel osszekotjik x két szomszédjat.

Kuratowski tétel: A G graf pontosan akkor sr, ha nem tartalmaz sem K3 3-mal, sem Kjs-tel
topologikusan izomorf részgrafot.

Def: Legyen G = (V, E) sikbarajzolt graf, legyen V* G lapjainak halmaza. G* = (V*, E*) a G
dudlisa, ahol E* = {e* : e € E} és €* az e-t hatarol6 tartomany(oka)t 6sszekots él.

Def: A @ C E(G) élhalmaz vdgds, ha @ egy olyan élhalmaz, hogy egyrészt @) elhagyasakor G
szétesik (azaz komponenseinek szaima megnd), masrészt @ egy legsziikebb élhalmaz ezzel a tulajdon-
saggal, azaz @ semelyik valodi részhalmazanak elhagyasatol sem esik G szét. Az e él elvigo €l, ha {e}
vagas. A G graf e és €’ élei soros élek, ha {e, e’} vagas.

Tétel: Legyen G = (V, E) sr. (1) Ha G* a G duélisa, akkor G* sr és of.

(2) f(e) :==¢€"egy f: E(G) — E(G*) természetes bijekciot definial.

(3) G lapjai bijektiven G* pontjainak felelnek meg.

(4) ec E( ) a G hurokéle (elvago éle) <= f(e) a G* elvago éle (hurokéle).

(5) e, ¢ € E(G) parhuzamos (soros) élek <= f(e), f(€’) soros (parhuzamos) élek.

(6) C C E(G) a G kore (vagasa) <= f(C) G* vagasa (kore).
(7) Ha G of, akkor G = (G*)*, és ekkor G pontjai bijektiven G* lapjainak felelnek meg.
(8) Ha G of, akkor F' C E(G) a G feszit6faja <= f(F) a G* egy feszit6fajanak komplementere.

Otszintétel: Ha G sikbarajzolhaté, akkor x(G) < 5. Négyszintétel: Ugyanez, 4-gyel.
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1. Mutassuk meg, hogy a K5, K¢, K7 és a K3 3 grafok mindegyike toruszra (szogumira) rajzolhato.
Bizonyitsuk be, hogy ha a G graf sikbarajzolhaté, és G-be behtizunk egy e élt, akkor a kapott
G + e graf téruszra rajzolhato.

2. Ha G n > 3 ponti, egyszert, sikbarajzolhato graf, akkor

(a) egyuttal toruszra is rajzolhato;
(b) ha G-nek 3n — 6-nal kevesebb éle van, akkor behuzhaté G-be 1j €l ugy, hogy tovabbra is
egyszert, sikbarajzolhat6 grafot kapjunk;
(¢) G-nek van legfeljebb harmadfoku cstcsa vagy G tetszSleges sikbarajzolasanak van harom-
szoglapja. (ZH '01)
3. Hany csiicsa van egy olyan 6f sikbarajzolhaté grafnak, aminek harom haromszoglapja, hdrom
négyszoglapja és egy otszoglapja van?
4. Egy 20-csucsu poliédernek 12 lapja van, mindegyik k oldalt sokszdg. Mennyi a k értéke?
5. Egy konvex test minden lapja négyszog vagy nyolcszog és minden pontban pontosan harom lap
talalkozik. Mennyi a négyszog- és nyolcszoglapok szaménak kiilonbsége?
6. Sikbarajzolhatok-e a K¢, K42, K43, K5 — e, K33 — e grafok? Hat az alabbiak?
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Van-e olyan 9-pontit G graf, hogy sem G sem a G komplementere nem sikbarajzolhat6?(V '01)
Egy mezén k héz és k kut all. Minden héaztol pontosan 4 (kiilonboz6) kuthoz vezet ut (méghozza
kozvetleniil, vagyis més hazak vagy kutak érintése nélkiil). Mutassuk meg, hogy biztosan van
két olyan ut, amelyek keresztezik egymast!

. Bizonyitsuk be, hogy nem létezik 5 olyan orszig, amik paronként szomszédosak!
10.

A K55 grafot ugy rajzoltuk le a sikra, hogy az élek tordttvonalak, és egy ponton legfeljebb két
él metszi egymast. Bizonyitsuk be, hogy ekkor legaldbb 9 élmetszéspont keletkezik. Mutassuk
meg, hogy K1 lerajzolasakor legaldbb 42 élmetszéspontot kapunk.

Adjunk meg olyan 8 csiicsi, egyszert, sikbarajzolhato grafot, aminek a komplementere is sikba-
rajzolhato!

Igazoljuk, hogy ha egy egyszerii G grafnak legalabb 11 csiicsa van, akkor G és G koziil legalabb
az egyik nem sikbarajzolhato.

Mutassuk meg, hogy ha a G sikbarajzolt graf minden lapjat paros szamu él hatéarolja, akkor G
paros graf.

Legfeljebb hény éle és hany tartomanya lehet egy olyan egyszert, n pontd, sr G grafnak, aminek
van olyan lapja, ami G minden csiicsat tartalmazza a hataran?

Mutassunk olyan sikbarajzolt grafot, ami nem dualisa a duélisanak.

Bizonyitsuk be, hogy tetszéleges sikbarajzolt, 6f G graf tartoményai pontosan akkor szinezhetsk
kis két szinnel sakktablaszertien, ha G-nek létezik Euler korsétaja.

A G sr grafnak van Euler-korsétaja. Igazoljuk, hogy G* péaros graf!

Tth G olyan legalabb 4 csicsa egyszeri sr graf, amibe nem htizhaté tjabb él az egyszertd sr
tulajdonsag megtartésaval. Igazoljuk, hogy G* 3-regularis!

Bizonyitsuk be, hogy ha a G sr grafnak van Hamilton-kore, akkor a tartoményai 4 szinnel
szinezhetSk tgy, hogy a szomszédos tartoméanyok kiilonb6z6 szintiek legyenek!

Igazoljuk, hogy ha G n pontu sr graf, és G izomorf G*-gal, akkor G-nek 2n—2 éle van! Tetsz6leges
n > 3-ra mutassunk példat ilyen G-re!

Tth G 6f, sr, és G minden lapja haromszog, ill., hogy G* minden lapja négyszog. Hany pontja
és hany éle van G-nek?



