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Tudnivalok

Def: A G(V, E) gratban éleinek F' részhalmaza (méas fiiggetlen szoval pdrositds), ha F
élei diszjunktak, azaz G barmely csticsa legfeljebb egy élnek végpontja. (Es F-ben hurokélek
sincsenek.) A G-beli fiiggetlen élek maximélis szaméat v(G) := {|F| : F' a G parositasa} jeloli,
tehat v(G) = k, ha G-nek van k paronként diszjunkt éle, de k + 1 nincs. A G graf egy teljes
pdrositasa alatt a G olyan F' parositasat értjiik, amely G minden pontjat fed:, azaz V' minden
pontjabol indul F-nek éle.

A G graf csicsainak U részhalmaza fiiggetlen ha U nem feszit élt, azaz U-nak semelyik két
cstcsa sem szomszédos egymaéssal. A legnagyobb fiiggetlen ponthalmaz méretét o(G) jeldli,
azaz (@) = k, ha van G-nek k paronként nem szomszédos pontja, de k + 1 nincs.

Ugyanez az U ponthalmaz lefogo ponthalmaz, ha U lefogja G minden élét, azaz G minden
élének van U-beli végpontja, méas szoval G — U iires graf. A G lefogd ponthalmazai méretének
minimumat 7(G) := min{|U| : U a G lefog6 ponthalmaza} jeloli. (Tehat 7(G) = k, ha G éleit
k csucs le tudja fogni, de k — 1 nem.)

A G éleinek F részhalmaza lefogd élhalmaz ha V(F) = V(G), azaz G minden csicsabol
indul legalabb egy F-beli él. A lefogd élhalmazok koziil a legkisebb mérete p(G), vagyis
p(G) =k, ha k ¢l le tudja fogni G minden pontjat, de k — 1 nem.

Megfigyelés: Tetszoleges veges G(V, E) grafra (1) v(G) < 3|V] és (2) v(G) < 7(G).
Tovabbé, ha G-nek nincs izolalt pontja, akkor (3) a(G) < p(G) és (4) U C V pontosan akkor
fiiggetlen, ha V \ U lefogd ponthalmaz. Végiil: ha G egyszert, akkor (5) a(G) = w(G).

Gallai tételei: Tetszdleges véges, n pontu G grafra (1) 7(G) + a(G) = n ha G hurokél-
mentes, és (2) v(G) + p(G) = n ha G-ben nincs izolélt pont.

Konig tétel: Ha G véges, paros graf, akkor 7(G) = v(G).

Alternalé utas algoritmus: Input: G = (A, B; E) ps graf. Output: M maximaélis

parositas.
Kiindulunk az M = () parositasbol, és alternalé utat keresiink A fedetlen pontjabol B fedetlen
pontjaba. Ez olyan ut, aminek felvaltva M-beliek és M-en kiviiliek az élei. Ezt megtehetjiik
pl agy, hogy M éleit B-bdl A-ba iranyitjuk, G tobbi élét A-bol B-be, és BFS-sel ellendrizziik,
hogy van-e iranyitott Gt a megfelels fedetlen pontok koézott. Ha van ilyen alternalo ut, akkor
annak a mentén cseréliink, és a parositas mérete nétt. Ha nincs, akkor az aktualis M mérete
v(G). Az A-beli fedetlen csticsbdl alternalé tton elérheté B-beli csticsokkal és az M altal
fedett, A-beli fedetlen csticsbol alternald tton nem elérhet A-beli cstucsok egy v(G) méretd
lefogd ponthalmazt alkotnak.

Def: Ha X a G = (V, F) graf cstcsainak részhalmaza akkor N(X):={veV :drx € X :
vr € E} az X halmazbeli pontok szomszédsaganak unioja.

Frobenius tétele: Ha A és B a GG paros graf szinosztélyai, gy pontosan akkor 1étezik G-
nek teljes parositésa, ha |A| = |B| és az A szinosztaly pontjainak tetszéleges X részhalmazéra
| X| < |N(X)] teljesiil.

Hall tétel: Ha A és B a GG paros graf szinosztalyai, gy pontosan akkor létezik G-nek A-t
feds parositasa, ha az A szinosztély pontjainak tetszéleges X részhalmazéara | X| < |[N(X)|
teljesiil.

Gyakorlatok

1. Hatarozzuk meg a C,, kor ill. K, teljes graf o, 7, v ill. p paramétereit. (Természetesen
n fliggvényében.)

2. Az F ¢lhalmaz a G grafban egyszerre lefogo és fliggetlen. Mit mondhatunk F-r61?7 Az U
ponthalmaz a G grafban egyszerre lefogo és fliggetlen. Mit mondhatunk G-rél és U-rol?
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12.

13.

14.

15.

16.

. A G graf egyszert, Osszefiiggs, 100 cstcsa van és van benne 25 él parositas. Igazoljuk,

hogy w(G) < 75.

Mutassuk meg, hogy ha a 110 pontu G grafnak van 73 élbdl all6 lefogo élhalmaza, akkor
G-nek van 37 éld parositasa.

Bizonyitsuk be, hogy egy 2-reguléris, paros grafban (tehat amiben minden fokszam
2) a kiilonboz6 teljes parositasok szama mindig 2-nek valamilyen pozitiv egész kitevds
hatvénya.

Legyen a H graf csucshalmaza {1,2,...,2001}, és az i,j csiucsok kozott pontosan ak-
kor menjen él, ha az ¢ + j szdm 3-mal osztva 1 maradékot ad. Hatarozzuk meg a
v(GQ), 7(G), p(G), a(G) grafparamétereket.

Legyen a H graf cstucshalmaza {1,2,...,74}, és az i,j csucsok kozott pontosan akkor
menjen él, ha az i + j és 74 relativ primek. Hatarozzuk meg a v(G), 7(G), p(G), a(G)
grafparamétereket.

Legyen a H graf cstucshalmaza {1,2,...,74}, és az i,j csucsok kozott pontosan akkor
menjen él, ha az 0 < |i — j| < 2. Hatarozzuk meg a v(G), 7(G), p(G), a(G) grafparamé-
tereket.

. Igazoljuk, hogy 7(G) < 2v(G) teljesiil tetszbleges véges G grafra.
10.

Bizonyitsuk be, hogy tetszéleges n-csticst, egyszerti G grafra fennall a 7(G) —v(G) < §
Osszefliggés.

Tth G egyszerd graf, |V (G)| = 2000 és 7(G) = 678. Igazoljuk, hogy G-ben nincs teljes
péarositas!

Legyen G egy olyan egyszerii graf, amelynek 1000 csiicsa van és minden cstcs fokszama
legalabb 6. Igazoljuk, hogy v(G) > 6.

Mutassuk meg, hogy tetszbleges izolalt pontot nem tartalmazé G paros grafra a(G) =
p(G) teljesiil.

Gyakoroljuk az alternédlé utas algotitmust kis grafokon. Magyarazzuk meg, mi koze az
alternald utas algoritmusnak a néveld utas algoritmushoz.

Adott egy G paros graf (A és B szinosztalyokkal) és G minden v cstcsahoz egy b(v)
pozitiv egész szam. Az a cél, hogy a lehets legtobb élét kivalasszuk G-nek ugy, hogy
minden v cstucs legfeljebb b(v) kivalasztott élnek legyen végpontja. Adjunk hatékony
algoritmust ennek a probléménak a megoldasara. (A feladatban koriilirt élhalmazt b-
péarositasnak is szokas hivni.)

Egy kirdndulason n hazaspar vesz részt, és kozottiik kellene elosztani 2n kiilonb6zd
csokoladét agy, hogy mindenki egyet kapjon. Tudjuk, hogy minden részvevé legalabb n
fajtat szeret a 2n-féle csokoladé koziil, és az is teljesiil, hogy minden csokoladét szereti
minden héazasparnak legalabb az egyik tagja. Bizonyitsuk be, hogy ekkor kioszthatok
gy a csokoldadék, hogy mindenki olyat kapjon, amit szeret.



