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4. gyakorlat. Osszedllitotta: Fleiner Tamas (fleiner@cs.bme.hu)

Tudnivalok

Def: A G = (V, E) (irdnyitott vagy iranyitatlan) graf egy bejdrdsdn a V-beli cstucsok végig-
latogatasat értjik, ahol a alabbiak szerint. Az Gjonnan elért cstcsot ha lehetséges mindig mar
korabban elért csticsbdl kell egy oda vezets él mentén elérni. Ha ez nem lehetséges, és még van
eléretlen cstics, akkor tetsz6leges cstcesal lehet a kovetkezdnek elért csics. (Iranyitatlan graf
esetén minden élt oda-vissza iranyitott élnek tekintiink.) A bejaras soran minden cstcsot elériink
egyszer (ez adja az elérési sorrendet), és minden csucs bejarasat befejezziik egyszer, mégpedig
akkor, amikor nem érheté el bel6le tjabb eléretlen csiics. Minden csiicshoz megjegyezziik azt is,
hogy melyik élen értiik el. Ez utobbi élek alkotjak a bejaras fdjdt, élei a bejarashoz tartozé faélek.
A faban 6sbdl leszarmazottba vezets él az eldreél, a leszarmazottbol Gsbe vezets a visszaél, a tobbi
pedig a keresztél.

Def: A szélességi bejardas (BFS) inputja a G = (V, E) graf és egy vy cstcs. Az ouptut egy
vo-bol induld bejarashoz tartozo tn. szélességi fa (a bejaras faja) és elérési sorrend. A bejaras
az altalanos elv szerint torténik azzal, hogy a kovetkezének elért csticsot mindig a lehetd legko-
rabban elért csticsbol kell elérniink. (Ezért a BFS bejarashoz tartozo elérési sorrend megegyezik
a befejezési sorrenddel.)

Allitas: BFS bejaras utan a G grafban nincs eldreél, ha G iranyitatlan, akkor visszaél sincs.
BFS megvalositdsa FIFO sorral: a sorban az elért, de még bejaratlan cstucsok allnak, eredetileg
egyediil vg. A sor elején talalhaté bejaratlan csics v; eléretlen szomszédait a sor végére tessziik,
ha nincs t6bb ilyen csiics, akkor v; bejart lesz, és kikeriil a sorbol.

Tétel: Ha V; jeloli a vy csticstol ¢ tavolsdgra levs csticsok halmazat, akkor a BFS sorén
minden Vj-beli cstuicsot egy V;_1-beli csticsbol ériink el. Ezért a szélességi fa a vy csticsbol minden
mas cstcsba a G graf egylegrovidebb (legkevesebb élbdl 4llo) legrovidebb utjat tartalmazza, azaz
tetszdleges v csiics G-beli tavolsidga vg-tol megegyezik a vg gyokert szélességi fan mért tavolsaggal.

Tétel: A szélességi bejaras 1épésszama legfejlebb konst-n-m, ahol n a G cstcsainak, m pedig
G éleinek szama.

Def: Adott G = (V, E) (ir) graf és egy [ : E — R élhosszfv. Egy G-beli (ir) ut hossza az
ut éleinek 6sszhossza. dist(u,v) jeloli az (ir) wv utak kozil a legrévidebb hosszéat. Az [ hosszfv
konzervativ, ha nincs G-ben negativ 6sszhosszu (ir) kor.

Def: Adott G = (V, E) (ir) graf, u € V és egy | : E — R konzervativ élhosszfv. Tegyiik fel,
hogy d(v) > dist(u,v) teljesiil G minden v cstcsara. Az e = vw €l menti javitds azt jelenti, hogy
a d(w) értéeket a min{d(w), d(v)+1(vw)} értékkel helyettesitjik. (Vilagos, hogy d(w) > dist(u,w)
az €l menti javitas utan is teljestilni fog.)

Dijkstra algoritmus

Input: G = (V, E) (ir) graf,  : E — Ry nemneg hosszfv, u; € V' gyokér.
Output: dist(uy,v) minden v € V-re. Mikédés: Kezdetben U := {ui}, d(uy) = 0 és v # uy
esetén d(v) = oco. Az algoritmus i-dik fazisdban végezziink él menti javitasokat minden U;-bol
kivezets u;v élen, majd valasszuk ki V' \ U;-bél azt az v csicsot, amire d(v) minimalis. Legyen
ez a csucs w;1. Johet az (i + 1)-dik fazis. Az n-dik fazis utan dist(uv) = d(v) teljesiil minden
v € V-re.

Tétel: A Dijkstra algoritmus helyesen miikédik. Minden fazis legfeljebb n javitasbol és egy
minimumkivélasztasbol all (ami legfeljebb konst -n 1épés), ezért a Dijkstra algoritmus lépésszama
legfeljebb konst - n?.

Megjegyzés: Ha minden v cstcsnal azt is nyilvantartjuk, melyik él menti javitas allitotta be
a d(v) értéket, akkor az igy megjelolt élek a BFS-hez hasonlé legrovidebb utak fajat alkotjak.

Ford algoritmus Input: G = (V| E) (ir) graf, [ : E — R konzervativ hosszfv, u € V
gyokérpont. -

Output: dist(u,v) minden v € V-re. Miikddés: Legyen E = {e1,ea,...,e,}. Kezdetben d(s) =0
és v # s esetén d(v) = oo i = 1. (*) Végezziik el az ey, e, . . ., e, menti javitdasokat. Hai <n—1,
akkor i :=i+1 és GOTO (*), kiilénben STOP: dist(u,v) = d(v) minden v-re.




Floyd algoritmus Input: G = (V, E) (ir) grdf, [ : E — R konzervativ. Output: dist(u,v) Vu,v €
V. Mikddés: Legyen V = {vy, va, ..., v,} és d®) (v, v;) a legrévidebb olyan v;v; it hossza, aminek
bels§ pontjai csak vy, vy, ... v; lehetnek. Kezdetben d (v, v;) = I(v;,v;), ha vv; € E, killsnben
dO(v;,v;) = oo. A k-dik fazisban d® (v;,v;) = min{d*=V (v;,v;), d* Y (v;,v) + d*V (vy, v;)}
alapjan a d®) fiiggvényt hatarozzuk meg . Ha k = n, akkor STOP: dist(v;, v;) = d™ (vi, v;) Vi, v;.

Def: Ha G = (V,E) grafon w : F — R, szélességfiiggvény, akkor egy P ut szélessége
w(P) :=min{w(e) : e € E(P)} a legkeskenyebb P-beli ¢l szélessége.

Tétel: Ha G iranyitatlan és w egy szélességfiiggvény, akkor a Kruskal algoritmust az élek
csokken§ szélesség szerinti sorrendjében futtatva egy legszélesebb utak fajat kapjuk: barmely két
cstcs kozott a fabeli ut egy legszélesebb 1t G-ben.

Allitas: Ha G iranyitott, akkor egy v, gyokérbsl minden més csticsba megkaphatunk egy
legszélesebb utat a Dijkstra algoritmus alabbi modositasaval.

Def: A legszélesebb utakat megtalalé Dijkstra algoritmus. Input: G' = (V| F) iranyitott graf,
w: E — Ry szélességfiiggvény és u € V(G) gyokér. Output: Minden v cstcsra egy legszélesebb
uv ut.

Miikodeés: Kezdetben U = {v}.

1. Minden v € V(G) \ U pontra kiszamitjuk a legszélesebb olyan uv utat, aminek v kivételével
minden csicsa U-beli. Ehhez 6ssze kell hasonlitani az eddig nyilvantartott uv Gt szélességét azzal
az wv uttal, amit Ggy kapunk, hogy a legutobb U-hoz vett w cstcsba vezets legjobb uw utat
kiegészitjiik a wv éllel.

2. Azt a v csucsot, amibe az imént kiszamitott utak legszélesebbike vezet, U-hoz csatoljuk, és
visszatériink az 1. lépésre. Ha nincs ilyen v cstcs, akkor az algoritmus véget ért. Outputként
minden cstucsra megadjuk, hogy melyik csticsbol értiik el a legszélesebb tton.

Gyakorlatok

1. Torpfalvan kitort a jarvany: ronda korsag fert6zott meg néhany torpot. Szerencsére a
betegséghdl minden torp egy nap alatt meggyogyul, és ezutan egy napig immunisséa valik,
am sajnos ezt kovetGen tjra fert6zédhet. Kellemetlen, hogy a torpok még betegen sem adjak
fel azt a megrogzott szokasukat, hogy minden egyes nap minden baratjukat meglatogatjak.
Marpedig ha beteg és nem immunis torp taldlkozik, az utobbi bizonyosan megfert6zédik.
Mutassuk meg, hogy ha Torpfalvan 100 torp él, akkor a jarvanynak a kitorését kovets
101-dik napon mar bizonyosan vége van.

2. Adjunk hatékony algoritmus, aminek a bemenete egy n csticst Osszefiiggs irdnyitatlan graf, a
kimenet pedig egy olyan grafcsics, amibél minden més cstcs lefeljebb n /2 éld uton elérhetd.

3. Adott egy n x k méret tdblazat, amiben minden mezében egy 0 vagy egy 1 all. Talaljunk
a tablazat bal fels§ sarkatol a jobb alsé sarokig egy mezShatarok mentén jobbra és lefelé
haladé olyan vonalat, amire az igaz, hogy a vonal alatti 1-esek és a vonal feletti 0-k szaméanak
Osszege a lehet legkisebb. Hogyan érdemes eljarni?

4. Tegyiik fel, hogy a G iranyitatlan graf tetszéleges szélességi kereséssel kapott feszitétaja
csillag. Mit lehet mondani G-rél?

5. Adott egy G = (V, E) graf, egy | : E — R, hosszfliggvény, valamint egy v gyokérpont.
Egyetlen Dijkstra algoritmus lefuttatasa segitségével talaljuk meg G' mindazon e éleit, ame-
lyekre igaz az, hogy onmagaban attol, hogy e hosszat eggyel csokkentjiik egytelen cstcs
v-t6l mért tavolsaga sem csokken.

6. Rajzoljunk grafot, és keressiik meg egy csticsbol kiindulva a BES fajat. Megfelel§ élhosszok
megadasaval gyakoroljuk a Dijkstra, Ford és Floyd algoritmusokat. Keressiink legszélesebb
utakat iranyitott és iranyitatlan gréafokban.



