A szamitastudomany alapjai 2014. 1. télév
3. gyakorlat. Osszeéllitotta: Fleiner Tamas (fleiner@cs.bme.hu)

Tudnivalok

Def: Ha G = (V, E) egy graf és k: E — R, az éleken értelmezett koltségfliggvény, akkor G
tetszdleges G’ részgrafjanak koltsége a E(G') élhalmazbeli élek koltségeinek Osszege.

Kruskal algoritmus: Input: G = (V| E) 0Osszefiiggs graf és k : F — R, koltségfiiggvény.
Output: F = F,,, a G egy minimalis koltségt feszitéfaja.

Miikodés: Legyen E = {e1,ea,...,en}, és k(ey) < k(ez) < ... < k(en). Legyen Fy =), és
oo F,U{e;} ha F; U {e;} kormentes

HUTF ha F; U {e;} tartalmaz kort.

Tétel: A Kruskal algoritmus altal kiszamitott F' = F,, élhalmaz a G egy min ktg( feszitétaja.

Def: A G = (V, E) (iranyitott vagy iranyitatlan) graf egy bejdrdsdin a V-beli csucsok végig-
latogatasat értjiik, ahol a alabbiak szerint. Az Gjonnan elért cstuicsot ha lehetséges mindig mér
korabban elért cstucsbol kell egy oda vezets él mentén elérni. Ha ez nem lehetséges, és még van
eléretlen cstics, akkor tetszdleges csicesal lehet a kovetkezének elért cstcs. (Iranyitatlan graf
esetén minden élt oda-vissza irdnyitott élnek tekintiink.) A bejaras soran minden csticsot elértink
egyszer (ez adja az elérési sorrendet), és minden cstcs bejarasat befejezziik egyszer, mégpedig
akkor, amikor nem érhets el bel6le Gjabb eléretlen csiics. Minden cstcshoz megjegyezziik azt is,
hogy melyik élen értiik el. Ez utobbi élek alkotjak a bejaras fajat, élei a bejarashoz tartozo faélek.
A faban 6sbdl leszarmazottba vezet €l az eldreél, a leszarmazottbol Gsbe vezets a visszaél, a tobbi
pedig a keresztél.

Def: A szélességi bejardas (BFS) inputja a G = (V, E) graf és egy vy csics. Az ouptut egy
vo-bol indul6 bejarashoz tartozo un. szélességi fa (a bejaras faja) és elérési sorrend. A bejaras
az altalanos elv szerint torténik azzal, hogy a kovetkezének elért csiicsot mindig a lehetd legko-
rabban elért csiicsbol kell elérniink. (Ezért a BES bejarashoz tartozo elérési sorrend megegyezik
a befejezési sorrenddel.)

Allitas: BFS bejaras utan a G grafban nincs eldreél, ha G iranyitatlan, akkor visszaél sincs.

Tétel: A BFS bejaras faja a vy csticsbol minden mas csicsba a G graf egylegrovidebb (legke-
vesebb élbdl 4llo) legrovidebb utjat tartalmazza, azaz tetszéleges v cstics G-beli téavolséga vg-tol
megegyezik a vy gyokerd szélességi fan mért tavolsdggal.

Tétel: A szélességi bejaras lépésszama legfejlebb konst-n-m, ahol n a G csiicsainak, m pedig
G éleinek szama.

Def: Adott G = (V, E) (ir) graf és egy [ : E — R élhosszfv. Egy G-beli (ir) ut hossza az
ut éleinek osszhossza. dist(u,v) jeloli az (ir) wv utak koziil a legrévidebb hosszat. Az [ hosszfv
konzervativ, ha nincs G-ben negativ 6sszhosszu (ir) kor.

Def: Adott G = (V, E) (ir) graf, u € V és egy | : E — R konzervativ élhosszfv. Tegyiik fel,
hogy d(v) > dist(u,v) teljestil G minden v csucsara. Az e = vw él menti javitds azt jelenti, hogy
a d(w) értéket a min{d(w), d(v) +1(vw)} értékkel helyettesitjiik. (Vilagos, hogy d(w) > dist(u,w)
az ¢l menti javitas utan is teljestilni fog.)

Dijkstra algoritmus

Input: G = (V, E) (ir) graf, [ : E — R, nemneg hosszfv, u; € V' gyoker.
Output: dist(uy,v) minden v € V-re. Mikodés: Kezdetben Uy = {u1}, d(uy) = 0 és v # uy
esetén d(v) = co. Az algoritmus i-dik fazisdban végezziink él menti javitasokat minden U;-bol
kivezet§ u;v élen, majd valasszuk ki V' \ U;-bdl azt az v csticsot, amire d(v) minimalis. Legyen
u;i+1 €z a v csucs. Johet az (i + 1)-dik fazis. Az n-dik fazis utan dist(uv) = d(v) teljesiil minden
v € V-re.

Tétel: A Dijkstra algoritmus helyesen miikodik. Minden fazis legfeljebb n javitasbol és egy
minimumkivélasztasbol all (ami legfeljebb konst-n 1épés), ezért a Dijkstra algoritmus lépésszama
legfeljebb konst - n?.

Megjegyzés: Ha minden v cstcsnal azt is nyilvantartjuk, melyik él menti javitas allitotta be
a d(v) értéket, akkor az igy megjeldlt élek a BFS-hez hasonlo legrovidebb utak fajat alkotjak.




Gyakorlatok

10.

11.

12.

. Keressiink az alabbi grafban minimalis koltségt fe-

szit6fat! Hany minimélis koltségi feszitéfaja van
a grafnak?

. Adott a G = (V, E) graf és az élein egy k : E — R, koltségfliggvény. Tegyiik fel, hogy

ismeriink a G — e grafon egy minimalis koltségi F feszitéfat. Hatarozzuk meg a GG grafnak
egy olyan minimaélis koltségii feszitéfajat, amelynek F-fel a lehetd legtébb kozos éle van.

. A kormany tendert ir ki n telepiilésnek a helyi vizmitire torténd racsatlakoztatasara. Minden

ajanlat két telepiilés (vagy egy telepiilés és a vizmi) kozott kiépitends vezeték koltségét
tartalmazza. Tudjuk, hogy a korméany tgy valasztja ki a megépitends vezetékeket és az
azokat épitd egyes vallalkozasokat, hogy a leheté legolcsobban csatlakozzon az n telepiilés a
vizmiihoz. Cégiink kiilonféle homalyos tizletek nyélbeiitésével igen olcson meg tudna épiteni
a Ratotot és Piripocsot 0sszekotd vezetéket, rdadasul minisztériumi kapcsolatunk, Mutyi
bacsi elarulta nekiink az 0sszes beérkezett ajanlatot. Hogyan arazzuk a sajat Ratot-Piripocs
ajanlatunkat, hogy a lehets legnagyobbat szakitsuk?

Bizonyitsuk be, hogy ha a G = (V| F) graf minden élének kiilonboz6 a koltsége, akkor G
minimalis koltségi feszitéfaja egyértelmd.

. Adott a G = (V, E) graf és az élein egy k : E — R, koltségfiiggvény. Bizonyitsuk be, hogy

G minden egyes minimélis koltségi F' feszit6faja outputja lehet a Kruskal algoritmusnak
alkalmas (koltség szerint monoton névekvs) élsorrend esetén.

Milyen k pozitiv egészekre adhaté meg olyan 2000 éli és 2000 csticsi Osszefliggs graf, amire
igaz a kovetkezs: G-ben a 2000 él koziil adhato egynek 2 egységnyi, 1999-nek 1 egységnyi
saly tgy, hogy a G-bdl kivalaszthato kiilonb6z6 minimalis sulya feszitéfak szama éppen k
legyen? (A feszit6fak megkiilonboztetésekor a graf csicsait cimkézettnek tekintjiik.)(V ’99)
Rajzoljunk grafot, és keressiik meg egy cstucsbol kiindulva a BFS fajat. Megfelel6 élhosszok
megadéaséval gyakoroljuk a Dijkstra algoritmust.

. Torpfalvan kitort a jarvany: ronda korsig fert6zott meg néhany torpot. Szerencsére a

betegségbdl minden torp egy nap alatt meggyogyul, és ezutan egy napig immunissa valik,
am sajnos ezt kovetGen ujra fert6zédhet. Kellemetlen, hogy a torpok még betegen sem adjak
fel azt a megrogzott szokasukat, hogy minden egyes nap minden baratjukat meglatogatjak.
Marpedig ha beteg és nem immunis térp talalkozik, az utobbi bizonyosan megfertézédik.
Mutassuk meg, hogy ha Torpfalvan 100 torp él, akkor a jarvanynak a kitorését kovets
101-dik napon méar bizonyosan vége van.

. Adjunk hatékony algoritmus, aminek a bemenete egy n cstcst Osszefiiggs iranyitatlan graf, a

kimenet pedig egy olyan grafcsics, amibél minden més cstcs lefeljebb n /2 éld uton elérhetd.
Adott egy n x k méreti tablazat, amiben minden mez&ben egy 0 vagy egy 1 all. Talaljunk
a tablazat bal fels6 sarkatol a jobb als6 sarokig egy mezShatarok mentén jobbra és lefelé
halado olyan vonalat, amire az igaz, hogy a vonal alatti 1-esek és a vonal feletti 0-k szaméanak
Osszege a lehet legkisebb. Hogyan érdemes eljarni?

Tegyiik fel, hogy a G iranyitatlan graf tetszéleges szélességi kereséssel kapott feszitéfaja
csillag. Mit lehet mondani G-r617

Adott egy G = (V, E) graf, egy | : E — R, hosszfiiggvény, valamint egy v gyokérpont.
Egyetlen Dijkstra algoritmus lefuttatasa segitségével talaljuk meg G mindazon e éleit, ame-
lyekre igaz az, hogy onmagaban attol, hogy e hosszat eggyel csokkentjiik egytelen cstcs
v-t6l mért tavolsdga sem csokken.



