A szamitastudomany alapjai 2014. 1. télév

2. gyakorlat. Osszeallitotta: Fleiner Taméas (fleiner@cs.bme.hu)

Tudnivalék

Def: G = (V,E) egyszerd grif,ha (1) V#0eés  (2) BEC (}) :== {{u,v} 1 u,v € V,u # v}

G graf esetén V(G) jeloli G csiucsainak (pontjainak), E(G) pedig G éleinek halmazat, azaz G =
(V(GQ),E(G)). A G egyszert graf véges, ha V' véges halmaz.

Def: A G graf egy diagramja egy olyan lerajzolasa, melyben a csicsoknak (sikbeli) pontok felelnek
meg, éleknek pedig a két végpontot Gsszekotd onmagukat nem metszé gorbék.

Def: Az e = {u,v} élt roviden e = uv-vel jeloljiik; u és v az e él végpontjai. u és v szomszédos,
ha uv € E. e és f parhuzamos élek, ha végpontjaik azonosak.

Hurokél az olyan él, melynek végpontjai azonosak.

A G = (V,E) par grdf, ha V # (), F élhalmaz V-n, és parhuzamos és hurokél is megengedett.
Def: A G graf v cstucsénak d(v) foka a v végpontu élek szama (hurokél kétszer szamit):

dlv) == |{e € E : wvvégpontjaenek}| + |[{e € E

e hurokeél és v-n}|

All.: Ha G véges graf, akkor fokszamainak dsszege 2| E(G)|.

K,, az n-pontu teljes grdf: barmely két pontja Gssze van két—

ve.

Def: P, az n-ponti 1it, C,, az n-ponti kér (1d. az abran)

Def: A G egyszert graf komplementere a G == (V(G), (}) \E( )) graf. (Két pont pontosan
akkor szomszédos, ha G-ben nem szomszédos.)

Def: A G graf sétdja olyan (vy, ey, vq, €9, ..., v;) sorozat, melyre e; € E(G) és e; = v;v;41 (Vi).
A kérséta olyan séta, melynek kiindul6 és végpontja azonos: vy = vy.

Def: Az «t (ill. kor) olyan (kor)séta, aminek cstcsai (a végpontok azonossagatol eltekintve)
kiillonbozok. Egyszert grafban az ut (kor) azonosithato a hozza tartozod pont- vagy élsorozattal.

Allitas: A G grafban pontosan akkor létezik u és v kozott séta, ha létezik u és v kozott ut.

Def: A G graf dsszefiiggd (6f ), ha barmely két pontja kozott vezet séta.

Def: K C V(G) a G graf komponense, ha barmely u,v € K kozott létezik G-séta, de nem
letezik u — v séta hauw € K, v € V(G)\ K.  Ko6v.: Minden graf egyértelmien komponensekre
bonthato.

Def: A G graf fa, ha G véges, Osszefiiggd, kormentes és egyszert.

Allitas: Ha az F fanak n csticsa van, akkor éleinek szama |E(F)| =n — 1.

Allitas: A véges, egyszeri G graf pontosan akkor fa, ha az alabbiak koziil legalabb 2 teljesiil:
(1) G osszefiiggd (2) G kdérmentes (3) G-nek eggyel kevesebb éle van, mint ahany pontja.

Def: Ha G = (V, E) egy graf és k : E — R, az éleken értelmezett koltségfiiggvény, akkor G
tetszoleges G’ részgrafjanak kiltsége a E(G') élhalmazbeli élek koltségeinek Osszege.

Kruskal algoritmus: Input: G = (V| E) osszefiiggs graf és k : E — R, koltségfiiggvény.
Output: F' = F,, a G egy minimalis koltségi feszitétaja.

Legyen E = {e1,ea,...,en}, és k(e1) < k(e2) < ... <k(en). Legyen Fy =0, és
P F,U{e;} ha F; U{e;} kérmentes

TR ha F; U {e;} tartalmaz kort.
Tétel: A Kruskal algoritmus altal kiszamitott F' = F},, élhalmaz a G egy min ktg( feszit6faja.

Gyakorlatok

1. Az elére megszamozott (cimkézett) n darab pont koézé hanyféleképp huzhatunk be éleket
ugy, hogy egyszerii grafthoz jussunk? (ZH ’00)

2. Hatarozzuk meg az Osszes olyan véges, egyszerd G grafot, aminek nincs két azonos foku
csucsa.

3. Mutassuk meg, hogy ha G véges graf, akkor paratlan fokd pontjainak szama paros. Ha GG
nem véges, akkor ez nem igaz.

4. Van-e olyan egyszerii graf, aminek a fokszamai a.) 1,2,2,3,3,3ill. b.) 1,1,2,2,3,4,47
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. Rajzoljuk le azt a grafot, melynek pontjai a 4 hosszti nulldkbol és egyesekbdl allo sorozatok és

két cstcs akkor van éllel 6sszekotve, ha egyik a masikbol egy | forgatéssal” megkaphato, azaz
ha az egyik a (b1, b, b3, by) akkor a mésik a (by, b3, by, by) sorozathoz tartozé pont. (ZH ’00)
Mutassuk meg, hogy ha egy G grafnak 11 csiicsa és 45 éle van, akkor G-nek van olyan
csucsa, ami legalabb 9-edfok.

Hény olyan, paronként nem izomorf, 6 pontt, 0sszefliggs, egyszerid graf létezik, melyben két
maéasodfokn és négy harmadfoka pont van? (ZH °00)

. Ha G egyszert graf, akkor élei iranyithatok tugy, hogy ne j6jjon létre iranyitott kor.
. A G egyszerd grafnak e olyan éle, aminek elhagyaséval fat kapunk. Mutassuk meg, hogy

G-nek még legalabb két mésik éle is rendelkezik ezzel a tulajdonsaggal.

Ha T} és T, két fa ugyanazon a véges ponthalmazon, és e; a T; tetszbleges éle, akkor létezik
Ts-nek egy ey éle, hogy T1 — ey + e5 és Ty — e5 + €7 is fa.

Legyenek e, f és g a G egyszert, Osszefliggs graf kiilonbozs élei. Tegyiik fel, hogy a G graf
Osszefiiged marad, barmely élét is hagyjuk el, am a G — e — f és a G — e — g grafok egyike
sem Osszefliggd. Igazoljuk, hogy ekkor a G — f — g graf sem Osszefliggd.

Hogy néz ki az a lehetd legkevesebb csticsot tartalmazé egyszeri graf, amelyben a legrovi-

debb kor hossza pontosan 4 és minden pont harmadfoka? (ZH '98)
Mutassunk a komplementerével izomorf, 5- ill. 6-pontu grafot!

Egy fanak 8 csiicsa van, fokszamai pedig kétfélék. Mi lehet ez a két szam? (V799)
Hény pontja van annak a T' fanak, melyre |E(T)| = 15 - |E(T)|? (V °00)
A G egyszertd grafnak 2k pontja van, minden pontjanak foka legaldbb k—1, és G-nek létezik
egy legalabb k-adfokiu pontja. Bizonyitsuk be, hogy G Osszefiiggs. (V°02)

Ketten a kovetkezd jatékot jatsszak. Adott nm pont, kezdetben semelyik kettd nincs Ossze-
kotve. A jatékosok felvaltva lépnek, minden lépésben a soron kovetkezs jatékos az m pont
koziil két tetszGlegesen vélasztott kdzé behiuz egy élet. Az veszit, aki kort hoz 1étre. A kezdd
vagy a méasodiknak 1épd jatékos nyer, ha mindketten a lehetd legjobban jatszanak? (V ’00)
Egy n x n mérettd T' tablazatnak nincs két egyforma sora. Bizonyitsuk be, hogy T-nek van
olyan oszlopa, amit torolve a maradék tabldzatban sem lesz két egyforma sor.

Hany olyan fa adhaté meg n cimkézett ponton, melyben a pontparok tavolsagai koziil a leg-
nagyobb harommal egyenls? (Két pont tavolsagan a koztiik levs legrovidebb titon talalhato
élek szamat értjiik.) (V '99)
AV ={1,2,...,2n} (szamozott) pontokon hany
olyan egyszerd GG graf adhato meg, melynek 2n — 2
éle van és két egyforma méreti Osszefiiggé kompo-
nensbdl all? (V °00)
Keressiink az aldbbi grafban minimalis koltségti fe-
szit6fat! Hany minimélis koltségi feszitéfaja van
a grafnak?

Milyen k pozitiv egészekre adhato meg olyan 2000 éld és 2000 cstcsu Osszefiiggd graf, amire
igaz a kovetkezd: G-ben a 2000 él koziil adhato egynek 2 egységnyi, 1999-nek 1 egységnyi
saly tgy, hogy a G-bdl kivalaszthato kiilonb6z6 minimalis sulya feszitéfak szama éppen k
legyen? (A feszit6fak megkiilonboztetésekor a graf csicsait cimkézettnek tekintjiik.)(V ’99)



