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Def: Az algoritmus fogalméat nem definialjuk, de algoritmusra tigy gondolunk, mint valamiféle
elméleti szamitogépen futtatott programra, mely egy, az input altal megadott feladatot old meg,
a megoldas az algoritmus outputja, és az algoritmus a miikodése soran bizonyos, az inputtol és az
addigi miikodéstdl fiiggs 1épéseket tesz meg. Minden A algoritmushoz egy I problémahoz tartozik,
IT azokbol a konkrét feladatokbol all, amelyeket A meg tud oldani. (Feltessziik, hogy A minden
értelmes inputra helyes eredményt ad.) Kiilonb6z6 algoritmusok is tartozhatnak ugyanahhoz a II
problémahoz. Egy algoritmus inputja az algoritmus bemenete: ez jeldli ki, hogy a szoban forgd
IT problémanak pontosan melyik feladatarol is van sz6. Az input mérete az inputot leird bitek
szama. Tetszbleges A algoritmushoz tartozik egy fa fliggvény: fa(n) azt adja meg, hogy legfeljebb
hény lépést tesz meg az A algoritmus a legfeljebb n hosszusagu inputokon. Lényegtelen tehat, ha
az A algoritmus a legfeljebb n hosszisagi inputok 99,999%-4n néhany lépésben végez, fa(n) a
legrosszabbul viselkedd (legfeljebb n hosszusagt inputhoz tartozo lépésszam.

Példa: Ha az algoritmus inputja egy pozitiv egész n szam, akkor az input mérete az n binaris
alakjaban talalhato jegyek szdma, azaz 1 + [logy(n)]. Ha az input egy n csicsi egyszerii G =
(V, E) graf, akkor G-t a szomszédossagi matrixdval megadva az input mérete n?. (Vannak persze
értelmesebb megadésok is, s6t, szinte csak azok vannak. Ellistaval pl. az input mérete konst-(n+m),
ahol m a G éleinek széama.)

Def: Az A algoritmus polinomideji (néha polinomidlis vagy hatékony), ha létezik olyan p(n)
polinom, amelyre fa(n) < p(n) teljesiil minden n > 1-re.

Példa: A BFS algoritmus hatékony, hiszen egy n éli m csticst grafot (amelyet meg lehet adni n?
méretd vagy konst - (n +m) méretd inputtal) a lépésszamra fprs(n) < c-(n+m) teljesiil alkalmas
¢ konstansra, tehat p(n) = ¢’ - n megfelels polinom, ahol ¢ alkalmas konstans.

Def: Ddntési probléma az olyan probléma, amelynek az outputja egyetlen bit (azaz az input tkp
egy igen/nem kérdés). A P problémaosztélyt azon dontési problémak alkotjak, amelyekre létezik
polinomidejd algoritmus.

Példa: P-beli probléma az, hogy az input altal megadott iranyitatlan graf osszefiiggé-e. A BFS
algoritmus ugyanis polinomidejt, és ennek a futtatasakor kidriil, hogy G Gsszefiigg6-e. P-beli az a
probléma is, hogy az input altal megadott G grafnak van-e Euler korsétaja. Elhagyhatjuk ugyanis
az izolalt pontokat, ellendrizhetjiik egy BFS-sel, hogy a maradék graf sszefiiggs-e, és minden élrél
legfeljeb n (cstucsszamnyi) lépésben ellendrizhets, hogy paros-e a fokszama. Ha minden fok paros és
G izolalt pontoktol eltekintve Gsszefiiggd, akkor G-nek van Euler korsétaja, egyébként nincs.

Def: N P-beli probléma alatt olyan dontési problémat értiink, melyre az ,igen” valaszra van
polinomidejt bizonyiték. co— N P-beli probléma pedig az, melyre a ,nem” valaszra van polinomidejt
bizonyiték.

Példa: N P-beli az a HAM dontési probléma, melynek bemenete egy egyszerii G graf, és az
output akkor ,igen”, ha G-nek van Hamilton kore. (Ha ugyanis valaki megmutatja a Hamilton kort,
akkor az bizonyitja a Hamilton kor létezését, és azt ellenérizni, hogy a mutatott élhalmaz kor és
minden csicsot tartalmaz, szintén polinomidgben elvégezhetd.)

co — N P-beli az a probléma, melynek bemenete egy n pozitiv egész, és az output akkor ,igen”,
ha n prim. (Ha ugyanis az n-et nemtrividlis médon két egész szorzatéra tudjuk bontani, akkor ez
egyuttal bizonyiték arra, hogy n nem prim. Az is kell, hogy a szorzéas polinomidében elvégezhetd.)

Allitas: P C NPNco— NP.

Biz: : Hall € P, akkor II-re van polinomidejt algoritmus, és annak futasa polinomidejd bizonyiték.

Gyakorlatok

1. Ismételjiik at, hogy az egész szamok Osszeadésara és szorzasara van polinomideji algoritmus.

2. Négyzetreemelések segitségével szamitsuk ki 10'33(mod13) értékeét, azaz hatarozzuk meg, mi-
lyen maradékot ad 13-mal osztva a 10'33. Hatarozzuk meg ugyanezt most az Euler-Fermat
tételre tamaszkodva.

3. A II probléma inputja egy G péros graf, G szinosztéilyai és egy k szam. Az output akkor
sgen”, ha G-nek van k méretd parositasa, azaz v(G) > k. Hatarozzuk meg, hogy Il a P, NP
és co — N P problémaosztalyok melyikének tagja.




