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Tudnivaldk
Def: a,b,m € Z esetén a = b(mod m) (a kongruens b modulo m, réviden a = b(m)), ha m | a — b.
Megfigyelés: A Z halmaz el6all m db halmaz diszjunkt uniojaként azzal a tulajdonsaggal, hogy
két egész pontosan akkor kongruens modulo m, ha ugyanabba a részhalmazba esnek. (Az i-dik ilyen
részhalmazba a {i+km : k € Z} szamok tartoznak.) E részhalmazok az m szerinti maradékosztalyok.
Allitas: Ha a = b(m) (a és b egyazon mod m maradékosztalybol valok) akkor (a,m) = (b, m).
Ko6v.: Ha (a,m) = 1, akkor az a maradékosztalyanak barmely eleme relativ prim a modulushoz.
Kongruenciak tulajdonsagai: Va,b,c,d,m € Z-re (1) a =a(m), (2) a=0b(m)=b=a(m)
(3) a=b(m),b=c(m)=a=c(m) (4)a=blm),c=d(m)=a+c=b+d(m), ac=bd(m)

(5) a = b(m) < ac = be(me) (6) ad = bd(m ):>a_b((md)>

Def: Az {ay,a9,...,a,} C Z halmaz teljes maradékrendszer modulo m (tmr mod m), ha minden
mod m maradékosztalybol pontosan egy elemet tartalmaz. (Pl {1,2,...,m} tmr mod m.)

Def: Az {ai,as,...,a,} C Z halmaz redukdlt maradékrendszer modulo m (rmr mod m), ha

minden m-hez rel. prim mod m maradékosztalybol pontosan egy elemet tartalmaz. (Pl. az m-nél
kisebb, m-hez rel. prim természetes szamok.) A mod m rmr mérete p(m) . (Euler-féle ¢ fiigguény.)

Tétel: Ha {ay,as,...,a,} rmr mod m, és (b,m) = 1, akkor {bay, bas, ... ,ba,,} is rmr mod m.
Euler-Fermat tétel: (a,m) = 1 = a®™ = 1(m). Kis Fermat: p prim, a € Z = a” = a(p).
Tétel: Ha p prim, akkor (1) o) =p— 1, 2) o) = (p— Dp.
k o; k
(3) (a,0) = 1= plab) = @(a)p(b) . (4) Han = [Ty o, akkor o(n) = n 1L, (1- ).

Tétel (linearis kongruencidk megoldasa): Az ax = b(m) kongruencia megoldhat6 <=
(a,m) | b. Ekkor (a,m) db maradékosztaly modulo m a megoldés. Ha (a,m) = 1, akkor a fenti
kongruencia megoldasa z = a?™~b(m) .

Konkrét linearis kongruencia megoldasa: A megoldandé ax = b(m) linearis kongruenciat
kiegészitjiik az mx = 0(m) kongruenciaval, és az igy kapott rendszert oldjuk meg, gy, hogy mindig
a nagyobb egyiitthatosbol vonjuk ki a kisebb egyiitthatos kongruenci toébbszorosét, épp ahogy az
Euklideszi algoritmusnal. Amint az egyik kongruencia 0z = z(m) lesz, akkor z # 0(m) esetén nincs
megoldas, z = 0 esetén pedig a mésik kongruenciat le tudjuk osztani, és az adja a megoldast.

Gyakorlatok

1. Oldogassunk linearis kongruencidkat. Pl: (a) 202z = 157(203), (b) 309z = 451(617)
()52 = 13(137), (d) 113z = 77(120), (e) 11z = 12(18),
(f) 14z — 4 = 80(21) (g) 49%2 = 3(15) (h) 3%92 = 23(100)

2. Szamitsuk ki a ¢(533), ©(2007) és ¢(540) értékeket.

3. Bizonyitsuk be, hogy 11 | n' 4+ 10n és 42 | n” — n teljesiil tetszbleges n € N esetén.
4. Bizonyitsuk be, hogy tetszéleges hy, ho, . . ., hy pozitiv egészekre és p primszamra fennall, hogy
(hi+ho+ ...+ he)) =AY + 5+ ...+ h(mod p) . (ZH °02)

5. Milyen maradékot ad a 31-gyel osztva, ha a'® = 5(mod 31) és a'°* = 19(mod 31) 7 (V ’00)

32
6. Mi a 40302 utols6 harom, a 293" utolsé két és a 75 szédm utolso jegye tizes szamrendszer-
ben?

7. Milyen maradékot ad 59% 101-gyel osztva? (ZH ’03)

8. Hogyan szamithatjuk ki gyorsan a 77 19-es maradékat? Ugyanez a kérdés, de a ¢ fiiggvény
értékét nem hasznalhatjuk. Mi a helyzet az n* kiszamitaséval modulo m?

9. Mi az utols6 harom jegye a 999777 szamnak? Mi az utolsé két jegye az 199 szamnak?

10. Bb: hap > 5 prim, akkor az 1,11, 111, . .. szamok kozott végtelen sok tébbszorose van!(ZH '01)

720012005

11. Bb: 17/2002290% + 1 (ZH °02)
12. Legyenek m és n pozitiv egészek, tovabba m | n. Bizonyitsuk be, hogy ¢(m) | ¢(n) . (ZH '00)
13. Mely n szamokra lesz ¢(n) primszam? Hat aztan mikor lesz p(n) paratlan? (ZH '99)
14. Mely n természetes szamokra igaz, hogy ¢(5n) + ¢(3n) = 7p(n) ? (ZH ’03)
15. Bb: ha d | n, akkor d — ¢(d) < n — ¢(n) . (V ’OO)
16. Bb: D20 icn (imy=1® = %("), ha n > 1, egész. (V'99)

17. Ha 71,79, .., ry(m) redukalt maradékrendszer modulo n, akkor Zf:(?) r; = 0(mod n) . (V ’00)



