A szamitastudomany alapjai 2014. I. félév

Tudnivalok 10. gyakorlat. Osszeallitotta: Fleiner Tamés (fleiner@cs.bme.hu)

Def: Ha a,b,k € Z és b =k - a, akkor a osztdja b-nek (b tobbszérdse a-nak), jelolése a | b.

Def: A p € Z, |p| > 1 szam felbonthatatlan, ha csak 1-p,p-1,(—1)-(—p) és (—p) - (—1) alakban all
els egészek szorzataként. (Azaz, ha a | p és 1 < |a|, akkor |a| = [p|.) A z € Z dsszetett, ha |z| > 1 és
z nem felbonthatatlan. A p € Z, |p| > 1 szam prim, ha p | ab, a,b € N= p|a vagy p | b. (Egészek
szorzatat csak ugy oszthatja, ha valamelyik tényezst osztja.)

Allitas: Tetszoleges 1-nél nagyobb egész szam elall felbonthatatlan szamok szorzataként.

A szamelmélet alaptétele: Tetszoleges n egész (melyre 2 < |n|) a tényezdk sorrendjétdl és
esetleges (—1) tényezdktdl eltekintve egyértelmtien all el§ felbonthatatlan szdmok szorzataként.

Kov.: Egy p egész szam pontosan akkor felbonthatatlan, ha prim.

Def: Az n kanonikus alakja n = Hle p;*, ahol a p;-k primek, és 1 < a; € N Vi,

Allitas: Egy d > 0 egész pontosan akkor osztéja n-nek, ha d kan. alakjaban csak n primosztoi
szerepelnek, legf az n kan. alakjaban szerepls kitevén. (n = Hlepf‘i =d= Hle pfi, 0<86 <q;.)

Ko6v.: Ha 1 < n kan. alakja n = Hi?:l py?, akkor n poz. osztoinak szama d(n) = H;ﬂ:l(ai +1).

Def: Az a és b szamok legnagyobb kizds osztéja az a és b kozOs osztoi koziil a legnagyobb:
(a,b) := max{d : d | a,d | b}, legkisebb kizos tibbszirisik pedig az a és b pozitiv kozos t6bbszorosei
koziil a legkisebb: [a,b] := min{0 < d :a | d,b|d}. Az a és b egészek relativ primek, ha (a,b) = 1,
azaz nincs kozos primosztojuk (a kanonikus alakjaikban szerepld primkek kiilonb6zdk).

Allitas: Haa =p' -py2-...-pi* és b :pf1 ~p§2 . -pf’“ (ov; = 0 &s B; = 0 is lehet), akkor
(a,b) = pllnin(alﬂl) .p;ﬂin(azﬂﬂ . _pzﬂin(akﬂk)’ la,b] = pllnax(alﬂl) .p;nax(a%@) . .pzlax(&kﬂk)

. e ,
valamint ab = (a,b) - [a,b]. (Azaz a lnko-t a és b primosztoit a kisebb hatvanyon, a lkkt-t pedig
ugyanezen primosztokat a nagyobb hatvanyon Osszeszorozva kapjuk meg.)
Ko6v.: Ha d | a és d | b kozos osztd, akkor d | (a,b).
Allitas: Ha a,b egészek, akkor (a,b) = (a — b,b) = (a — kb, b) tetszdleges egész k esetén.
Euklideszi algoritmus Input: a,b € Z. Output: (a,b).
Tfh a > b. Legyen ag := a, a1 := b és ag = a1hy +az, ahol 0 < as < a1 (maradékos osztés). Altaldban
ai—1 = ajh; + a;y1, ahol 0 < a;41 < a;. Ha agy1 = 0, akkor (ag,a1) = (a1,a2) = (ag,a3) = ... =
(ag,0) = ai a keresett Inko. Kov.: Ha a,b € Z, akkor létezik k,l € Z, melyre (a,b) = ka + [b.
Tétel: Végtelen sok primszam van. Barmely n € N-re létezik n egymést kévets Osszetett szam.
Csebisev tétel: Minden 0 < n € N-re létezik p prim, melyre n < p < 2n.
Dirichlet tétel: Ha (a,d) = 1, akkor az a,a + d,a + 2d, ... szamtani sorban co sok prim van.
Gyakorlatok
1. Melyek p primre lesz (a) p + 10 és p + 14 prim? (b) p? + 2 prim? (c) p? 4 4 és p? + 6 prim?
2. Igazoljuk, hogy barmely hat egymast kovets egész szam szorzata oszthatoé 720-szal.
3. Bizonyitsuk be, hogy minden n pozitiv egész egyértelmiien irhaté n = k2 - [ alakban, ahol k és [
pozitiv egészek, tovabba [ egyetlen négyzetszam osztdja az 1.
4. Ma van Dzsenifer sziiletésnapja. Matekoran a tanitonénije szolt, hogy tavaly ilyenkor az életkora
osztOja volt az az aktudlis évszamnak. Hany éves Dzsenifer?
5. Bizonyitsuk be, hogy barmely 6t szomszédos pozitiv egész szam kozott van olyan, amely a masik
négyhez relativ prim.

6. Melyik az a legkisebb n pozitiv egész szam, amire 3 f n és n osztoinak szama d(n) = 127

7. Legyen k > 2 és jelolje (ay,aq,...,ar) az ay,az,...,a; szamok legnagyobb kozos osztojat,
[a1, a2, ...,a;] pedig az aj,asz,...,a; szamok legkisebb kozos tobbszorosét. Mutassuk meg,
hogy (a1, as,...,ax) [a1,a2,...,ar] = ai-az-...-a akkor és csak akkor all fonn minden pozitiv
egészekbol allo szam k-asra, ha k = 2. (ZH ’02)

8. Legyen n olyan paratlan egész szam, amelyik egyetlen prim négyzetével sem oszthat6. Bizonyit-
suk be, hogy n pozitiv osztoinak atlaga egész. (ZH ’03)

9. Hany olyan pozitiv egész szam van, ami az n = 23 - 7° . 112 és m = 2° - 53 - 7 13 szamok koziil

legalabb egynek osztoja?

10. Legyen az n pozitiv egész szadm primtényezss felbontasa n = Hlepio"'. Mennyi a d‘né érték,
vagyis hogyan szamithato ki az n szam osztdi reciprokanak az dsszege? (V 799)

11. Melyik az a legkisebb pozitiv egész, aminek pozitiv 0szt6i szama 10-zel oszthat6?

12. Szamitsuk ki a (372,504) ill. (612, 834) legnagyobb kozos osztokat.

13. Legyen Fy = 0, F] =1, és n > 2 esetén az n-dik Fibonacci szam F,, = F,,_1 + F,,_2. [gazoljuk,
hogy F), és Fy1 relativ primek.

14. Igazoljuk, hogy az Euklideszi algoritmusban 2a;12 < a;. Modositsuk tgy az algoritmust, hogy
abban csak az Osszeadésra és a 2-vel oszésra legyen sziikség, maradékos osztésra pedig ne.



