Kombinatorika és grafelmélet 1.
2. ZH javitékulcs

Az ditmutaté mintamegoldasokat tartalmaz. A pontszamok tajékoztatd jelleggel lettek
megallapitva az értékelés egységesitése céljabol. Egy pontszam el6tt szereplo allitas ki-
mondasa, tétel felidézése nem jelenti automatikusan az adott pontszam megszerzését.
Az adott részpontszam megitélésenk az a feltétele, hogy a megoldashoz vezet6 gondo-
latmenet megfelel6 részének végiggondolasa vilagosan kideriiljon a dolgozatbdl. Ha ez
utébbi kideriil, am a kérdéses allitas, tétel, definicié nincs rendesen kimondva, akkor a
részpontszam legalabb részben jar.

Természetesen az ismertetettektol eltéré, am helyes megoldasokért teljes pontszamok,
részmegoldasokért pedig az itmutatobeli pontozas intelligens kozelitésével meghataro-
zott aranyos részpontszamok jarnak. Szamoldsi hibdért altaldban (hibanként) 1 pontot
vonunk le.

1. Egy zenés-tancos mulatsdgon az utolsé szam el6tt az teljesiil, hogy minden fit legalabb 60
percet, minden lany pedig legfeljebb egy dérat tancolt 6sszesen. Bizonyitsuk be, hogy alkalmas
partnervalasztassal elérheto, hogy az utolsé szam alatt minden fii olyan lannyal téancoljon,
akivel mar korabban is tancolt a mulatsdgon.

(A ZH iras kozben elhangzott, hogy mindig egy fiu és egy lany tancol egymaéssal.)

Legyenek a G paros graf A szinosztdlyanak csicsai a fiuk, a B szinosztalyé pedig a lanyok, él
pedig akkor fusson egy fii és egy lany kozott, ha az utolsé szam elhangzasa elott mar tancoltak

a mulatsagon. (2 pont)
Azt kell igazolnunk, hogy G-nek van A-t fed6 parositésa, (1 pont)
azaz, az oran tanult Hall tétel értelmében azt kell megmutatnunk, hogy a fiik tetszoleges X
részhalmazéra igaz, hogy |N(X)| > |X| (1 pont)
més széval legaldbb | X | olyan lany van aki valamelyik X-beli fiival tancolt. (1 pont)
A feltételek szerint az X-beli fiik Osszesen legaldbb 60| X | percet, azaz legaldbb | X| érat tan-
coltak egytittvéve. (1 pont)
Tehét azok a lanyok, akik ezekkel a fiikkal téancoltak szintén osszesen legaldbb |X| o6rat
tancoltak. (2 pont)
Mivel a ldnyok barmelyike legfeljebb egy orat tancolt, ezért csak akkor tudnak |X| érat tan-
colni, ha a szébanforgé lanyok szdma legalabb | X|. (1 pont)

Ez azt jelenti, hogy valéban teljesiil a Hall feltétel, igy Hall tétele szerint csakugyan létezik A-t
fed6 parositas, vagyis a fiik mindegyike valéban valaszthat olyan partnert az utolsé tangora,
akivel mar kordbban is tancolt. (1 pont)

2. Tegyiik fel, hogy a G paros grafban az A és B szinosztalyok mérete azonos, tovabba, hogy A
tetszéleges nemiires X részhalmazara igaz az |[N(X)| > | X| + 1 feltétel. Mutassuk meg, hogy
G barmely e éléhez létezik G-nek e-t tartalmazé teljes parositasa.

(A ZH irdsa kozben elhangzott, hogy nemiires helyett valodi részhalmaz értendo.)

Legyen e = uv, ahol u € A és v pedig az A-tdl kiilonb6z6 B szinosztalybeli csics. Elegendé azt
igazolnunk, hogy az u és v torlésével keletkez6 G' = G — u — v grafnak van teljes parositésa,

hisz ehhez az e élt hozzavéve G egy teljes parositasat kapjuk. (3 pont)
Ezt Frobenius tételébél igazoljuk, mely szerint ha G’ két szinosztalydnak mérete azonos és a
Hall feltétel teljesiil G'-re, akkor van G’-nek teljes parositasa. (2 pont)
Legyen tehdt X az A\ {u} szinosztily tetszOleges nemiires részhalmaza. Vildgos, hogy X
minden G-beli szomszédja, (a v csics kivételével) egyuttal G'-beli szomszéd is. (1 pont)
Ezek szerint |[Ng(X)| > Ng(X) —1 > |X|+ 1 —1 = |X]|, ahol az utolsé egyenl6tlenség a
feladat feltételeibol kovetkezik. (3 pont)
(Ha X = (), akkor |X| = 0 miatt teljesiil a Hall feltétel.) Tehdt a Hall tétel szerint G’-nek
1étezik teljes parositasa, és ezzel a feladat allitasat igazoltuk. (1 pont)

3. Jelolje f(k) a v(G)-nek (azaz G fiiggetlen élei maximalis szaméanak) a k-kromatikus grafokon
felvett lehetséges legkisebb értékét, azaz f(k) := min{v(G) : x(G) = k}. Hatarozzuk meg f(k)
értékét minden pozitiv egész k-ra.




Tanultuk, hogy x(Kjx) = k, és konnyen lathatd, hogy v(Ky) = L%J, hisz a k csicsu teljes

grafnak van olyan pérositasa, ami legfeljebb egy cstcsot nem fed. (1 pont)
Ezek szerint f(k) < [£]. (2 pont)
Megmutatjuk, hogy a forditott egyenldtlenség is teljesiil. Rogzitsiik G egy k-szinezését, és le-
gyenek V1, Vs, ..., Vi a megfelel6 szinosztalyok. (1 pont)
Vildgos, hogy barmely két kiilonboz6 szinosztaly kozott fut G-nek éle, (1 pont)

mert ha mondjuk V; és V; kozott nem lenne éle G-nek, azaz ha V; UV, nem feszitene élt G-ben,
akkor V; U V; minden cstcsédt azonos szintire szinezve az deriilne ki, hogy G-nek van (k — 1)-

szinezése is, ami ellentmond a x(G) = k feltevésnek. (3 pont)
Legyen e; egy V) és Vi, eg egy V3 és Vj, dltaldban e; egy Vo, 1 és Vo, futd él, i € {1,2, ..., LgJ}
esetén. (1 pont)

Mivel a kapott eq, e, . ek élek fiiggetlenek, ezért v(G) > ng, igy mivel ezt minden k-

kromatikus G gréfra megmutattuk, f(k) > [£| kivetkezik. A kapott egyenlétlenséget Sssze-
vetve a korabbival f(k) = |£] adédik. (1 pont)

. Tegyiik fel, hogy a G graf 4-szinezhet6 és véges. Igazoljuk, hogy kivalaszthaté G éleinek leg-
feljebb hatodrésze gy, hogy a kivalasztott élek G-bél valé torlésével kapott G részgraf 3-
szinezhetd legyen.

Legyenek Vi, V5, V3 és Vy a G feladat szerint 1étezd szinezésének szinosztélyai. A szinezés de-
finiciéja szerint a szinosztalyok fiiggetlen ponthalmazok, azaz G minden éle két kiilonbozo
szinosztaly egy-egy csucsat koti ossze. Ezek szerint az éleket csoportosithatjuk a szerint, hogy

melyik szinosztalyok kozott futnak. (2 pont)
Ezaltal az éleket 6 osztalyba soroljuk, hiszen a négyféle szinbol (3) = 6 féle lehetséges par
vélaszthaté ki. (2 pont)

A hatféle osztaly valamelyike az Osszes élnek legfeljebb a hatodrészét tartalmazza, vagyis fel-
tehetjiik, hogy mondjuk V3 és Vj kozott az Gsszes élnek legfelejebb a hatodrésze fut. (2 pont)

Ha torloljiik V3 és Vy kozott G minden élét, akkor a kapott G’ részgraf 3-szinezhetd, (2 pont)
pl gy, hogy Vi, Vs és V3 UV, legyenek a szinosztalyok. (1 pont)
Ezzel a feladatban szerepld allitdst igazoltuk. (1 pont)

. Bizonyitsuk be, hogy ha a G = (V, E) gréifra x(G) < 4 teljesiil, akkor az E élhalmaz felbonthaté
egy E; és E, élhalmaz unidjara gy, hogy (V, Ey) és (V, Es) is paros graf legyen.

Legyenek Vi, V5, V3 és Vy a G feladat szerint 1étezo szinezésének szinosztalyai. (2 pont)
Legyen F; a V43 UV, és V3 UV, mig Fy pedig a Vi U V3 és Vo U V) kozott futé E-beli élek
halmaza. (5 pont)
Vildgos, hogy (V, E1) és (V, Es) egyarant paros grafok, hisz éleik a fenti emlitett szinosztéalyok
kozott futnak. (1 pont)
Mivel G minden éle a Vi, ...,V szinosztalyok koziil két kiillonbozo kozott fut, ezért barmely
E-beli él az E; és Ey halmazok valamelyikében megtalalhato. (1 pont)
Ez pedig azt jelenti, hogy E; U Es = E, ahogyan azt a feladat is allitotta. (1 pont)

. Mutassuk meg, hogy ha G 6sszefiiggd, véges graf, és x(G) > x/'(G) teljesiil, akkor G teljes graf.
A tanultak szerint G-re teljesiilnek a x'(G) > A(G), (2 pont)
és a x(G) < A(G) + 1 egyenlStlenségek. (2 pont)
Ezek szerint x(G) > x'(G) csakis ugy éllhat, ha x(G) = A(G) + 1 és X' (G) = A(G). (2 pont)
Brooks tétele szerint ha G 0Osszefiiggd, nem teljes graf és nem paratlan kor, akkor x(G) <

A(G), (1 pont)
ezért a feladatbel Osszefiiggd G csakis paratlan kor vagy teljes graf lehet. (2 pont)
Ha azonban G pératlan kor lenne, akkor x'(G) = 3 = x(G), igy ezt kizarhatjuk. (2 pont)
A G graf tehat csakis teljes graf lehet, ahogyan azt a feladat allitotta. (1 pont)

Az is igaz egyébként, hogy X' (Ka,) = X' (Kon_1) = 2n — 1 ezért a feladat allitdsa pontosan
akkor teljesiil, ha G paros cstcsu teljes graf. (0 pont)



