Kombinatorika és grafelmélet 1.
1. ZH javitokulcs

Az titmutaté mintamegoldasokat tartalmaz. A pontszamok tajékoztatd jelleggel lettek megallapitva az értékelés
egységesitése céljabol. Egy pontszam el6tt szerepld allitds kimondésa, tétel felidézése nem jelenti automatikusan
az adott pontszam megszerzését. Az adott részpontszam megitélésenk az a feltétele, hogy a megoldashoz vezeto
gondolatmenet megfelel6 részének végiggondolasa vilagosan kideriiljon a dolgozatbdl. Ha ez utébbi kideriil, &m
a kérdéses allitas, tétel, definicié nincs rendesen kimondva, akkor a részpontszam legalabb részben jar.

Természetesen az ismertetettektol eltéré, am helyes megoldasokért teljes pontszamok, részmegoldasokért pe-
dig az itmutatébeli pontozas intelligens kézelitésével meghatarozott aranyos részpontszamok jarnak. Szamolasi

hibaért altaldban (hibdnként) 1 pontot vonunk le.

1. Jeldlje G,, mindazon egyszerfi grafok halmazat, amiknek csicsai a régzitett vi, va, ..., v, pontok, legyen G0 a G,, mindazon
elemeinek halmaza, amikben minden fokszdm pdros, ill. a G} halmazt alkossék a G,, azon elemei, amiknek minden fokszdma
paratlan. Dontsiik el minden pozitiv egész n-re, hogy a GO és G halmazok koziil melyiknek van tobb eleme.

Tanultuk, hogy véges graf cstcsainak fokszamosszege az élszam kétszerese, ami paros szam. (1 pont)
Ezért a paratlan foku csiicsok szama minden véges grafban péaros, (1 pont)
igy paratlan n esetén G} = (), azaz nincs csupa paratlan fokt csiicesal rendelkezd graf. (1 pont)
Mivel az n csticst iiresgraf minden csticsanak paros a foka, ezért paratlan n esetén G9-nak van tobb eleme. (1 pont)
Péaros n esetén vegyiik észre, hogy a K, teljes grafban minden csics fokszama n — 1, ami péaratlan. (1 pont)
Ez azt jelenti, hogy ha G egy n csticsi egyszerii graf, akkor a G komplementergraf minden v csticsara igaz, hogy dg(v) +
de(v) =n—1, (1 pont)
azaz dg(v) pontosan akkor paros, ha dg(v) paratlan. (1 pont)
Ezek szerint G € GO pontosan akkor teljesiil, ha G € G}, més sz6val az elemek komplementalasa kolesonosen egyértelmi
megfeleltetés a GO és Gl halmazok kozott. (2 pont)
Mivel a kérdéses halmazok kozott kolesondsen egyértelmil megfeleltetés van, elemszamuk (péaros n esetén) azonos.(1 pont)
2. Hény feszit6fdja van az n + 2 csicsi Ko ,, grafnak, amit ugy kapunk, hogy a vy, v2, ..., v, csticsok mindegyikét osszekdotjiik
az uy és us csucsokkal?
Minden F' feszit6fa tartalmaz ui-bdl us-be egy utat, (1 pont)
ami azt jelenti, hogy ui-nek és us-nek van kozos szomszédja. (1 pont)
Ha e két pontnak két kozos szomszédja is lenne, akkor a feszitéfa kort tartalmazna, ami lehetetlen. (1 pont)
Tehat pontosan egy kozos szomszédja van ui-nek és ug-nek, mondjuk v;. (1 pont)
A tovébbi vy, ve,. .., v;_1,Vit1,- .., U, csicsok mindegyike az u; és ug koziil pontosan eggyel van 6sszekotve. (2 pont)
A feszitéfa tehdt megkonstrualhaté ugy, hogy kivélasztjuk v;-t, majd a tovabbi csicsok mindegyikérdl eldontjiik, melyik
szomszédjat vélasszuk. (2 pont)
A v; cstcsot n-féleképp valaszthatjuk, és n — 1 cstcsra kell két lehet&ség kozott donteni. (1 pont)
Mivel ezek fiiggetlen vélasztdsok, a lehetséges feszitéfak szama ezen lehetdségek szamainak szorzatai, azaz n-2"~1.(1 pont)

Akinek nincs értékelhetd eredménye, de latszik (pl rajzbdl), hogy megértette, mi a graf, annak adjunk 1 pontot.

3. Tiz cimkézett csicson hany olyan fa adhaté meg, aminek 6t levele, két masodfokii és harom harmadfoku csicsa van?

Legyenek vg,v1,...,v9 a fa csiucsai. A feszitéfa konstrukcidjahoz el kell donteniink, hogy mik lesznek az egyes fokszamok,
azaz b egyest, 2 kettest és 3 harmast kell kiosztanunk ezen csicsok kozott. (1 pont)
Ha minden cstcs ald odairjuk a neki szant fokszamot, akkor egy ismétléses kombinaciot kapunk, rdadasul minden ismétléses
kombindcié (amiben az 1 6tszér, a 2 kétszer és a 3 hdromszor fordul el8) meghatédrozza a csicsok fokszdmait. (1 pont)
A fent lefrt ismétléses kombinabcidk szdma a tanultak szerint 5,2,3, (2 pont)
Tanultuk, hogy a Priifer-kédban minden cstcs indexe eggyel kevesebbszer szerepel, mint az adott cstics fokszdma.(2 pont)
Ez azt jelenti, hogy ha mar ismerjiik az egyes cstcsok fokszamat, akkor az ezen fokszamokkal rendelkezé feszitofak Priifer
kédja egy olyan 8 hosszi ismétléses permutacio, amiben a két masodfoku cstics indexe egyszer, a harom harmadfoki csics

indexe kétszer-kétszer szerepel. (2 pont)
Az ilyen ismétléses permutdcidk szama %, ismét az 6rdn tanultak alapjan. (1 pont)
A kérdéses fik szdma tehét a fenti ismétléses permutdcick szorzata, azaz Sk -nak adédik. (1 pont)
Az elsd 4 pont megszerezhetd tigy is, hogy az 5 levelet (1V)-féleképp, a 3 masdofoki csticsot a maradékokbél pedig (3)-
féleképp valaszthatjuk. (2 pont)
Ezzel minden csicsnak meghataroztam a fokszamat, hisz, a maradék két csics lesz a harmadfok. (1 pont)
Mivel fiiggetlen dontéseket hoztunk, a fokszamkiosztasok lehetséges szdama (150) . (g) lesz, (1 pont)
ami egyszeriisités utdn éppen %—nak adodik. (0 pont)

4. Legyenek Hq, Ho, ..., H,_1 a Ky, teljes graf Hamilton korei, és jeldlje G azt a grafot, amit Ky,-bol kapunk, miutéan toroltitk
mindezen Hamilton-korok éleit. Bizonyitsuk be, hogy G-nek van Hamilton-kore.
A G graf barmely v csiicsdra a H; Hamilton kérnek pontosan két éle illeszkedik, (1 pont)
ezért v-bol legfeljebb 2(n — 1) olyan él indul, ami a Hy, Ho, ..., H,_1 Hamilton kérsk valamelyikének éle. (2 pont)
Ezek szerint G-ben a v cstcsbdl legalabb (4n — 1) — 2(n — 1) = 2n + 1 él indul. (3 pont)




Az 6ran tanult Dirac tétel szerint ha egy 4n csicsu graf minden csicsanak legaldabb 2n a fokszama, akkor a grafnak van

Hamilton kore. (3 pont)
Mivel ez a feltétel teljesiil az altalunk vizsgalt G gréafra, ezért G-nek csakugyan van Hamilton kore, amint azt a feladat
allitja. (1 pont)

5. Hatdrozzuk meg a fenti abran lithaté halézatban a p kapacitds legkisebb olyan értékét, ami mellett a maximaélis folyam-
nagysag a leheto legnagyobb.

Bal oldalt p = 3 mellett lathaté egy 8 + 5 = 13 nagysdgu f folyam, ahol a
kisebb szdmok jelzik az adott élen a folyam értékét (ahol nincs szam, ott f
értéke 0). (3 pont)
A ritka szaggatott vonallal jelzett st-vigds kapacitdsa 13, tehdt a halézatban
(p értékétél fiiggetleniil) nem lehet 13-nél nagyobb nagységui folyam. (3 pont)
A sliril szaggatott vonallal jelzett st-vagds kapacitdsa 8 +p+ 2 = 10 4 p, tehét

13 nagysagu folyam csak akkor lehetséges, ha p > 3. (3 pont)
Lattuk, hogy p = 3-ra létezik 13 nagysagu folyam, ezért a p paraméter feladat-
ban keresett értéke a p = 3. (1 pont)

Hogyan kaptuk meg a fenti folyamot? Persze a javitonak semmi kéze hozza, de
ha vki ezt lefrja és nem teljes a megoldasa, akkor részpontszamokat gytijthet.

A fenti folyamot egyébként ugy talaltuk, hogy a 0 folyambdl kiindulva kerestiink javité utakat. Mindezt ugy, hogy a p
kapacitasu élt csak ,végsziikség esetén” hasznéljuk, azaz kezdetben a p = 0 valasztassal éltiink. (2 pont)
Amikor nem tudtunk tovabb javitani, akkor kaptuk a slirli szaggatottal jelolt vagast. (1 pont)
Ekkor kezdtiik el a p kapacitdsi élt haszndlni, de csak amennyire ,muszdj”. Az elébbi st-vagds mutatja, hogy csak tugy
kaphatjuk meg az ily médon elért folyamnagysagot, ha a p paramétert legalabb annyinak vélasztjuk, mint amennyi folyam

azon folyik. (1 pont)
Amikor a széban forgé élen 3 értékii folyam folyik, akkor mar nem tudunk tovabb javitani a ritka szagatottal jelolt st-vagas
miatt. (2 pont)
Persze az egészet a szomszédrdl is mésolhatjuk, (-37 pont)
és ahogy korabban sz volt réla, senkinek semmi koze hozzda, hogyan taldltuk a folyamot és a vagasokat. (0 pont)

6. Legyen G egy tetszOleges 3-élosszefiiggd graf, és legyen C a G egy 3 élt tartalmazé kore. Bizonyitsuk be, hogy G-bol C éleit
torolve osszefiiggd grafot kapunk.

A G graf definicié szeirint pontosan akkor 3-élosszefiiggs, ha G bérmely két élét torolve dsszefiiggd grafot kapunk.(2 pont)
Tegyiik fel tehdt indirekt, hogy G szétesik a C kor éleinek torlésétdl, és legyen K a kapott graf egy komponense. (3 pont)
Mivel G 6sszefiiggd, G-ben fut él a K komponens ponthalmaza és a komplementere kozott, rdaddsul ezen élek mindegyike

egyuttal éle a C kornek is. (1 pont)
Azonban a C kornek legfeljebb 2 éle futhat a K komponens ponthalmaza és annak komplementere kozott, (1 pont)
hiszen C-nek (a skatulya-elv miatt) van két csicsa vagy K-ban, vagy K-n kiviil, és C ezen két csiicsat dsszekiotd €l nem a
K ponthalmaza és annak komplementere kozt fut. (1 pont)

Azt kaptuk, hogy K ponthalmazat legfeljebb két él koti a tobbi csticshoz, igy ezen éleket elhagyva G szétesik. (1 pont)
Ez ellentmond a G graf 3-él6f tulajdonsigénak, és a kapott ellentmondés a feladat allitdsdnak helyességét igazolja.(1 pont)



