Kombinatorika és grafelmélet 1.
Els6 p6tZH javitokulcs

Az ttmutaté mintamegoldasokat tartalmaz. A pontszamok tajékoztaté jelleggel lettek meg-
allapitva az értékelés egységesitése céljabdl. Egy pontszam el6tt szerepld allitds kimondasa,
tétel felidézése nem jelenti automatikusan az adott pontszam megszerzését. Az adott rész-
pontszam megitélésenk az a feltétele, hogy a megoldashoz vezet6 gondolatmenet megfelel6
részének végiggondolasa vildgosan kideriiljon a dolgozatbdl. Ha ez utdobbi kideriil, &m a kér-
déses allitas, tétel, definicié nincs rendesen kimondva, akkor a részpontszam legalabb részben
jar.

Természetesen az ismertetettektol eltérd, am helyes megoldasokért teljes pontszamok, rész-
megoldasokért pedig az utmutatébeli pontozas intelligens kozelitésével meghatarozott aranyos
részpontszamok jarnak. Szamoldsi hibaért altaldban (hibdnként) 1 pontot vonunk le.

1. Héanyféleképpen helyezhetd el 8 db bastya a 8 x 8-as sakktabldn a kozéppontra szimmetrikusan ugy,
hogy ne iissék egymdst? (Két bastya akkor iiti egymdst, ha ugyanabban a sorban vagy oszlopban

allnak.)

Ha sikeriil elhelyezni 8 béastyat a kivanalmak szerint, akkor mind a 8 sorban és mind a 8 oszlopban
all egy-egy béstya. (2 pont)
Az els6 sorban a bastyat 8-féle helyre tudjuk letenni, (1 pont)
am ezzel (a centralis szimmetria miatt) régzitjitk az utolsé sorbeli bastya helyzetét is. (1 pont)
A maésodik sorban elhelyezendd bastyara igy mar csak 6-féle lehetéség marad, (1 pont)
és ez meghatarozza a 7-dik sorbeli bastya helyzetét is. (1 pont)
Folytatva a gondolatmenetet, az adédik, hogy minden soron kdvetkezo sorban 2-vel kevesebb lehetOség
van a bastya elhelyezésére, mint amennyi az el6z6 sorban volt, (1 pont)
és mivel a dontéseink fiiggetlenek, és minden kivant béastyaelhelyezés pontosan egyféleképpen adodhat
beldliik, (2 pont)
az Osszes lehetéség szdma éppen 8- 6 -4 -2 = 24 - 41, (1 pont)

2. Legfeljebb hany levele lehet egy olyan F' fanak, aminek a Priifer kédjara igaz, hogy az abban szerepl6
szamok Osszege 107

Tanultuk, hogy az F fa levelei épp azok a cstcsok, amik nem szerepelnek F' Priifer kédjédban.(3 pont)
Olyan Priifer kédot keresiink tehat, amiben a szamok Osszege 10, a kédban minél kevesebb cstics
fordul eld, (1 pont)
és a Priifer kod egyuttal a lehetd leghosszabb, hisz ekkor lesz az F' fanak a lehet6 legtobb cstcsa,

amilyek mindegyike levél, a kédban el6forduld csticsok kivételével. (2 pont)
A fenti koévetelmények pontosan akkor teljesiilnek, ha a Priifer kéd éppen 10 db egyesbél all.(1 pont)
Ekkor a fdnak 12 csicsa van, amik koziil egyediil az 1 nem levél, (2 pont)
tehat a keresett maximalis levélszam a 11. (1 pont)

3. Az aldbbi dbra egy csatornahdalozat vazlatos rajzat mutatja. A vonalak a csatorndkat jelképezik,
a nyilaktdl és a bettiktol ill. szamoktdl tekintsiink el. Minden egyes csomépontban, ahol csatornak
talalkoznak, egy-egy létra vezet a felszinre. Lehetséges, hogy a terroristak a halézatot valahol meg-
mérgezték. Ezért fert6tleniteni kell minden egyes csatornat, aminek az a médja, hogy egy specidlisan
kiképzett szakember stlyos védéfelszerelésben végigkuszik a cstveken. Mivel a szkafanderre is tapad-
hat méreg, a mar fertétlenitett szakaszra nem szabad ismételten behatolni. Legalabb hanyszor kell a
szakembernek leereszkednie a csatornahdlézatba ahhoz, hogy a teljes fertStlenitést elvégezhesse? (A
feladatlapot nem lehet a dolgozat részeként beadni.)

(Az dbrat 1d. az 5. feladatnél)

Készitsiik el a G grafot ugy, hogy a csomépontok legyenek G csicsai, az egyes csatornak pedig az

élei. (1 pont)
Ebben a grafban a special officer mozgasat minden egyes leereszkedés és kimaszas kozott a G egy
élsorozata irja le. (1 pont)

Minden egymast kovetd kimdszasnak és leereszkedésnek megfeleld grafesics kozé hizzunk be egy élt
a G grafban. Legyen a kapott graf G'. A G’ gréfban a fenti élsorozatok és az ijjonnan behtzott élek

egy Euler-sétat hatdaroznak meg. (3 pont)
Az a cél tehdt, hogy minél kevesebb élt hiizzunk be G-be tigy, hogy a kapott G’ grafnak legyen Euler-
sétdja, (2 pont)
azaz, mivel G eredetileg 6sszefiiggd volt, G'-nek legf két ptn foki csticsa maradjon. (1 pont)
Mivel G-nek 8 péaratlan foki csicsa van, ezért hdrom (pdratlan foku csicsok kozti) él behizasdval
elérheté a kivant tulajdonsag. (1 pont)
Eszerint a szakertének legaldbb négyszer kell aldszéllnia. (1 pont)

4. Mutassuk meg, hogy ha G egy 16 cstcst, 9-reguléris, egyszerti, graf, akkor G-bdl elhagyhaté 8 €l ugy,
hogy a maradék grafnak legyen Euler kore.

Teljesiil a Dirac tétel feltétele, miszerint minden csicsbdl legalabb 16/2 €l indul, {gy van G-nek Ha-
milton kore. (3 pont)




Ennek a Hamilton kérnek minden mésodik élét elhagyva 8-reguléris grafunk marad, ( )
amire tovdbbra is teljesiil a Dirac tétel feltétele. ( )
Ez azt jelenti, hogy a 8 él elhagydsa utdn a grafnak még marad Hamilton kore, (1 pont)
igy biztosan osszefiiggd lesz, ( )
a tanult tétel szerint tehat van Euler kore. ( )

. Igaz-e, hogy a fenti dbrdhoz tartozé (G, s, t,¢) hilézatban a maximalis folyamnagysdg pontosan 197
(Az élekre irt szdmok a megfelel§ kapacitdsokat jelolik. A feladatlapot nem lehet a dolgozat részeként
beadni.)

A maxim4lis folyamnagysdg megegyezik a minimdlis st-vigds értékével. (3 pont)
Ha az 5 kapacitdsi €l nincs benne egy minimélis st-vagasban, akkor e vagasban csak 3-mal oszthaté
kapacitasu élek szerepelnek, azaz a vagasérték 3-mal oszthatd. (3 pont)
Ha az 5 kapacitdsi él benne van egy minimélis vagdsban, akkor (mivel minden mds kapacitds 3
tobbszorose) a vagéds értéke 3-mal osztva 2 maradékot ad. (3 pont)
A 19-et 3-mal osztva 1 maradékot kapunk, ezért a minimalis vagaskapacitdas nem lehet 19, tehat a
maximédlis folyamnagysdg sem lehet ennyi. (1 pont)

Meg lehet oldani persze a feladatot favigassal (azaz maximdlis folyam meghatdrozassal) is.

A javité utak modszerével meghataroztunk egy 20 értéki folyamot az abran lathaté médon.

>

. (a kis szdmok a folyam daltal felvett értékeket
jelentik.) (8 pont)
Tehat a maximalis folyamnagysag legalabb 20, vagyis nem 19. (2 pont)
(Mellesleg a maximaélis folyamnagysdg pontosan 20, mégpedig a jelzett 20 kapacitdsi st-vagds miatt.)
(0 pont)

. Jelolje a (G, s,t, ¢) hdlézat G grafjaban A(s,t) az éldiszjunkt st utak maximélis szdmat, m(c) pedig a
maximélis folyamnagysdgot e hdlézatban. Legyen ¢’ (e) := c(e) + 1 a hdlézat minden e élére, és jeloljiik
m(c)-vel aa (G, s,t, ') hdlézatbeli maximalis folyamnagysédgot. Igazoljuk, hogy m(c’) > m(c)+A(s,t)
teljesiil.

Menger 1. tétele szerint az s-bél t-be vezetd éldiszjunkt utak A(s,t) maximadlis szdma megegyezik a

minden st-utat lefogd élek minimdlis szdméval. (2 pont)
Mivel egy st-vagasnak az s-t tartalmazd rész feldl a ¢-t tartalmazo rész felé mutaté élei minden st-utat
lefognak, ezért minden st-vdgdsban legaldbb A(s,t) ilyen él van. (2 pont)
A Ford-Fulkerson tétel szerint a maximalis folyamnagysag megegyezik a minimalis vagas kapacitasa-
val, és ez igaz a c és ¢’ kapacitdsfiiggvényre is. (1 pont)
A fenti meggondolds miatt tetszéleges st-végas ¢’ szerinti kapacitdsa legaldbb A(s, t)-vel nagyobb a ¢
szerinti kapacitdsndl, (2 pont)
igy ez az adott kapacitdsok szerinti minimélis vagasra is igaz. (1 pont)

A Ford-Fulkerson tételbdl pedig az kovetkezik, hogy a maximélis folyamnagysagokra is hasonlé telje-
siil, nekiink pedig pontosan ezt kellett igzaolnunk. (1 pont)



Kombinatorika és grafelmélet 1.
Miasodik p6tZH javitokulcs

Az Gtmutaté mintamegoldasokat tartalmaz. A pontszamok tajékoztatd jelleggel lettek meg-
allapitva az értékelés egységesitése céljabdl. Egy pontszam el6tt szerepl6 allitds kimondasa,
tétel felidézése nem jelenti automatikusan az adott pontszam megszerzését. Az adott rész-
pontszam megitélésenk az a feltétele, hogy a megolddashoz vezeté gondolatmenet megfeleld
részének végiggondolasa vilagosan kideriiljon a dolgozatbdl. Ha ez utébbi kideriil, am a kér-
déses allitas, tétel, definicié nincs rendesen kimondva, akkor a részpontszam legalabb részben
jar.

Természetesen az ismertetettektol eltérd, am helyes megoldasokért teljes pontszamok, rész-
megoldasokért pedig az itmutatébeli pontozas intelligens kozelitésével meghatarozott aranyos
részpontszamok jarnak. Szamoldasi hibaért altaldban (hibanként) 1 pontot vonunk le.

1. Mar az évédasok is gytijtik a superhero kartydkat. A nagycsoportban minden fitinak van legalabb 5
kiilonb6z6 superhero kartyédja, raadasul nincs olyan superhero kartya, ami 4-nél tobb nagycsoportos-
nak is megvan. Bizonyitsuk be, hogy minden nagycsoportos fiu kivalaszthatja egy-egy kartydjat ugy,
hogy mindegyikiik més-mds superherot valasszon.

Legyenek a G péaros graf A szinosztalydanak csucsai a nagycsoportos fituk, a B-é a superherok, él pedig
akkor fusson egy fit és egy hero kozott, ha a fit rendelkezik az adott kartydval. (2 pont)
Azt kell igazolnunk, hogy G-nek van A-t fedd pérositdsa, (1 pont)
azaz, az 6ran tanult Hall tétel értelmében azt kell megmutatnunk, hogy a fitk tetszéleges X részhal-

mazéra igaz, hogy |N(X)| > | X]| (1 pont)
maés széval legaldbb | X | olyan superhero kértya van, amelyik vinik X-beli fitnak megvan. (1 pont)
A feltételek szerint az X-beli fitknak sszesen legaldbb 5|X | superhero kdrtydjuk van. (1 pont)
Mivel minden superhero kartya legfeljebb 4 fitindl fordul eld, ezért ez az 5|X| kértya legaldbb #
superherot abrézol, (2 pont)
tehat az X-beli fitknak tényleg van Legaldabb | X |-féle superherojuk. (1 pont)

Ez azt jelenti, hogy valéban teljesiil a Hall feltétel, igy Hall tétele szerint csakugyan létezik A-t fe-
do parositas, vagyis a fiik mindegyike valoban kivalaszthatja egy-egy superhero kartyajat ugy, hogy
mindannyian paronként kiilonbozdket valasszanak. (1 pont)

2. Legyen U a G gréf egy a(G) méretli (azaz maximdlis) fiiggetlen ponthalmaza, és legyen U’ a G — U
graf egy maximélis méretii fiiggetlen ponthalmaza. Mutassuk meg, hogy a G graf UUU’ éltal feszitett
részgréfjdnak van U’-t fedd parositédsa.

A Hall tétel értelmében a Hall feltétel teljesiilését kell ellendrizniink, (1 pont)
azaz azt, hogy U’ tetsz8leges X részhalmazdnak legaldbb |X| szomszédja van az U-beli pontok
kozott. (3 pont)
Indirekt bizonyitunk, tegyiik fel, hogy X C U’-nek az U-beli szomszédjainak Y halmaza |X|-nél ki-
sebb méretti. (1 pont)
Tekintsiik ekkor az U* := U U X \ Y halmazt. Mivel X-b6l minden U-ba futé él Y-ba ment, és X a
fiiggetlen U’ részhalmaza, ezért U* is fiiggetlen lesz, (2 pont)
rdadasul | X| > |Y| miatt [U*] > |U] teljesiil. (2 pont)

Ez ellentmond annak, hogy U a G maximalis méretli fiiggetlen ponthalmaza. Az ellentmondas a
Hall feltétel teljesiilését bizonyitja, amibol a Hall tétel szerint kovetkezik a feladatban leirt parositas
létezése. (1 pont)

3. Legyenek a GG graf csicsai az 1,2,3,...,20 egész szamok, és pontosan akkor fusson az ¢ és j szamok
kozott éle G-nek, ha ¢ és j relativ primek. Hatdrozzuk meg v(G)-t, azaz a G gréf fiiggetlen éleinek
maximalis szamét.

Egy n csiesu grafnak akkor van a lehetd legtobb ftn éle, ha azok teljes parositast alkotnak, (1 pont)
ezért v(G) < 10, (1 pont)
hiszen ha G-nek van teljes pédrositdsa, akkor az 10 élbél all. (1 pont)
Megmutatjuk, hogy G-nek valéban létezik teljes parositdsa, és {gy v(G) = 10 teljesiil. (1 pont)
Mivel két szam akkor relativ prim, ha nincs kozos primosztojuk, ezért a szomszédos egészek mindig
relativ primek. (2 pont)
Ezek szerint az {1,2},{3,4},{5,6},...,{19,20} G-nek fiiggelten élei. (3 pont)
Mi pedig pontosan ennek létezését akartuk igazolni. (1 pont)

4. Hatdrozzuk meg az eléz6 feladatban szerepld G graf x(G) kromatikus szamét.

Tekintsiik a G graf {1,2,3,5,7,11,13,17,19} cstcsait. Mivel ezek a szdmok paronként relativ primek

(hisz az 1-t4] eltekintve primek), ezért G-nek egy 9 csiesu klikkjét alkotjdk. (2 pont)
Tanitottdk, hogy x(G) > w(G), (2 pont)
és itt a fentiek miatt w(G) > 9, tehat a x(G) kromatikus szam legaldbb 9. (2 pont)
Megmutatjuk, hogy G kiszinezhetd 9 szinnel, amibél kovetkezik, hogy x(G) = 9. (1 pont)

Szinezziik ki ugyanis a fenti klikk csticsait kiilonb6z6 szinekkel, és a tovabbi csticsok szine legyen az
adott szam legkisebb primosztdjanak szine. (2 pont)




Ez G-nek egy 9-szinezését adja, hisz az egyes szinosztalyokban minden csics a legkisebb elemének
tobbszorose lesz. (1 pont)

. Igazoljuk, hogy ha az egyszerii, k-szinezhetd G grafra teljesiil, hogy egyetlen olyan graf sem k-
szinezhetd, ami G-bdl egy 1j él behtuzasaval keletkezik, akkor a G komplementergrafnak pontosan
k komponense van.

Legyenek a G k-szinezésének szinosztalyai a Vp, Vs, ..., Vi ponthalmazok. (1 pont)
Vildgos, hogy G minden éle kiilonb6z6 szinosztalyok kozott fut. (2 pont)
Ha G-nek vannak olyan kiilonbozore szinezett pontjai, amik kozott nem fut él, akkor ezen pon-
tok kozé egy élt behtzva a graf tovdbbra is k-szinezheté marad, ellentmondasban a feladatbeli

kovetelménnyel. (2 pont)
Tehat kiillonboz6 szint csucsok kozott G-nek bizonyosan fut éle, azonos szintieket pedig nem kot Gssze
él. (2 pont)
Ennek alapjan a G komplementergraf nem maés, mint k diszjunkt klikk unidja, ahol az egyes klikkek
ponthalmazai az egyesz szinosztalyok lesznek. (2 pont)
A G komplementergrafnak tehat csakugyan k komponense van. (1 pont)

. Hatdrozzuk meg a x'(G) + x'(G) 6sszeg minimalis értékét a 2009 csticsi egyszerti grafokon.

Az oran azt tanitottak, hogy ha G egyszerti, akkor x'(G) > A(G). Persze az is igaz, hogy x'(G) >

A(G) > (1 pont)
> 2008 — A(G), hiszen G maximalis fokszamii csticsdnak fokszdma G-ben épp 2008 — A(G).(1 pont)
Ezek szerint x'(G) + X'(G) > A(G) + 2008 — A(G) = 2008. (1 pont)
Ahhoz, hogy az élkromatikus szamok Gsszege valéban 2008 legyen sziikséges, hogy egyfelél A(G) =

2008 — A(G) teljesiiljon, ami pontosan akkor igaz, ha G (és igy G is) reguléris graf. (1 pont)
Maésrészt x'(G) = A(G)-nek kell teljesiilnie, {gy a reguldris G graf élei A(G) szinnel szinezhet6k.
Ekkor azonban az azonos sziniire szinezett éleknek teljes parositast kell alkotniuk, (1 pont)
ami (mivel G-nek 2009 csticsa van) csak akkor lehetséges, ha G iiresgraf. (1 pont)
Ekkor azonban G teljes graf, és a fenti gondolatmenet szerint nem teljesiil 14 a Y/ (G) = A(G)
egyenlség. (1 pont)
Azt kaptuk, hogy x'(G) + x'(G) > 2009. (1 pont)
A Ko teljes grafra pedig a Vizing tétel miatt (vagy a gyakorlaton latott konstrukcié szerint)
XI(KQOOQ) = 2009 (1 pont)

és mivel az liresgraf élkromatikus szama 0, ezért Kopgo-re az élkromatikus szamok dsszege éppen 2009,
tehét a keresett minimadlis érték is ez. (1 pont)



