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Bevezetés

Ez a jegyzet nagyjabol a BME-n, a 2007/2008-as tanév elsé félévében a mérnok-informatikus hall-
gatok szamara el6adott, VISZA 103 fedénevii, ,Bevezetés a szamitdselméletbe” c. eléadds anyagét tar-
talmazza. A jegyzet els6dleges célja a vizsgara valé felkésziilés. Nem pétolja a rendelkezésre allo, konyv-
forméatumu jegyzetet, amellyel szamos tekintetben egyezik. Elénye mégis talan annyi, hogy szorosabban
kapcsolddik az 6réan leadott anyaghoz, és igy koncentrdltabban tartalmazza a vizsgan szamonkért tudast.
A jegyzet valamennyire tul is mutat azonban az el6adédson elhangzottakon, igy olyan részeket is tartal-
maz, amelyek ismeretét nem koveteljiik meg a vizsgan. Ha tehat valaki egészen véletleniil komolyabban
érdeklodik egy-egy témakor irant, azok szdmara odabiggyesztettem néhany, altalam érdekesnek itélt
megjegyzést. Ezek lébjegyzetberﬂ ill. apré betiis szedéssel olvashatdak. Ne felejtsiik el azonban, hogy ezek
csupan a tananyagot kiegészité megjegyzések: ahhoz, hogy egy adott anyagrészben valaki ténylegesen
elmélyiilhessen, a valédi szakirodalmat (is) érdemes tanulmdnyoznia.

Hogyan célszerii a jegyzetet hasznalni, és egyaltalan: hogyan folyik a vizsga?

A jegyzetet igyekeztem gy Osszedllitani, hogy abban minden szerepeljen, amit a vizsgdn kérdez-
hetiink. Valészintileg ez nem sikeriilt tokéletesen, de a szandék megvolt. A jegyzet a definicié-tétel-
bizonyitds szentharomsag alapjan nyugszik: a definialt fogalmakat ddlt betis szedéssel jeleztem, a tétel
(4llitas, megfigyelés, lemma) elétt félkovéren adom meg, mirdl is van szd, a bizonyitdsok végét pedig
olyan kiskocka jelzi, mint amilyen pl. e sor végén is all. O

Az is cél volt, hogy ne legyen tul szédraz az anyag. A jegyzet ezért tartalmaz a tananyagot kiegészito,
ill. ahhoz kapcsolddd, érdekesnek itélt informécidkat is. Az igy kozolt ismereteket a vizsgan tehat nem
koveteljitkk meg: az az altalanos iranyelv, hogy az apré betiivel szedett részeket még a jeles osztalyzatért
sem kell tudni. Talan nem til kockazatos azt kijelenteni, hogy a normal szedésii részek behaté ismerete
elegendé a jeles osztalyzathoz. A spektrum maésik végének teljesitésére mar lényegesen tobb lehet&ség
kinalkozik. Elégtelent pl. tigy lehet szerezni, hogy a vizsgdz6 nem tudja pontosan kimondani valamelyik
lényeges definiciot, tételt vagy allitast. Eredményes moddszer az is, ha a definicidkat és tételeket sz6 sze-
rint bemagolja a hallgatd, de a vizsgan bizonysagat adja annak, hogy nem érti, mirdl beszél. Méas szdval,
a legaldbb elégséges osztalyzatnak feltétele a torzsanyaghoz tartozé fogalmak, allitdsok pontos ismerete,
azaz, hogy a hallgato ezeket ki tudja mondani, képes legyen azokat alkalmazni és azokra sziikség esetén
példat mutatni. Az elégséges osztalyzatnak nem feltétele, hogy minden ismertetett bizonyitast tokélete-
sen ismerjen a vizsgazd. Sét: akar egyet sem kell tudni. Azonban aki ennek alapjéan prébél levizsgazni,
az azt tlizeni az 6t vizsgaztaténak, hogy nagyon nem érdekli 6t az anyag. Mint gyakorld vizsgaztato
elmondhatom, hogy ez engem arra 6sztonoz, hogy alaposan gy6zddjek meg a definicidk és tételek kelld
szintli ismeretérdl, mert azt gondolom, hogy szamos olyan allitast tartalmaz a tananyag, amit ugy a
legkénnyebb megérteni, ha ismerjiik a bizonyitast, vagy legalabb annak véazlatét. Altalénosségban el-
mondhatd, hogy sokkal fontosabb (értsd: elengedhetetlen), hogy egyetlen témakorben se lehessen zavarba
hozni a vizsgdzdt, mint egy-egy bizonyitds részletes ismerete. Akinek ,sajnos” nem jut ideje a topolo-
gikus izomorfia obskurus definiciéjat megtanulni, de hatosra tudja a kontinuum hipotézist, az éppugy
megbukik, mint az, aki semmit sem tud a graf definiciéjan kiviil, és azt is csak alig.

A vizsga lebonyolitdasa ugy torténik, hogy minden vizsgara jelentkez6 hallgaténak kisorsolunk egy
tételt az itt is megtaldlhato tételsorbdl. Ezt kovetden legalabb 45 perc felkésziilési id6 alatt a hallgatd
kidolgozhatja a tételét, célszeriien vazlatot ir. A szamonkérés abbdl 4ll, hogy a kidolgozott vazlat alapjan
ki kell tudni mondani a vizsgatételben szereplé definicidkat és tételeket, illetve reprodukalni kell tudni
a bizonyitasokat. Ha nem megy magatol, a vizsgaztato segit. Szamitani kell arra is, hogy mésik tétellel
kapcsolatos fogalmakra, allitdsokra is rakérdez a vizsgaztatd. A vizsgaztatd személye a helyszinen dol

IMint pl. ez is, itt.
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el, az esetek tobbségében valamelyik el6add vagy gyakorlatvezetd elétt kell szamot adni a tudasrol.
Hogyan is jott létre a jelen segédlet? A jegyzet irdsa 2004 tavaszan kezdddott, azéta hizik az anyag.
Akkoriban még csak naiv elképzelésem volt a dolgrél, miszerint

»Egy eléadassorozat tervezésekor az eléaddonak célszerii leirnia az elhangzé anyagot, hogy az mi-
nél egységesebb lehessen. Héala a korszerii technoldgidk elharapézdsanak, immér ott tartunk, hogy
nem lényegesen bonyolultabb egy ilyesfajta anyagot digitdlisan szerkeszteni ill. tdrolni, mint a ha-
gyomanyos papiralapon"ﬂ

A jegyzet eleinte a sajat segédanyagomként keriilt dsszeallitdsra. Ertelmesnek tiint ezt kdzreadni, és
ha mar ez megtortént, akkor jé befektetésnek latszott kicsit olvasmanyosabbd, jegyzetszerlibbé tenni a
szoveget. Mindemellett a jelentGs szamban felbukkand hibakat is igyekeztem folyamatosan gyomlalni.
(Volt, van, lesz beldliik béven.) Ebben a harcban milhatatlan érdemeket szereztek azok a hallgaték (és
kollégak), akik jelezték, ha elirdst vagy hibat taldltak. Munkéjukat eziton is készonom. Remélem, hogy
ennek nyomdn a jegyzet hasznalhatdsiga jelent6sen javult, és szamos késobbi hallgato felkésziilését
konnyiti meg. Természetesen mindehhez én is hozziteszem a magamét: minden atdolgozaskor ujabb
elirdsokat és tévedéseket illesztek az anyagba az egyensuly megorzése érdekében.

A sajat felhasznalasu segédanyagtdl a mostani jegyzetformatumig van még néhany 1épés. Altaldnos
hiba —mondjak—, hogy ezt a ,,par 1épést” nagysagrendekkel aldbecslik a szerzék. Tobb kollégatdl hallot-
tam hogy egy tudoményos kényv megirdsdhoz sziikséges eréfeszitésnek kb. 70%-a az anyag megirésa.
Ennek egy kovetkezménye, hogy az ,utolsé simitasok” fazis az addigi munkanak hozzavetoleg a fele.
fgy aztdn minden erdfeszités ellenére valdszintlileg szdmos hiba maradt a most kozreadott jegyzetben.
Természetesen minden ilyen hibdért a felel6sség egyediil az enyém. A jegyzettel, az abban taldlhat6 akar
helyesirasi, nyelvhelyességi, akar mddszertani, akar matematikai hibdkkal kapcsolatos megjegyzéseket és
a konstruktiv hozzaszolasokat koszonettel fogadom a fleiner@cs.bme.hu cimen. Unnepélyesen igérem,
hogy az érdemi kritika figyelembevételével igyekszem tovabb javitani az anyagot. A jegyzet reményeim
szerint karbantartott valtozata a www.cs.bme.hu/"fleiner/jegyzet weblaprol toltheto le.

Par szé végiil a szerzoi jogokrol.

A jelen munka jelent&s része szellemi termék, és nemcsak a szerzéé. A szerzéi jogok tekintetében
a szerzO elképzelései az aldbbiak. E munka jelenlegi forméjaban szabadon mésolhatd, terjesztheto,
de kizardlag a szerzd és a forrds pontos megjelolésével és ingyenesen. Ugyanez a megkotés oroklodjék
minden olyan szerzéi jog hatdlya ald es6 dologra, ami a jelen munka fenti tipusu felhaszndlasa soran
szdrmazik. A fent emlitettdl eltérd célu felhasznéléds (pl. az anyag szerkesztése, dtdolgozdsa, drusitdsa)
kizardlag a jelen munka szerzijének engedélyével lehetséges.

Minden olvasénak sikeres felkésziilést és eredményes vizsgazéast kivanok.
Budapest, 2007. december 14.

Fleiner Tamds
Jegyzetevolicié-blog

2007. 12. 14. 12.00: Meg par ora, es elkeszul a jegyzet. Turelem....

2007. 12. 14. 18.15: Letoltheto a 0. verzio. Lesz meg nehany apro valtozas, pl. a Cayley tetel meg nem
vegleges.

2007. 12. 18. 15.00: Jegyzet0.1 J6par elirast ki lett javitva. K6szénet Radi Attilanak, Velinszky
Laszlénak és Csondes Laszlénak. A Cayley tétellel még nem foglalkoztam. A hiperlinkek nem tdl jék, és a
pdf sem vektoros. Ezeken is dolgozom, addig is lesz .ps valtozat.

2007. 12. 20. 13.00, jegyzetl.0: Tovabbi bosszanté elirasoktél sikeriilt megszabadulni. Mmkddnek a
hiperlinkek, vektoros a pdf, és a Cayley tétel is frissiilt.

2007. 12. 29. 14.35, jegyzetl.1l: Ujabb elirasok tmntek el, a halmazelmélet rész bmviilt.

2008. 01. 14. 12.00 jegyzetl.2: Egyéb javitdsok mellett immar a Pitagorasz tétel is rendben van. Mindebben Velinszky
LészI6, Hidasi Péter, Téth Zoltdn és Keresztes Laszl6 segitettek. Ujabb mérfoldkd, hogy van a blogban & és .

2008. 01. 24. 12.30 jegyzetl.3: Zsolnay Karoly, Szelei Tamas és Tauber Adam segitettek.

2008. 02. 06. 15.00 jegyzetl.4: Radi Attila volt szemfiiles.

2009. 01. 02. 11.10 jegyzetl.5: Szabd Balint vett észre egy siilyos ostobasdgot a koordindtageometriaban.

2009. 01. 05. 11.24 jegyzet 1.6: Véneki Baldzs talalt hibat a 37. oldalon szerepld, dualitast targyald tétel bizonyitasdban.

2009. 01. 09. 16.20 jegyzet 1.7: A matrixok sajatértékeirdl sz6lé6 szakaszban mar a mdatrixok sajatértékeirdl is szd van,
koszonet Varga Juditnak.

2009. 01. 12. 14.40 jegyzet 1.8: Szdrnyas Gabor olvasott gondosan.

2009. 06. 22. 19.00 jegyzet 1.9: Molndr Gergely, Sweidan Omar, Nagy Gabor és Pintér Olivér segitettek.

2010. 01.12. 11.30 jegyzet 1.10: Benei Viktor taldlt szdmos sajtéhibat.

2012. 02. 07. 12.05 jegyzet 1.11: Baranyai Baldzs taldlt egy felesleges egyest. Tarnay Kdlman és WolframAlpha mutattak ra
a mésodfokd egyenlet hibis megoldasara ill. Szedelényi Janos és Joé Addm olvastak figyelmesen. Még a cimlapsbra is meghizott.

2Ma mér ezzel nem értek egyet. Bonyolultabb. Azért remélem, taldn mégsem haszontalan a befektetett munka.
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Bevezetés a Szamitaselméletbe 1. vizsgatételek
2007/2008. tanév els6 félév

. Térbeli koordindtageometria: sik egyenlete, egyenes egyenletrendszerei. Metszéspontok, metszés-

vonalak szdmitasa. Vektortér definicidja, a definicié egyszeri kovetkezményei, példak.
Altér, linearis kombinécid, generalt altér, generdtorrendszer, linedris fiiggetlenség.
Bézis és dimenzi6 fogalma, kicserélési tétel.

Linedris egyenletrendszer megolddsa Gauss-eliminaciéval, redukalt 1épcsos alak. Megoldhatdsag, a
megoldas egyértelmiiségének feltétele.

Permutécidk inverzidszama. Determinans definicidja, alaptulajdonsagai, kiszamitdsa. Kifejtési té-
tel. Métrixok, miiveletek matrixokkal, ezek tulajdonsigai. Determindnsok szorzédstétele (biz. nél-
kiil).

Linedris egyenletrendszerek targyaldsa matrixokkal, n x n-es linedris egyenletrendszer egyértelmii
megoldhatdosaganak jellemzése a determinans segitségével. Matrix inverze, 1étezésének sziikséges és
elégséges feltétele. Inverz meghatarozasa Gauss-eliminédcioval.

Matrix rangja, a rangfogalmak egyenl6sége, rang meghatarozasa Gauss-elimindcioval. Linedris le-
képezés fogalma, egyszeri tulajdonsagai.

Lineéris leképezés matrixa, vektor képének meghatarozasa a matrix segitségével. Linearis leképe-
zések szorzata, szorzat matrixa.

Linedris leképezések magtere, képtere. Dimenzidtétel.
Lineéris transzformécidk sajatértékei, sajatvektorai, ezek meghatarozasa.

Komplex szdmok: kanonikus (algebrai) és trigonometrikus alak, alapmiiveletek komplex szdmokkal,
abszolit érték (hossz), konjugdlt. Komplex szdm n-edik gyoke, egységeyskok.

Kombinatorikus leszamlaldsi alapfeladatok: ismétlés nélkiili és ismétléses permutacio, variacio,
kombinacié; példdk. Binomidlis tétel. Grafelméleti alapfogalmak: graf, egyszeri graf, izomorfia,
részgraf, feszitett részgraf.

Grafok Osszefiiggsége, élsorozat, ut, kor, komponens, fa. Fak egyszeri tulajdonsagai, Priifer-kod,
Cayley-tétel.

Sikbarajzolhat6sdg, kapcsolat a gdmbre rajzolhatésdggal, Euler-tétel, Kuratowski-tétel (bizonyitds
csak a koénnyebbik irdnyban).

Sikbarajzolhaté graf dualisanak fogalma. Példa olyan grafra, melynek léteznek nem izomorf dua-
lisai. Gyenge izomorfia, Whitney tétele (biz. nélkiil).

Végtelen halmazok szdmosséga: |A| = |B|, |A| < |B| és |A] < |B| definicidja, Cantor-Bernstein-
tétel (biz. nélkiil). Megszdmldlhatéan végtelen és kontinuum szdmossdgi halmaz fogalma. Példék:
Z, N, Q, R szdmossdga. Hatvanyhalmaz szdmossdga (Cantor tétele), N hatvanyhalmazdnak szé-
mossiga. Kontinuum-hipotézis.




1. fejezet

Komplex szamok

Motivacid. Ebben a fejezetben a szamfogalom egy kiterjesztésérél lesz szé. Kordbbi tanulményaink sordn ta-
ldlkoztunk a természetes szdmokkal (N = {0,1,2,...}), az egészekkel (Z = {0,1,—1,2,—2,...}), a raciondlis szdmokkal
Q= {% :p € Z,0 < g € N}) illetve a valds szdmok R halmazdval. Erdemes arra is visszemlékezni, mi motivalta az egyes
szamhalmazok bevezetését ill. kibovitését. Ha valamit meg akarok szdmolni, akkor a természetes szdmokkal dolgozom.
Hasznos, ha miiveleteket vezetiink be, melyek megkénnyitik annak kiszamolasat, hogy mennyi csirkém lesz, ha van most
18 és veszek még (vagy eladok) 5-6t. De megtudhatom azt is, hogy egy 100mx100m-es vagy egy 90mx110m-es folddarab
ér-e tobbet. A negativ egészek bevezetésével egyrészt a tartozds tényét lehet jol leirni, mésrészt elérhetd, hogy a kivonds
miivelete gond nélkiil elvégezhetd legyen. A raciondlis szamok bevezetésével az osztés lesz lényegében elvégezhetd (persze
a 0 nevezdt kizdrjuk), azonban a gyakorlatban is sziikség van a tértekre: ha 3 testvér 100 pénzt 6r6kol egyforma ardnyban,
csak dgy tudnak igazsdgosan megosztozni, ha nem egész szam irja le az 6rokséget. A valds szamok bevezetését indokolja az,
hogy elméletileg pontosan akarjuk megmérni mondjuk a négyzet atléjat, a kor teriiletét, vagy mas, hasonlé mennyiséget.

Az eddigi szamfogalmakban kozos tehdt, hogy mindegyik alkalmas arra, hogy megmérjen valamit, azaz a szdmo-
kon van egy természetes rendezés, melynek segitségével barmely két, kiilonboz6 szdmrél egyértelmiien el lehet dénteni,
melyik a nagyobb. A szamfogalmak bevezetésére alkalmas motivéacid, hogy mérhetd dolgokat tudjak megmérni. A szdmo-
kon értelmezett miiveletek (8sszeadds, kivonds, szorzds, osztés, hatvdnyozds, gybkvondas, logaritmus, szogfiiggvények, stb)
mindegyikérél elmondhatd, hogy arra valdk, hogy kiszamitsuk egy-egy mennyiség nagysdgdt bizonyos mas mennyiségek
ismeretében.

A komplex szdmok bevezetésekor szakitunk az eddigi gyakorlattal. Tovabbra is arrdl van szd, hogy a megismert
legb&vebb szdmkort tovabb bévitjiik, azonban egyszer, s mindenkorra le kell szamolnunk azzal az intuiciéval, hogy a szdm
valamely dolog nagysdgdt jelenti: a komplex szadmokon nem lesz olyasfajta rendezés, mint ami az eddigi nagysagviszony
VoltElA motivéacio itt sokkal inkdbb az, hogy bizonyos miiveletek nem voltak elvégezhetdek a valds szamokon, és valamilyen
rejtélyes okbdl szeretnénk pl. a v/—1-nek értelmet tulajdonitani.

Lassuk mindezt a gyakorlatban!

Def.: A komplex szdmok halmaza C := {a + bi : a,b € R}, tehdt minden komplex szdm egy formalis
a + bi alaki osszegként {rhaté fel, ahol a és b tetszbleges valds szdmok, az i-t (melynek neve képzetes
egység) pedig valamiféle ,ismeretlenként” tekintjiik. Ezt a z = a + bi felirdst nevezziik a z komplex szdm
kanonikus alakjdnak, a z szdm valds része Re(z) := a, képzetes része Im(z) := b, és a definicié alapjdn
kimondhatjuk, hogy két komplex szdm (mondjuk z és z’) pontosan akkor egyenld, ha kanonikus alakjuk
z=ua-+biés 2’ =a' + i megegyezik, azaz, haa=a' ésb=1"V.

Ahogy emlitettiik, a valds szamok halmaza részhalmaza a komplexekének; konkrétan, ha a € R,
akkor a kanonikus alakja a = a + 0i.

Meg kell persze mondani, hogyan végziink miiveleteket a komplex szamokkal. Ezeket a miiveleteket
rdadasul ugy kell definidlnunk, hogy azok a valds szamokon végzett miiveletek kiterjesztései legyenek. Az
alapmiiveletek esetén gy jarunk el, mintha az i ismeretlen volna, ill. hasznaljuk az i = —1 azonossigot:

(a+bi)+ (c+di) = (a+c)+ (b+d)i, (a+b)—(c+di)=(a—c)+ (b—d)i

(a + bi)(c+ di) = (ac — bd) + (ad + bc)i

Az osztés azonban nem ilyen egyszerti. Ehhez érdemes definidlni a z = a + bi komplex szam Z-vel jelolt
kongjugdltjdt, melynek kanonikus alakja z := a — bi .

Lemma: TetszOleges 2z, w € C komplex szamokra

Mz=z,il. 2)z+w=z+w,z—w=2—w, zw =z - W teljesiilnek.

(3) Ha 0 # z € C, akkor 0 < z-Z € R, azaz barmely, nullatdl kiilonbsz8 komplex szdmot megszorozva
a konjugaltjaval, pozitiv szamot kapunk.

Biz.: (1): Trividlis. (2): A kanonikus alakokat behelyettesitve kénnyen ellenérizhetd.

I Természetesen a komplex szamoknak is tulajdonithaté valamiféle , jelentés”, azonban erre ebben a jegyzetben nem &ll
médunk részletesen kitérni.



(3) Legyen z = a + bi, ekkor z -z = (a + bi)(a — bi) = a® + b? + (ab — ab)i = a® + b > 0, hiszen
a® >0 < b2, és a® = b? =0 esetén z = 0 lenne. O
Ezek utan osztas is konnyen elvégezheto a konjugalttal valé bévités segitségével. Tegyiik fel tehat,
hogy z = a +bi és 0 # 2’ = a’ + V'i. Ekkor
z a+bi  (a+bi)(a =Vi) (ad +0V')+ (a'b—ab)i ad +b0V' a'b—ab

ol + b - (a’—!—b’i)(a’ _ b'i) a2 + b2 ) + b2 + a2 +b/QZ

Konnyen ellen6rizhetd, hogy a szokdsos miiveleti azonossdgok tovabbra is érvényesek, azaz z,t,u € C
esetén z+t=t+z,2t =tz,(z+1t) +u=2z+ (t+u),(zt)u = 2(tu) ill. 2(t +u) = 2zt + zu. A kivondsra
és osztasra vonatkozé azonossdgok a z —t =z + (0 —¢) ill. ¥ = 2 % azonossagokbdl kovetkeznek. Egy
fontos tulajdonsagot bizonyitunk is:

Lemma: A z,w komplex szamokra pontosan akkor lesz zw = 0, ha z = 0 vagy w = 0.

Biz.: Konnyen ellen6rizhetd, hogy Ow = 0 tetszéleges w komplex szamra. Azt kell igazolni, hogy ha

a szorzat 0, akkor valamelyik tényezoje 0. Tegyiik fel tehat indirekt, hogy zw = 0 és z # 0 # w. Ekkor

1 1 1 1 1 1
0=--0-—=--(2w)-— = (z)(w) =1-1=1,

z w oz w z w

ellentmondaés. O

Lattuk, hogy a komplex szamok egyértelmiien jellemezhetéek két valds ,koordinataval”, akarcsak
a sikbeli koordinatarendszer pontjai. Természetesen adddik tehat egy kolesondsen egyértelmit meg-
feleltetés a komplex szdmok és a (koordindtarendszerrel elldtott) sik pontjai kozétt: a z = a + bi
komplex szdmnak megfelel az (a,b) koordindtdji pont a komplex szdmsikon. Vizsgaljuk meg, mi itt
az alapmiiveletek jelentése! Ha z,z’ komplex szdmok a szamsikon, akkor a z + 2’ komplex szdmnak
megfelel6 pontot ugy kapjuk, hogy az origét eltoljuk azzal a vektorral, melyet tgy kapunk, hogy az
orig6bdl z-be mutaté vektorhoz hozzdadjuk az origébdl z’-be mutaté vektort. (Kivondsndl az utébbi
vektort kivonjuk.) A szorzds ,, jelentésének” megértéséhez definidljuk egy komplex szdm szogét. Azt
mondjuk, hogy a z € C komplex szam szége «, ha az origébdl a z-be mutatd vektor a valés tengely
nemnegativ részével o szoget zér be. Vigydzat: a eljeles, igy pl. i szoge T, (—i)-¢ pedig —7F, vagy ha
tigy tetszik 2. Definidljuk tovabba a z = a+ bi komplex szdm abszolit értékét a |z| :== v/2Z = Va® + b2
képlettel. Tegyiink is néhdny megfigyelést.

Lemma: (1) Ha z € C, akkor |z| valds, és |z| > 0. Im
Tovabbé |2] =0 <= z=0. Im(2)
(2) || nem més, mint a komplex szdmsikon a z komplex szdmnak
megfelel6 pont tavolsdga az origotdl.

(3) Ha a z komplex szdm szdge «, akkor z = |z|(cos a + i sin ). ) Re
(4)Ha z,w € C komplex szdmok, akkor |z + w| < |z| + |w]. 1 Re(2)

|z

Biz.: (1) A 2z = a+bi kanonikus alakbdl 2z = a?+b% > 0, {gy |2| egy nemnegativ szdm négyzetgyoke,
ami szintén nemnegativ és persze valés. Pontosan akkor lesz 0, ha a? 4+ b2 = 0, azaz a = b = 0, tehdt, ha
z=0.

(2) Az (a,b) koordindtdju pont tavolsdga az origétdl épp az a,b befogdkkal rendelkez6 derékszogii
haromszog 4tfogdja, ami Pitagorasz tétele szerint éppen va? + b% = |z|.

(3) Ha a z-nek megfelel§ pont a szdmsikon |z| tdvolsdgra van az origétdl, és a nemnegativ valds
tengelytdl a szogre latszik, akkor z valds koordinatdja Re(z) = |z|cosa, képzetes koordindtdja pedig
Im(z) = |z|sina.

(4) Legyen O az origéja, és legyen Z ill. T a z-nek ill. z + w-nek megfelel6 pontok a komplex
szadmsikon. Az abszoltt értékrél ill. dsszeaddsrdl tett kordbbi megfigyeléseink alapjan |z + w| = |OT| <
|OZ| + |ZT| = |2| + |w|, az OZT haromszogre vonatkozé haromszog-egyenlétlenségbél. O

A z komplex szdmnak a fenti lemma (3) részében megadott felirdsat a z szadm trigonometrikus
alakjanak nevezziik. Jegyezziik meg, hogy mig a kanonikus alak egyértelmi, addig a trigonometrikus
nem az: egyrészt « helyett vélaszthatunk a+ 2k szoget is (tetszbleges k egész paraméterrel), ill. a z = 0
felirdsdban « tetszéleges valds lehet.

A trigonometrikus alak egyik jelent&sége, hogy segitségével a szorzasnak és az osztasnak is szemléletes
jelentést tulajdonithatd.

Lemma: Legyen a z ill. w komplex szdmok trigonometrikus alakja z = |z|(cosa + isina) ill. w =
|w|(cos B + isin B). Ekkor a szorzat ill. hdnyados trigonometrikus alakja zw = |z||w|(cos(a + 3) +

isin(a + 3)),ill. = = %(cos(a — B) +isin(a — 3)) lesz. Més szdval: szorzds esetén az abszolit értékek
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Osszeszorzodnak, a szogek Osszeadddnak, mig osztasnal az abszolit érték a két abszolut érték hanyadosa,
és a sz0g a két szog kiilonbsége lesz.

Biz.: zw = |z|(cosa + isina)|w|(cos B + isin8) = |z||w|(cos acos f — sinasin B + i(cos asin 5 +
sinacos f3)) = |Z||U)|(COS(C¥ + B) +isin(a + §)) addédik. A hényadosra azt kapjuk, hogy
z _ |z|[(cosa+isina) _ |z|(cos atisina)|w|(cos B—isinB) _  |z||w|(cos a cos B+sin asin B+i(— cos a sin B+sin a cos 3))
w — Jw[(cosB+isinB) —  Jw[(cos B+isinB)[w[(cos B—isinB) |w]?(cos? a+sin? o)
|z|(cos(a—B)+isin(a—08)) _ |z| ..
Tl 1 = m(cos(afﬁ)+zsln(a*ﬂ)) O

A komplex szamok pozitiv egész kitevés hatvanyait is értelmezhetjiik, hiszen 2™ kiszamitdasahoz z-t
n-szer kell énmagéval Osszeszorozni, de ehelyett elegendd azt az orig6tdl |z|™ tévolsdgra elhelyezkedd
pontot tekinteni, melybe mutaté vektor a valds tengely pozitiv részével na szoget zar be, ahol z szoge
o. Erdekes megfigyelni, hogy ha |z| > 1, akkor z hatvényai egy, az origé koriili, tdgulé spirdlvonalon,
mig ha |z| < 1, akkor z hatvanyai egy, az origéra sziikiil§ spirdlvonalon helyezkednek el. |z| = 1 esetén z
minden hatvanyanak abszolut értéke 1, ezért mindezen hatvanyok az origd kozepli, egységsugart koron
talalhatdak.

A fentiek szerint tetszéleges z = |z|(cosa + isin @) komplex szdmnak meg tudjuk hatdrozni az n-
dik gyokét (helyesebben: gydkeit), tetszbleges 1 < n egész esetén. Az {/z az a w komplex szdm lesz,
melyre w" = z. Ha w = |w|(cos B + isin 3), akkor w™ = |w|™(cos(nB) + isin(nB)), azaz |w| = {/|z| és
a =nf+ 2km valamely k € Z egészre. Innen 3 = %M adédik, azaz minden (0-tél kiilonb6z6) komplex
szamnak pontosan n db n-dik gyoke van.

A tovabbiakban az 1 abszolat értékii komplex szamokkal foglalkozunk. Az ¢ komplex szdmot n-dik
eqységgyoknek nevezzik, ha €™ = 1. A fentiek szerint a komplex egységgyokok abszolut értéke 1, azaz a
komplex szamsik origd koriili egységsugard korén helyezkednek el.

Megfigyelés: (1) Az € komplex szdm pontosan akkor n-dik egységgyok, ha € = cos
alakuiak, valamely k egészre. Pontosan n db n-dik egységgyok van.

(2) A komplex szamsikon az n-dik egységgyokoknek megfeleld pontok az origékézepli egységkoron
egy szabdlyos n-sz6g mentén helyezkednek el Uigy, hogy az € = 1 is egységgyok.

Biz.: (1) Az n-dik gyokvondsrdl elmondottak alapjan azonnal adédik, hisz azt |e] = 1, és a = O-ra
kell alkalmazni.

(2) Minden egységgyok az egységkoron van, egyméstol %’T szognyi ,tavolsagra”, és az 1 csakugyan
egységgyok. O

Hasznos tudnivalé az egységgytkok Osszegének és szorzatdnak ismerete.

Allitas: Ha €1, ¢e2,...ey, az n-dik egységgyokok (ahol e = cos %TW + ¢sin %Tﬂ és n > 1). Ekkor

2km

n

2km

n

+ 7 sin

n n ,
Zsk:51+82+...+an:0, tovabba Hsk:ayag-..usn:{ii }ﬁzzgzzzlan
k=1 k=1

Biz.: Legyen S = e1+¢ea+...+en. Ekkor (1—€1)S =c1+e2+...+en—ci(e1+e2+...4en) =c1+e2+...+en—e2—
€3 —...—¢en —e1 =0, tehdt (1 —€1)S = 0, ahonnan S = 0 addédik. (Felhaszndltuk, hogy &1 - €, = €41 a trigonometrikus
alakbdl adéddan.) (Itt tkp azt bizonyitottuk, hogy egy szabdlyos n-oldali sokstg kézéppontjabdl a csticspontokba mutatd
vektorok 6sszege 0. Ez trividlis, ha n paros, hisz ekkor a vektorok ellentett parokba rendezhetéek. Egyébként, ha az 6sszeg
egy v vektor, akkor a csicsokba mutaté vektorok %—T—nel valé elforgatottjait Osszeadva az Osszeg egyrészt a v vektor 277T—nel
val6 elforgatottja lesz, mésrészt pedig nem véltozik, hisz ugyanazokat a vektorokat adtuk dssze. Innen 0 < 277’ < 27 miatt
v = 0 adédik.)

Az egységgyokok szorzataval kapcsolatban vegyiik észre, hogy ha ¢ n-dik egységgyok, akkor € is az, hiszen " = ™ =
1 = 1. Az n-dik egységgyokok tehit konjugalt parokba allithatéak, kivéve a valds egységgyokoket, amelyek énmagukkal

&llnak parban. Vegyiik észre még, hogy ha |e| = 1, akkor ¢ - = 1. Ezért minden konjugélt pér szorzata 1, és az Snmagéval

parban all6 1 hozzijaruldsa is 1 a szorzathoz. Tehdt az Osszes n-dik egységgyok szorzata attdl fiigg, hogy az ¢ = —1
vajon n-dik egységgyok-e: ha igen, akkor a szorzat —1, ha nem, akkor a szorzat 1. A —1 pedig pontosan akkor lesz n-dik
egységgyok, ha (—1)™ = 1, azaz pontosan akkor, ha n paros. O

Lattuk, hogy a komplex szamok alkotta matematikai struktirdban nem igaz szamos olyan tulajdonsig, amit a va-
16s szamokon megszoktunk, pl. nem lehet ugyanolyan értelemben beszélni a szdmok ,nagysagdrdl”. Azonban nem is ez a
komplex szamkor bevezetésének igazi jelentésége, hanem sokkal inkdbb az, hogy a valdés szémokon megszokott legfonto-
sabb tulajdonsagok igazak, azaz C egy d.n. testetEI alkot, ami annyiban ,, jobb” a valds szamtestnél, hogy ebben minden
polinomnak van gyoke, més széval, hogy algebrailag zart. Errdl szl az algebra alaptétele:

Tétel: Ha p(z) egy komplex egyiitthatds, legaldbb elséfokd polinom, akkor 1étezik olyan a komplex szdm, melyre
p(x) = (z — ) - r(x) alakba irhatd, ahol r(x) egy p(x)-nél eggyel alacsonyabb fokid, komplex egyiitthatdés polinom. O

Megjegyzés: A fenti tétel kévetkezménye, hogy ha p(z) valds egyiitthatds, akkor taldlunk egy o gydkét, ami vagy
valés (és kiemelhetjiik a gytktényezdt) vagy o képzetes része nemnulla. Utébbi esetben (mint az kénnyen lathatd) @ is
gydke p(x)-nek, azaz p(z) = (v — a)(z — @)r’/(z) alakba irhaté, ahol r’(z) egy p(z)-nél kettével alacsonyabb foku, valds
egylitthatés polinom. (Utébbi abbdl adddik, hogy q(z) = (z — a)(z — @) egy valds egyiitthatés mésodfokd polinom.
(Ertelemszertien q(z) diszkrimindnsa negativ, és a masodfoki egyenlet megolddképlete éppen a-t és a-t adja.))

Az algebra alaptételének ismételt alkalmazdsabdl az adédik, hogy minden valds egyiitthatés polinom felirhaté legfeljebb
masodfoki valés egyiitthatds polinomok szorzataként, és ez a tétel bar a valds szamkorre vonatkozik, nehezen bizonyithatd
a komplex szamkor megkeriilésével.

2Ennek pontos jelentésérdl a masodik félévben lesz sz6; bar a most koévetkezd linedris algebra szakaszokban feltételezziik,
hogy a skalar valdés szamot jelent, az ott elmondottak pl komplex skaldrokkal is miik6dnek.



2. fejezet

Linearis algebra

2.1 Koordinatageometria

Tudjuk, hogy a haromdimenzids tér pontjai egyértelmiien jellemezhetdek egy valds szamharmassal, mar
persze, amennyiben el6zetesen rogzitettiink egy derékszogii koordinatarendszert. Természetes kérdés,
hogy hogyan jellemezhetbek kiilonféle térbeli alakzatok, illetve azok metszetei. Térbeli alakzatokon most
a pontot, az egyenest és a sikot értjiik.

Lemma: Ha a P pont koordindtai (zo, o, 20), és O az origd, akkor
|OP?* = 2 + y¢ + 22.

Biz.: Legyen P (x0,yo,0) a P vetiilete az xy sikra, és legyen P (xg,0,0)
a Py vetiilete az x tengelyre! Vilagos, hogy OP, P, és OP; P derékszogl
héromszi’)gek ezért Pitagorasz tétele szerint |OP;|? = |OP2|2 |P2P1|2
ag +y5, ill. |OP|> = [OP1]* +|PL P> = o +y§ + |1 P|* = 2§ +yg + 25 .0

o P(z0, Y0, 20)

4 Pi(z0,90,0)
xX

‘ Py(z0,0,0)

A lemma segitségével jellemezhetjiik két vektor merdlegességét.

Tétel: Legyenek P(xg,y0,20) és Q(z1,y1,21) a koordindtarendszer tetszbleges pontjai, O pedig le-
gyen az origd. Ekkor OP L OQ <= (zox1 + yoy1 + 2071 =0) .

Biz.: OP és OQ pontosan akkor mer6legesek, ha az OPQ/A O-nal
levd szdge 5, ami Pitagorasz tétele szerint pontosan akkor teljesiil, ha
|OP|> +]0Q|? = |PQ|?. Befrva a megfelels koordinatéakat, az el6z6 lemma
alapjan ez pontosan azt jelenti, hogy #3+y3+22+a3+y2+27 = (vo—r1)%+
(yo —y1)* + (20 — 21)* = xf + 27 — 2w01 + Y5 + ¥7 — 2yoy1 + 25 + 27 — 22021 ‘
teljesiil. Ez utébbi pedig azzal ekvivalens, hogy xox1 + yoy1 + 2021 = 0. Mi
pedig éppen ezt akartuk bizonyitani. O

P P($0, Yo, ZO)

xT

T Q(z1, 1, 21)

Def.: Ha S a haromdimenzids tér egy sikja, akkor az n vektort az S normdlvektordnak nevezziik, ha
n # 0 és n merdleges minden S-beli vektorra. (A 0 jelolés a 0 hosszisdgi nullvektort jelenti.)

Tétel: Legyen S a koordindtarendszer sikja, legyen P(xo, yo, 20) az S stk
egy pontja, n = (a,b,c) pedig S egy normdlvektora. Ekkor egy Q(z,v, 2)
pont pontosan akkor van az S sikban, ha ax + by + cz = axg + byg + czg
teljesiil.

Biz: Q€S < nl PQ = (z— 120,y — Yo,z —2) < 0=
alx —x0) + by —yo) + ¢(z — 20) < ax+by+ cz =axg+byo +cz . O

n = (a,b, c)
P(x07y0720

A fenti tétel mutatja az aldbbi definicié érvényességét.

Def.: Az n = (a, b, ¢) normélvektori P(zq, yo, 20) ponton dtmend sik egyenlete ax + by + cz = konst,
ahol konst = axg + byg + czo .
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Def.: Ha e egy egyenes, akkor a v vektor az e irdnyvektora, ha v # 0
ésv | e
TetszoOleges e egyenest egyértelmiien meghataroz, ha megadjuk egy pont-
jat és e egy iranyvektorat.
Megfigyelés: Legyen P(xg, Yo, 20) a v = (v1,va, v3) irdnyvektori e egye- /
nes egy pontja. Ekkor Q € e < IAER: 0Q = OP+\v < (x,y,2) =
(xo,yo,ZO) —|—)\(’U1,’U2,’U3) <~ ‘

v = (v1,v2,v3)

P(z0,y0, 20)

T = x9+ \vp
Yo + A\vg (21)
z = zo+ Mg .

Def.: A (2.1) megfogalmazist az e egyenes paraméteres egyenletrendszerének nevezziik.
Vizsgaljuk meg a (2.1)) egyenletrendszert. Ha az iranyvektor egyik koordinédtasikkal sem parhuzamos,
azaz v1vevz 7 0, akkor az alabbi ekvivalens formét kapjuk:

Aix—xoiy—yoiz—zo
U1 V2 U3

Ha v-nek pontosan egy koordindtdja 0 (mondjuk vs), akkor az egyenletrendszer a

T—Zo _Y—Yo
U1 V2

A=

:ZO

alakot olti. Végiil ha az irdnyvektor valamelyik (mondjuk az z) koordindtatengellyel parhuzamos (azaz
vy = v3 = 0), akkor a
Tr — X

A= Y="Yo,z = %20

U1

alakot kapjuk. Vegyiik észre, hogy a fenti harom eset mindegyikére igaz, hogy az egyenest két sik
egyenletének egyiittes teljesiilése irja le, a A paraméterrel nem foglalkozunk.

2.2 Vektorterek

Def.: A V halmazt R feletti vektortérnek mondjukﬂ ha
(1) (V,+) kommutativ csoport, azaz az dsszeaddsra az alabbi azonossdgok igazak
Yu,v,w € V esetén 61) u+ (v+w) = (u+v) +w, (62) u+v=v+u,
(63) létezik 0 € V: u+ 0 = u Yu € U-ra, (64) Vu € U-ra létezik egy —u € V, amire u + (—u) =0 .
(2) A skaldrral vald szorzésra a szorzdsaxiémak teljesiilését kivanjuk meg: VA, k € R, (A, x € R) Vu,v € V
(sz21) A+ R)u=Au+ ku,  (s22) Mu+v) = u+ v, (s23) (Ak)u = A(ku), (sz4) lu=u
Megjegyzés: Az (64) feltételben szerepld —u vektort az u vektor ellentettjiének hivjuk.
Példa: (1) R (és minden test) vektortér onmaga felett.
(2) A sikbeli (térbeli) helyvektorok vektorteret alkotnak R felett a szokdsos ,vektordsszeaddsra” és ska-
larral valé szorzasra.
(3) A valds szamokbdl alkotott n hosszi sorozatok is vektorteret alkotnak R felett, ahol (z1,x2,...,Tn)+
(Y1,92, -, Yn) = (T1 + Y1, 2 + Yo, .. ., Tn + Yn), illetve A(x1,x2, ..., 2,) = (Az1, Az2,. .., Azy). A null-
vektor az csupa-0 sorozat, az ellentett a (—1)-szeresek sorozata.
(Vildgos, hogy az (1) ill. (2) példék a (3) specidlis esetei n = 1 ill. n = 2, 3 esetén.)
(4) Az n x k méretil (valés) métrixok is vektorteret alkotnak R felett, ha az dsszeaddst elemenként, a
skalarral valé szorzast pedig az Gsszes matrixelem végigszorzdsaként értelmezziik. A nullvektor az azo-
nosan 0 matrix, az ellentett az elemenként (—1)-gyel végigszorzott méatrix.
Az n =1 eset épp az el6z6 példat adja.
(5) A valds polinomok is vektorteret alkotnak R felett, a legfeljebb n-edfokd polinomok szintén. Null-
vektor az azonosan 0 polinom, ellentett a (—1)-szeres.
(6) A valés szdmok mindegyikéhez egy valds szémot rendelé (f : R — R tipusi) fiiggvények R fe-
lett vektorteret alkotnak, ahol az 6sszeadas az (f + g)(z) := f(x) + g(z), a skaldrral szorzds pedig a
(M- f)(x) := X f(z) azonossiggal értelmezhets. Nullvektor az azonosan 0 leképezés, ellentett pedig a
fiiggvény (—1)-szerese.

IR elemeit skaldroknak nevezziik
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Tétel: Ha V egy valds vektortér, akkor teljesiilnek az (1) A0=0 VAeR, (2)0v=0 WYweV,
B)(-Hv=—-v YveV, (4) Aov=0= (A=0vagy v=0) azonossagok.

Biz.: (1): Vildgos, hogy 0 = 0+0. Mindkét oldalt A\-val megszorozva azt kapjuk, hogy A0 = A(0+0) =
A0 4+ 0. Mindkét oldalhoz a AO vektor —(A0) ellentettjét hozzdadva adédik, hogy 0 = —(A0) + A0 =
—(A0) + (A0 + X0) = (—(A0) + A0) + A0 = 0 + A0 = A0, és éppen ezt kellett igazolnunk.
(2): Hasonldéan jarunk el, csak a vektor és skaldr szerepet cserél. Mivel 0 = 0 + 0, ezért v-t megszorozva
ezzel az egyenldség fennmarad: Ov = (0 + 0)v = Ov + Ov. Most mindkét oldalhoz hozzdadhatjuk a Qv
vektor —(0v) ellentettjét, azaz 0 = —(0v) + 0v = —(0v) + (0v + 0v) = (—0v 4+ 0v) + Ov = 0 + Ov = Ov,
gy6ztiink.
(3): Az el6zéek szerint 0 = 0v = (1 — 1)v = lv + (—1)v = v + (—1)v, igy mindkét oldalhoz —v-t adva

—v=—-v4+0=—v+(v+(-1)v) = (—v+v)+ (—-1)v = 0+ (—1)v = (—1)v adédik, és nekiink ezt kellett
igazolnunk.

(4): Lattuk, hogy A = 0 ill. v = 0 esetén \v = 0. Tegyiik fel most, hogy Av = 0, és X\ # 0. Azt kell
igazolnunk, hogy v = 0. Tessék: 0 = 10 = +(\v) = (s A)v = lv = vE| O

Def.: A W C V részhalmaz a V valds vektortér altere, ha W is valés vektortér a V vektortér
miiveleteire. Jelolése: W < V . Trividlis altér alatt magat a V vektorteret, ill. az egyediil a 0-bdl allé
alteret értjiik.

Példa: (1) A sikbeli helyvektorok alkotta vektortérnek alterei a trividlis altereken kiviil igy kap-
hatéak, hogy tekintiink egy origdn atmené e egyenest, és pontosan azon vektorok lesznek az altérben,
melyek e-re illeszkednek.

(2) A 2 x 3-as métrixok kozott alteret alkotnak azok a métrixok, amelyek els6 sordban &llé elemek
Osszege 0.

(3) A legfeljebb 10-edfoki valds polinomok vektorterének alterét alkotjik azok a polinomok, amelyekben
csak olyan tagok szerepelnek, amiknek a kitev&je primhatvény (és persze legfeljebb 10-edfokiak). Ebbol
az altérbdl egy polinom pl a p(z) = 242? — 23 + 427.

Tétel: Ha V vektortér, akkor # ## W C V pontosan akkor altere V-nek, ha zart a vektordsszeaddsra
és a skaldrral val6 szorzasra.

Biz.: Vilagos, hogy ha W altér, akkor sem a vektortsszeadds, sem a skalarral valé szorzds nem
vezethet ki W-bOl. Az elégségességhez figyeljiik meg, hogy a miiveletek zartsagabdl azonnal adédnak
az (61,62), ill. az (szl, sz2, sz3, sz4) axiémdk, {gy csupdn (63,64)-t kell ellen6rizni. Mivel § # W,
ezért 1étezik egy w € W, ahonnan —w = (—1)w € W a skaldrral szorzds zartsdga miatt. Innen pedig
0=w+ (—w) € W, tehdt (63,64) is teljesiil. O

Allitas: Ha U, W <V alterek, akkor U NW < V| azaz alterek metszete altér. Ez végtelen sok altérre is igaz, azaz ha
Un <V minden « € I esetén (ahol I akér végtelen halmaz is lehet, akkor mae[ Uq <V szintén altér.

Biz.: A miiveletzartsigot kell ellendrizni. Ha u,v € UN W, akkor u,v € U, ezért u+v € U ésu,v € Vigyu+v €V,
azaz u+v € UNW. Ha pedig A € R, akkor u € U miatt A\u € U és u € V miatt A\u € W, ezért Au e UNW.

A végtelen valtozathoz u,v € nael Uq) esetén u,v € Uy miatt u + v € Uy, teljesiil minden a € I-re, ezért u 4+ v €
mael Uq. TetszOleges A € R esetén pedig u € Uy miatt Au € U, teljesiil minen a € I-re, ezért \u € mae] U, addédik ha
u € Naer Va- a

Def.: Legyen V valés vektortér. A vy, vs, ... v, vektorok linedris kombindcidja a E?:l v = A\vg +
Aovg + ... + A\, vektordsszeg, ahol \; € R. A Z?:l A\;v; lin. komb. trividlis, ha VA; = 0.

Def.: Azt mondjuk, hogy a v € V vektort generdlja a V vektortér U részhalmaza, ha v el6all U
néhany (véges sok) vektordnak linedris kombindcidjaként. (Azaz, ha létezik egy n € N szdm, és léteznek
Uy, U, - - -, Uy € U vektorok dgy, hogy v = 2?21 Aqu; teljesiil alkalmas \;-ket vdlasztva.) Az U részhal-
maz generélta vektorok halmazét (U) jeloli. Egy g1, g2, - . . gn véges vektorrendszer altal generalt vektorok
halmazat (g1, 92, - . gn)-vel jeloljiik. Az U C V halmaz generdlja a W <V alteret, ha minden vektordt
generdlja, azaz, ha W C (U). Ha ezen til még U C W is teljesiil, akkor U-t a W generdtorrendszerének
mondjuk.

A linedris kombinacié valéjdban annak a ténynek pontos leirdsa, hogy vektorok egy adott U halma-
zabol a vektortér miiveleteinek segitségével hogyan lehet elééllitani egy tjabb v vektort. Ilyenforman
(U) nem més, mint mindazon v vektorok halmaza, amiket megkaphatunk az U elemeibdl a vektortér
miiveleteinek alkalmazédsdval. Ezen szemlélet szerint (U) bizonyosan zért a miiveletekre, igy kordbbi tétel
szerint altér. Ezt be is bizonyitjuk az alabbiakban.

Tétel: TetszOleges vektorrendszer altal generdlt vektorok alteret alkotnak, azaz (U) < V barmely
U CV esetén.

2(3) és (4) bizonyitdsdhoz sziikség volt az (sz4) axiéméra is. Ha ennek az axiéménak nem kellenne teljesiilni, akkor
médosithatnédnk egy tetszdleges vektortéren a skaldrral valé szorzast igy, hogy Av := 0 teljesiiljon minden A € R és minden
v € V esetén. Az igy kapott nem tul izgalmas struktira az (sz4) kivételével minden vektortéraxiémat teljesit.
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Biz.: A miiveletekre valé zartsagot kell ellendrizniink, azaz, hogy U néhédny elemének egy line-
aris kombindciéjat a A skaldrral megszorozva linearis kombinaciét kapunk, illetve, hogy két linea-
ris kombindcié oOsszege is linedris kombindcié. Az elsd esetben legyen v := Z?Zl Aiug, ekkor \v =
AArur + Aoz + . Apun) = A Ajug + A dgug + .o+ A Ay, = Yo A\u;, ami valéban lined-
ris kombindci6. Az Osszeg esetén legyen v = Y 1 \u; az egyik, ill. w = > ku; a masik linedris
kombinéacié, ahol a generalé u; vektorok koziil néhdnyat esetleg a v és a w eldallitdsahoz is felhasz-
néltunk, néhinyat pedig esetleg csak az egyikhez. Az adott el6allitdshoz fel nem haszndlt u;-k egyiitt-
hatéjat 0-nak valasztva felteheto, hogy az elééllitasaink v = Z:L N il w = 27;1 Kkiu; alakuak.
Ekkor a linedris kombindcidk dtrendezésével (az (61, 62) illetve az (szl) axiémék felhasznalasaval) a
vt w =Y N+ Doy Kiug = o (A + Ki)u; alak addédik, ami szintén egy linedris kombindcid, és
ilyenformén v + w € (U) . O

Def.: A vy, v9,...,v, vektorrendszer (linedrisan) figgetlen, ha csak a triviélis linedris kombinaciéjuk
allitja el6 a 0-t, azaz, ha Y . | \;jv; = 0 = VA; = 0. A fenti rendszer (linedrisan) dsszefiiggd, ha nem lin.
ftn., azaz, ha a 0 el6all nemtriv. lin. komb.-ként is: D" ;| A\;u; = 0, és \; # 0 valamely i-reﬂ

Megjegyzés: (1) Nem gy6zziik elégszer hangsiilyozni, hogy a linedris fiiggetlenség nem egy vektor
tulajdonsaga, hanem vektorok egy halmazardl lehet eldonteni, hogy fiiggetlen-e vagy sem (Eppenséggel
egyelemii halmazokrdl is beszélhetiink, és ebben a tekintetben mondhatjuk, hogy a {v} halmaz pontosan
akkor linedrisan fiiggetlen, ha v # 0.)

(2) Igaz viszont az az &llitds, hogy ha vektorok egy rendszere linedrisan fiiggetlen, akkor ennek a
rendszernek barmely részhalmaza szintén linedrisan fliggetlen rendszert alkot.

Allftas: A v1, V2, . .., U, vektorrendszer pontosan akkor fiiggetlen, ha egyik vy sem all el6 a maradék
v; vektorok linedris kombindcidjaként.

Biz.: Vilagos, hogy ha v, = Z#k Aiv;, akkor a 0 = E#k Aiv; + (—1) - vg egy nemtrividlis linedris
kombinéacio, hiszen vy egyiitthatéja —1. Ha tehdt vy el6all linearis kombinacioként, akkor a rendszer
Osszefiiggs. Mdsfelél, ha {vi,ve,...,v,} Osszefiiggd, azaz nem lin. ftn., akkor a 0 eldll nemtrividlis
linearis kombinacidéként, pl. 0 = Z?:l A;v; alakban, ahol (mondjuk) Ay # 0. Ekkor dtrendezéssel Ayvy =
Z#k —\;v;, ahonnan vy = le Z#k —\v; = Z#k —i—)’ivi adddik, ami épp v, eléallitdsa a maradék
vektorok linedris kombindciéjaként. U

Def.: A {by,bs,...,b,} vektorrendszer a V vektortér bdzisa, ha lin. ftn. és egytittal V' generdtor-
rendszere.

Tétel: A {by,bs,...,b,} pontosan akkor bdzisa V-nek, ha Vv € V egyértelmiien 4ll el a b;-k lin.
komb.jaként.

Biz.: Tegyiik fel, hogy {b1,b2,...,b,} bézis. Ekkor V minden vektora el6all linedris kombind-
cioként, hiszen a bézis generatorrendszer. Azt kell latnunk, hogy a linearis kombindcidként torté-
nd felirds egyértelmii. Tegyiik fel, hogy v = >0 | A\ib; = Y i K;b; két felirds. Ekkor dtrendezéssel
0=>" b — Y i kibi = > (A — K;)b;, ahonnan a b; fliggetlensége miatt \; — k; = 0 kovetkezik
minden i-re. Eszerint Ay = K1, Ao = Ka, ..., Ay = Kkn, tehat a felirds csakugyan egyértelmi.

Most tegyiik fel, hogy a V barmely eleme egyértelmtien allithat6 elé a by, bs, . .., b, vektorok lined-
ris kombindcidjaként. E vektorok tehat generatorrendszert alkotnak, csak a linearis fiiggetlenséget kell
ellendrizni. Ha linedrisan Osszefiiggdek lennének, akkor valamelyikiik (mondjuk bg) elédllna maradék
vektorok linearis kombinacidjaként, de ez ellentmondds, ugyanis by nem &allna el6 egyértelmiien, hisz
b = 1- by egy, az emlitettdl kiilonbozo eldallitas lenne. O

Def.: Az u € V vektor B = {by,ba,...,b,} bdzis szerinti koordindtdi oi,qs,...,a,, ha u =

o

Soi asbi. Az u B szerinti koordindtavektora az [u|p := ( : ) oszlopvektor.

Megfigyelés: Erdemes utdnagondolni, hogy ha B a V vektortér bazisa, u,v € V és A € R, akkor
[’U,—FU}B = [U]B + [’U]B ill. [)\U}B =\ [U]B

Def.: A V vektortér dimenzidja a V egy tetszéleges B bazisanak elemszdma.

Kicserélési tétel: Ha F' = {f1, fo,..., fn} CV ftn és G = {g1,92,...,9x} C V generdlja V-t, akkor
tetszleges fi-hez (i =1,2,...,n) létezik g; (j =1,2,...,k) gy, hogy F'\ {f;} U{g;} fuggetlen.

Biz.: Indirekt bizonyitunk, azaz feltessziik, hogy valamelyik f;-hez nem létezik g;. Rogzitsiik ezt az
fi-t, és vizsgaljuk meg, mit jelent az, hogy F'\{ f;}U{g;} nem linedrisan fiiggetlen. Mivel F'\{f;} linearisan

3Teljesen hasonléan definidlhaté egy U C V részhalmaz linedris fiiggetlensége is, de mi megelégsziink a fentivel annak
okén, hogy csak olyan vektorterekkel fogunk részletesebben foglalkozni, amikben minden linedrisan fiiggetlen halmaz véges.
(Més széval: a szdmunkra érdekes vektorterek barmely végtelen halmaza linedrisan 6sszefiiggé.)

4 A gyors vizsgazas egy lehetséges médja a kivetkezé kijelentés: ,Ha az u linedrisan fiiggetlen vektor és a v is linedrisan
fiiggetlen, akkor az u és v vektorok linedrisan fiiggetlenek.”
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fiiggetlen, ezért ha F'\ {f;} U {g;} egy nemtrivialis linedris kombindciéja 0-t ad, akkor g, egyiitthatéja
nemnulla, azaz g; eléallithaté az F'\ { f; }-beli vektorok linedris kombinaciéjaként. Ez minden g; vektorra
igaz, tehdt g1,92,...9x € (F'\ {f:}). Ekkor azonban a g;-k &ltal generdlt vektorokat is generaljék az
F\ {f;}-beli vektorok (hiszen a generdlt altér zért a miiveletekre, {gy a linedris kombindcidra is), tehdt
fi € (91,92, .--9k) C (F\{fi}), ahol az els6 relaci6 a g;-k generdtortulajdonsidgabdl adédik. Azt kaptuk,
hogy f;-t generaljak a maradék F-beli vektorok, ami ellentmond F fiiggetlenségének. O

Ko6v.: Ha f1, fa,... f, linedrisan fliggetlenek és a g1, go, . . . g vektorok generaljak V-t, akkor n < k.

Biz.: A kicserélési tétel dltal biztositott mdédon (tehdt a fiiggetlenség megtartdsival) cseréljiik ki
sorban az f1, fa,..., fn vektorokat egy-egy g;-re. Az f, cseréje utan egy olyan n vektorbdl allo, linedrisan
fiiggetlen rendszert kapunk, amiben minden f; helyett egy-egy g; all. Ha két kiilonbozé f; helyére
is ugyanaz a g; keriil, akkor a kapott rendszer nem lesz fiiggetlen: az egyik g;-nek 1, a mésiknak —1
egyiitthat6t adva (a tobbit pedig 0-nak vélasztva) egy 0-t adé nemtriviélis, linedris kombindciét kapnank.
Tehat a becserélt g;-k mindegyike kiilonbo6z6, igy a g;-k szama legaldbb akkora, mint az f;-ké. O

Ko6v.: Vektortér barmely két bazisa azonos elemszami. A dimenzié fogalma joldefinialt.

Biz.: Legyenek B; és By a V tér bazisai. Mivel By ftn, és By generatorrendszer, ezért az el6zd
kovetkezmény miatt |By| < |Bz|. Bs fliggetlenségébél és By generatortulajdonsdgabdl pedig |Bs| < |Bi|
adédik, ahonnan az allitas rogton kovetkezik. O

Megjegyzés: Jegyezziik meg, hogy a fent kimondott 4llitdsok olyan vektorterekre vonatkoznak, amik végesen gene-
rdltak, azaz létezik véges generatorrendszeriitk. Nem minden vektortér ilyen: nem végesen generalt pl a valds polinomok
vektortere, vagy az azt altérként tartalmazd valds fiiggvények vektortere sem. Bar a nem végesen generdlt vektorterek

matematikdja legaldbb olyan érdekes, mint a végesen generdltaké, mi megelégsziink azzal, hogy a tovdbbiakban csak az
utébbi tipusiakkal foglalkozunk. (Igy pl. a bézis mindig egy véges halmazt fog jelenteni.)

Tétel: Ha F' C V ftn és a G C V halmaz generalja a V (végesen generélt) vektorteret, akkor 1éteznek
F C By ill. By C G bazisok. Mas szdval: ha a V' vektortér végesen generdlt, akkor tetszoleges linedrisan
fliggetlen részhalmaz kiterjeszthet6 a teljes tér egy bazisava, ill. tetszoleges generatorrendszer tartalmaz
egy bazist.

Biz.: Legyen G’ = {g1,92,...,9r} a V vektortér egy véges generdtorrendszere! Hizlaljuk fel” az F
halmazt gy, hogy egyesével megprobaljuk G’ soron kovetkezd elemét hozzdvenni a mér eddig felhizlalt
halmazhoz, arra tigyelve, hogy csak akkor vessziik be az aktudlis g;-t, ha a keletkez6 halmaz ezaltal line-
arisan fiiggetlen marad. Legyen By az 0sszes G'-beli ellen6rzése utéan kapott felhizlalt halmaz. Vilagos,
hogy F' C By, tovabbd, hogy B fiiggetlen. Azt kell csupan igazolni, hogy By generédlja V-t. Ez abbdl ko-
vetkezik, hogy B; generalja a G’ generatorrendszer minden elemét. Ha ugyanis g; € By, akkor ez vildgos,
kiilénben pedig g; ellendrzésekor egy ftn rendszerbdl linedrisan 6sszefiiggét kaptunk g; hozzavételével,
tehdt g; mar el6allt egyszer az aktudlis fiiggetlen halmaz elemeinek linedris kombindciéjaként. fgy eloall
a kibdvitett B; halmaz elemeinek linedris kombindcidjaként is. Mérpedig, ha By a G’ minden elemét
generdlja, akkor minden G’ altal generalt vektort is general, azaz a teljes vektortér generdtorrendszerét
kaptuk.

A Bj bézis eldéllitdsdhoz vélasszuk ki G egy tetszéleges nemnulla elemét, mondjuk b1-t. Ha (by) =V,
akkor kész vagyunk, hisz maris taldltunk egy béazist. Tegyiik fel, hogy G-b6l mar korabban kivalasztot-
tuk a by, ba,...,b; linedrisan fiiggetlen elemeket. Ha (by,bs,...,b;) = V, akkor kész vagyunk, hisz egy
linedrisan fiiggetlen generdtorrendszert taldltunk. Egyébként (b1,bo,...,b;) # V = (G), tehdt 1étezik
G-nek olyan eleme (mondjuk b;41), ami nem all el§ a by, by, ...b; elemek linedris kombindcidjaként.
A linedris fiiggetlenségre kordbban bizonyitott Osszefliggés alapjan ekkor by, bo, ..., by, b4 is linedrisan
fiiggetlen lesz. Mivel G' a V' tér egy k-elemii generatorrendszere, minden linedrisan fiiggetlen rendszer
legfeljebb k-elemii lehet, tehat a fenti b&vitést legfeljebb k-szor tudjuk megtenni. Eszerint legkésébb a

k-dik 1épésben a b; vektorok generdljak a teljes V' teret, azaz megkaptunk egy By C G bézist. O

Allitas: (1) U <V = dimU < dim V. (2) Az alébbi 5 4llités ekvivalens.

(a) dimV =n <= (b) In-elemii ftn, és minden n-elemi ftn bizis <= (c) In-elemii generdtorrsz., és minden n-elemi
gen.rsz. bazis <= (d) In-elemii ftn, és barmely (n+ 1) vektor 6f <= (e) In-elemi gen.rsz., és A(n — 1) elemii gen.rsz.

Biz.: (1): Legyen B az U altér egy bézisa. Mivel B fiiggetlen V-ben, ezért B kiegészithetd V bdzisavd, tehdt V/
bazisanak legaldbb annyi eleme van, mint U-énak.

(2): (a) = (b): Ha dim V' = n, akkor létezik n-elemi bézis, ami egy n-elemii linedrisan ftn generdtorrendszer. Létezik
tehat n-elemi ftn. Ha F' egy n-elemii fiiggetlen, akkor 1étezik F-t tartalmazé bazis, de a bazisok elemszamanak egyenldsége
miatt ez csak F' lehet.

(b) = (c): Létezik n-elemi fiiggetlen, {gy minden generdtorrendszer legaldbb n-elemii. Mivel 1étezik n-elemii bazis,
ezért ha G egy n-elemii generdtorrendszer, akkor barmely G &ltal tartalmazott bazis is n-elemii, tehat az csakis G lehet.

(¢) = (d): Létezik n-elemii generdtorrendszer, ezért nem létezhet legaldbb (n+ 1)-elemi fiiggetlen. Azt is tudjuk, hogy
létezik n-elemii bézis, ami egyittal egy n-elemii ftn.

(d) = (e): Mivel van n-elemfi fiiggetlen, minden generdtorrendszer is legaldbb n-elemii. Ha pedig G egy generdtor-
rendszer, akkor az 4ltala tartalmazott bézis nem lehet legaldbb (n + 1)-elem, hisz bdrmely n + 1 elem 6f.

(e) = (a): A vektortér dimenzidja nem mds, mint egy olyan generdtorrendszerének elemszdma, amely generdtorrendszer
nem tartalmaz valédi részhalmazként generdtorrendszert. Az (e) feltétel szerint ez csakis n lehet. O
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2.3 Linearis egyenletrendszerek

Egy k egyenletbdl dllo, n-ismeretlenes linedris egyenletrendszer alatt k olyan egyenletet értiink,
melyek mindegyike n régzitett ismeretlen konstansszorosait, konstansokat és ezek osszegét (ill. kiilonb-
ségét) tartalmazza. Megtehetjiik, hogy minden egyes egyenletet rendeziink, azaz baloldalra gytjtjiik az
ismeretlent tartalmazé tagokat, ezeket a benniik szerepld ismeretlenek egy rogzitett sorrendjében irjuk
fel, és jobbra rendezziik a konstansokat. Ezaltal a linedris egyenletrendszer egy rendezett alakjat kapjuk.
Ebben az alakban szereplo egyiitthatok és konstansok egy tablazatba rendezhetéek. Fzek alkotjak az
abran is jelzett kibdvitett egyiitthatomdtrizot.

Def.: A kibdvitett egyiitthatomatrixot lépcsds alakinak nevezziik, ha
(1) minden sordban az elsé nemnulla elem 1 (a lépcsés alakban ezeket a matrixelemeket nevezziik
vezéregyeseknek), ill.

(2) barmely vezéregyesre igaz, hogy tetszbleges felette allé sorban van a vizsgdlt vezéregyestdl balra
vezéregyes.

Ugy is definidlhatéak a lépcsés alakd métrixok, mint mindazon matrixok, amik megkaphatéak valamely k € N esetén
egy elfajuld k x 0 méretii métrixbdl kiindulva az aldbbi két 1épés tetszOleges sorrendben torténd, tetszdlegesen sokszori
ismételt alkalmazdsdval. (1): egy M maétrixhoz baloldalt hozzdvesziink egy csupa0 oszlopot, ill. (2): egy M métrixhoz
balrél hozzavesziink egy csupa0 oszlopot, majd a kib&vitett métrix tetejére egy 1-gyel kezd8d6 (egyébként tetszbleges) sort
biggyesztiink.

Az alabbi dbra szemlélteti a fenti definicidkat.

Linedris egyenletrendszer (kib&vitett) egyiitthatématrix| 1lépesds alak
1...
1121 + Qa1 2T2 +...+ a1 nTp = bl Q11 12 ... 1 p b1
Q2 1%1 + Q22%2 + ... + Q2 Ty = by Q21 Qa2 ... Qop b
0
: 0
1T+ ap 2o + .+ Ty = by Q1 Qg2 .. Qo |bk

Def.: A redukdlt lépcsds alak (RLA) olyan 1épcsés alak, aminek minden vezéregyesére igaz, hogy az
adott vezéregyes az egyediili nemnulla elem a sajat oszlopaban, mas szoval a vezéregyesek felett is csak
0-k allhatnak.

Def.: Azt mondjuk, hogy (s1, sa, ..., s,) megolddsa a fenti linedris egyenletrendszernek, ha az x; =
$1,T2 = S2,...,%y = S, helyettesités az egyenletrendszerben szerepld Gsszes egyenlOséget igazza teszi.
A lineéaris egyenletrendszer egyértelmiien megoldhatd, ha pontosan egy megolddsa van.

Célunk egy olyan moédszer keresése, aminek segitségével egy linedris egyenletrendszerrol eldonthetd,
hogy 1étezik-e megoldésa, ha létezik, akkor pedig a megoldds(ok) konnyen megtaldlhaté(ak). Elsé meg-
figyelésiink, hogy ha egy linedris egyenletrendszer kibévitett egyiitthatémétrixa RLA, akkor a megoldés
pofonegyszeri. Nem art azért egy definicio.

Def.: Ha a kibdvitett egyiitthatématrix RLA akkor a linedris egyenletrendszer azon ismeretlenjeit,
amelyekhez tartozé oszlopban nincs vezéregyes, szabad paramétereknek hivjuk. Ha egy lépcsGs alaku
kib8vitett egyiitthatématrixnak az utolsé (,kib6vitd”) oszlopdban van vezéregyes, akkor azt a sort tilos
sornak nevezzitk. Ha a kibdvitett egyiitthatomatrix nem feltétleniil 1épcsés alaki, akkor tilos sor alatt
olyan sort értiink, amiben az utols6 nemnulla elem kivételével csupa 0 all.

Megfigyelés: (1) A tilos sor egy olyan egyenletnek felel meg, ami az ismeretlenek 0-szorosainak

Osszegét egy nemnulla szdémmal teszi egyenl6vé. Vilagos, hogy ha a kib&vitett egylitthatématrixnak van
tilos sora, akkor az adott linedris egyenletrendszernek nem lehet megoldasa.
(2) Ha a RLA-nak nincs tilos sora, akkor a matrix altal reprezentdlt egyenletek mindegyike vagy a 0 =0
egyenlet, vagy pedig olyan egyenlet, ami egy vezéregyesnek megfelel6 ismeretlen és szabad paraméterek
vmilyen egyiitthatds osszegét egy konstanssal teszi egyenlové. Ez az egyenlet a vezéregyesnek megfeleld
ismeretlen egy értékadasanak is tekinthetd.

Példa: Tegyiik fel, hogy a kib&vitett egyiitthatématrix a redukalt 1épcsds Ty s ols
alakja a jobboldali dbran lathaté. Ekkor z és uw a szabad paraméterek, a 01 0 4 02
megoldas pedig z,u € R tetszbleges, t =6+ 32 —2u, y =2 —4duésv ="T. g 8 8 8 (1J g

Ko6v.: Ha a kibovitett egyiitthatématrix RLA, akkor pontosan akkor van megolddsa az egyenlet-
rendszernek, ha nincs tilos sor, azaz nem szerepel vezéregyes az utolsé oszlopban. Ebben az esetben a
szabad paraméterek tetszéleges valasztasahoz egyértelmiien létezik az egyenletrendszernek megoldasa.[]



2.3. LINEARIS EGYENLETRENDSZEREK 15

A tovabbiakban tehat az a célunk, hogy a kib&vitett egyiitthatématrixot redukalt 1épcsés alakra
hozzuk, mégpedig olyan operacidk segitségével, amik a megolddsok halmazat nem valtoztatjak meg.
Miel6tt azonban megadnéank a széban forgd atalakitasokat, sajat haszndlatra rogzitiink néhdny métri-
xokkal kapcsolatos praktikus jelolést. Ha egy M matrixnak k sora és n oszlopa van, akkor azt mondjuk,
hogy M egy k x n méretii méatrix. RFX" a valés, k x n-es matrixok halmazat jeloli. (Ha R helyett C-t
irunk, akkor komplex matrixokrdl beszéliink. Minden, amit ebben a szakaszban elmondunk, komplex
matrixokra ill. komplex egyiitthatés linearis egyenletrendszerekre is igaz. S6t: racionalisakra is.) Ha M
egy matrix, akkor M; jeloli az M matrix i-dik sordt, M7 a j-dik oszlopat, M; pedig az (i, j) poziciéban
allo elemét.

Def.: A kibévitett egyiitthatomatrix elemi sorekvivalens dtalakitdsai az alabbiak:

1) két sor felcserélése,

2) valamely sor elemeinek egy A # 0 szammal torténd végigszorzasa, ill.
3) valamely sornak egy mdsik sorhoz val6 (elemenkénti) hozzdaddsa.

4) (valamely sor konstansszorosédnak hozzdaddsa egy mdsik sorhoz)

(5) (csupa 0-sor elhagyésa)

A (4) és (5) 4talakitdsok azért szerepelnek zardjelben, mert a hagyoményos felépitésben azokat is
elemi sorekvivalens dtalakitdsnak tekintjiik. Nekiink a tovdbbiakban azonban elegendé az (1-3) atalaki-
tasokra szoritkozni. Figyeljitk meg ugyanis, hogy a (4) dtalakitds megkaphaté egy (2) egy (3) és egy (2)
atalakitds egymésutdnjaként. Az (5) 4talakitds elhagydsa pedig csak a 0-sorok cipelését eredményezi,
komoly kart nem okoz.

A~~~
NSNS NN

Megfigyelés: Ha A’ az A méatrixbdl az (1-4) elemi sorekvivalens dtalakitdsok egymdsutdnjdval kap-
hatd, akkor A is megkaphaté A’-b6l az (1-4) dtalakitdsok segitségével.

Biz.: Lattuk, hogy (4) megkaphaté (2) és (3) segitségével, ezért elegendd az (1-3) dtalakitdsokra
bizonyitani. S&t, elegendd csak azt igazolni, hogy ha A’ az A-bdl egyetlen atalakitdssal keletkezik, akkor
az ,visszaalakithaté”. Az (1) sorcserénél ez vildgos, hisz még egyszer elvégezziik ugyanazt a sorcserét. A
(2) sorszorzasnal A # 0 miatt ugyanezt a sort %—Val végigszorozva djfent visszakapjuk az eredeti matrixot.
A (3) sorhozzdadas az legkeményebb di6. Ha a A;-t adtuk Aj;-hez, akkor el6szor egy (2) dtalakitdssal
At (—1)-gyel végigszorozzuk, majd egy (3) operécié segitségével az i-dik sort a j-dikhez adjuk, végiil
ismét (2)-t alkalmazzuk az i-dik sorra A = —1 vélasztdssal. GyOztiink. O

Allitas: Elemi sorekvivalens dtalakitds sordn a lin. egyrsz. megoldésainak halmaza nem véltozik.

Biz.: Megmutatjuk, hogy ESA utén megoldés nem veszhet el, azaz minden korabbi megoldds az ESA
utan keletkezd egyenletrendszernek is megolddsa marad. Ez t6bb, mint vildgos, ha arra gondolunk, mit
is jelent egy ESA az egyenletek nyelvén megfogalmazva: (1) két egyenlet felcserélését, (2) egy egyenlet
végigszorzasat, mig (3) egy egyenletnek egy maésikhoz val6é hozzdaddsit. Nem meglepd, hogy minden
eredeti megoldds az igy kapott rendszernek is megoldéasa lesz.

Mivel megoldéds nem veszhet el, ezért legfeljebb annyi térténhet, hogy 14j megoldasok is bekeriilnek a
megoldasok halmazaba. Ha azonban az el6z6 megfigyelés szerint ESA-kkal visszaalakitjuk a rendszeriin-
ket az eredetire, akkor az ,,ijonnan bejott” megoldds nem veszhet el, tehat az mér az eredeti rendszernek
is megoldasa volt. O

Tétel: Elemi sorekvivalens atalakitasokkal tetszoleges kibovitett egylitthatémaéatrix 1épesGs alakra
hozhaté.

Biz.: Megadjuk a Gauss-elimindcié nevii eljarast, ami az (1), (2), (4) dtalakitdasok segitségével a
kibévitett egyiitthatomatrixot 1épcsés alakra hozza. Az algoritmus inputja tehdt az M matrix, és az
algoritmus rekurziv, azaz idénként meghivja onmagéat Ugy, hogy bemenete egy M-nél kisebb méreti
(konkrétan, egy M-nél kevesebb oszloppal rendelkez8) métrix. Az algoritmus kimenete egy, az M-b6l
elemi sorekvivalens atalakitdsokkal keletkezo 1épcsds alak.

Az M matrix Gauss-eliminacidja.

1. Ha M' = 0 (azaz M elsé oszlopa csupa 0), akkor hivjuk meg a Gauss-eliminaciét az M elsé
oszlopanak elhagydsaval keletkez6 M’ métrixra, és a kapott 1épcsds alak elé biggyessziink egy csupa0
oszlopot.

2a Egyébként (ha M' # 0), egy esetleges sorcserével ((1)-es atalakitds) érjiik el, hogy M| # 0 legyen.

2b M, (vagyis M els6 sordnak) végigszorzasaval (azaz a (2) lépéssel) érjiik el, hogy M{ = 1 legyen.

2c A (4) 1épés segitségével érjiik el, hogy M} = 0 legyen minden i = 2,3, ... esetén. (,Kinulldzzuk az
1-es alatti elemeket.”)

2d Hagyjuk el M elsé oszlopat és elsd sordt, és hivjuk meg a Gauss-elimindciét az igy keletkezd
M’ részmatrixra. A kapott 1épcs6s alakot egészitsiik ki eldl egy csupa0 oszloppal, feliil pedig az imént
elhagyott sorral.
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Ennyi az algoritmus. Az algoritmus véges szdmu 1épés utdn véget ér, hiszen legfeljebb (kétszer) M elemszamnyi miivelet
elvégzése utan egy kevesebb oszlopbdl 4ll6 matrixra hivjuk meg az eljardst. (Ezért az algoritmus sszességében egy m x n
méretii matrixon 2mn? miiveletet hajt végre.) Kénnyen lathaté, hogy az algoritmus akkor ér véget, ha 0 oszlopa marad a
matrixnak. Mivel az ilyen matrixok 1épcsés alakuak, a 0 oszlopi méatrixokon az algoritmus megfeleléen miikodik. Tegyiik
fel, hogy ez igaz a legfeljebb n oszlopbdl 4116 mdtrixokra, és Gauss-elimindljunk egy (n + 1)-oszlopi métrixot. Ekkor
rekurziv hivas kovetkezik, ami az indukcié szerint 1épcsés alakot szolgaltat. Ezt egy csupa0 oszloppal és esetleg egy 1-essel
kezd6d6 sorral kiegészive a kapott méatrix nyilvan lépcsos alaku.

Annyi van hétra, hogy azt megmutassuk, hogy a Gauss-elimindacié altal szolgaltatott lépcsés alak valéban elemi sorek-
vivalens atalakitdsokkal szarmaztathaté M-bél. Ehhez pedig mindossze annyit kell észrevenni, hogy bar a rekurziv hivasok
soran a Gauss elimindcié sordn hasznalt elemi sorekvivalens dtalakitdsokat kisebb matrixokon hajtjuk végre, az id6kdzben
elhagyott sorokat és csupaO oszopokat ,,odagondolva’ azok nem valtoznanak a lépések soran. Tehat amikor visszairjuk
azokat, helyesen jarunk elEl O

Azt kaptuk, hogy a Gauss-elimindcié barmely kibovitett egylitthatématrixot 1épcsés alakra hoz. Ha
redukalt 1épcsds alak a cél, akkor innen mar kénnyt dolgunk van: pontosan igy, ahogy a vezéregyesek
alatt kinulldztuk az oszlopokat, a vezéregyesek felett is megtehetjiik ugyanezt. Kénnyen lathaté, hogy
kinullazas soran a lépcsOs tulajdonsag nem sériil, tehdt ha minden vezéregyes feletti elemet kinulldzunk,
akkor megkapjuk a redukalt 1épcsés alakot. A kordbban a RLA-rdl tett megéllapitasunk igazolja az
aldbbi tételt.

Tétel: Egy linedris egyenletrendszer pontosan akkor megoldhatd, ha a (redukalt) 1épcsés alakja nem
tartalmaz tilos sort. Tovabba, ha a linearis egyenletrendszer nem tartalmaz tilos sort, akkor a szabad
paraméterek értékének tetszbleges megvalasztasahoz egyértelmiien létezik megoldas.

Megjegyzés: A tétel els6 része természetesen ugy is kimondhatd, hogy az egyenletrendszer pontosan akkor megold-
hatd, ha a 1épcsds alak kib6vité oszlopa nem tartalmaz vezéregyest. Annak oka, hogy a fenti formét hasznéljuk az, hogy
hangsilyosabba véljon, hogy egy konkrét feladat (pl Gauss-elimindciéval torténd) megoldasakor egy tilos sor felbukkandsa
azt jelenti, hogy nincs megoldas, tehat nem érdemes tovabb dolgozni.

Biz.: Lattuk, hogy tilos sor esetén nincs megoldas. Az, hogy tilos sor hidnyaban van megoldas, a
tétel masodik mondatabdl kovetkezik, elegend6 tehat csak azt igazolni. Adjunk a szabad paramétereknek
tetszbleges értékeket, mondjuk p1,pa, ..., Pm-t. Vizsgiljuk meg, milyen egyenl6ségeknek felelnek meg a
redukalt 1épcsts alak egyes sorai. Ha az adott sorban nincs vezéregyes, akkor annak a 0 = 0 egyenl&ség
felel meg, ez nem tul izgalmas. Ha az xz; vezéregyese van az adott sorban, akkor a megfelel6 egyenléség
nem mas, mint x; +a1p1 +asp2 +. ..+ ampm = b;, ahol az a; a p; szabad paraméter i-dik sorbeli egyiitt-
hatéja. Tehdt a vezéregyesnek megfeleld sorok tekinthetéek a megfelels x; ismeretlen egy (egyértelmii)
értékadasanak. A tétel innen azonnal adédik. g

Kov.: (1) A linedris egyenletrendszer pontosan akkor oldhaté meg egyértelmiien, ha a (redukalt)
lépcsts alakban nem létezik sem tilos sor, sem szabad paraméter, azaz minden oszlopban van vezéregyes.

(2) Ha egy linedris egyenletrendszernek létezik és egyértelmili a megolddsa, akkor legaldbb annyi
egyenlet van, mint ahdny ismeretlen.

Biz.: (1): Ha egyértelm(i a megoldds, akkor nincs tilos sor, hisz létezik megoldds. Nincs tovdbbd
szabad paraméter sem, hisz az tetszoleges értéket felvehetne. Mésfel6l, ha nincs tilos sor, akkor létezik
megoldas, és ha ezen tilmenden szabad paraméter sincs, akkor azoknak csak egyféleképp lehet tetszoleges
értéket adni, igy az el6z6 tétel szerint a megoldas egyértelmi.

(2): Ha egyértelmii a megoldds, akkor nincs szabad paraméter, vagyis minden oszlopban van vezér-
egyes, és ezek a vezéregyesek kiilonbszé sorokban taldlhatéak. A sorok szdma (azaz az egyenletek szdma)
tehdt nem lehet kisebb az oszlopok szamandl, vagyis az ismeretlenek szamanal. O

Homogén linedris egyenletrendszernek neveziink egy egyenletrendszert, ha a kibGvitett egyiitthatémétrix jobb oldali
oszlopa csupa0, azaz a megfelel6 egyenletek mindegyikének 0 &ll a jobb oldaldn. Vildgos, hogy egy homogén linearis
egyenletrendszer kibGvitett egytitthatomatrixdban sosem keletkezhet tilos sor az elemi sorekvivalens atalakitasok hatasara,
hisz a jobboldal mindvégig 0 lesz. Csakugyan: minden homogén linearis egyenletrendszernek 1étezik megoldasa, mégpedig
az U.n. trividlis megoldds, ami minden ismeretlennek O értéket ad. A nemtrividlis megoldas létezésének elégséges feltételét
adja a kovetkezd tétel.

Allitas: Ha egy homogén linedris egyenletrendszer tobb ismeretlent tartalmaz, mint ahdny egyenletet, akkor van
nemtrividlis megoldésa.

Biz.: A kibdvitett egyiitthatématrixnak t6bb oszlopa van, mint sora, igy a legfeljebb sorszdmnyi vezéregyes nem fog-
lalhat el minden oszlopot, tehat van szabad paraméter. Ezek értékeit nemnullanak vélasztva pedig nemtrividlis megoldést
kapunk. O

5Ha frasban kell a Gauss-eliminaciét végrehajtani, akkor jobb, ha nem prébélkozzunk a fenti rekurziéval, hanem az
elhagyandé sorokat és oszlopokat tovabbra is akkurdtusan kiirjuk.
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2.4 Permutaciok, determinansok

2.4.1 Permutaciok, inverziészam

Def.: Jelolje [n] az {1,2,...,n} halmazt. A o : [n] — [n] bijektiv (azaz kélcsondsen egyértelmii)
leképezés neve permutdcid. Az [n] permutdcidinak halmazit S, jelsli.

Megjegyzés: A permutdcié a definicié szerint egy olyan fiiggvény, ami az 1 és n kozotti szamok
mindegyikéhez egy 1 és n kozotti szamot rendel igy, hogy minden 1 és n kozotti szdm pontosan egy masik
szamhoz van hozzarendelve. Szokdsos a permuticiét egy 2 x n méretil tdblazat segitségével megadni:
az els6 sorban vannak 1-t6l n-ig a szdmok, és minden szam alatt az a szam &ll, amit a permutacié
hozzarendel.

Szemléltethetjiik a permutéciot agy is, hogy felvesziink egymas alatt két sorban
n — n db pettyet, mindkét sorban megszdmozzuk a pettyeket 1-t6l n-ig (balrdl
jobbra), és nyilat vezetiink a felsé sorban levé i-dik pettybdl az alsé sor j-dik
pettyébe, ha o (i) = j.

Egy ilyen abra akkor ,kédol” permutaciét, ha minden felsé pontbdl pontosan egy nyil indul, és minden
alsé pontba pontosan egy nyil érkezik. (Az dbra pl. a o(1) = 3,0(2) = 2,0(3) =5,0(4) = 1,0(5) = 4
permutécié nyildiagramja.)

Def.: A o € S,, permutdci6 inverze az a o~ ! € S,, permutécié, amire 0~ 1(i) = j < o(j) =i. (A
nyildiagramon a nyilak irdnyét meg kell forditani, és az egész dbrét a feje tetejére kell allitani.)

A k,l elemek inverzidban dllnak o € S, szerint, ha k,l ill. o(k),o(l) nagysdgviszonya forditott. A
o permutacié I(o) inverzidszdma a o € Sy, szerint inverziéban &ll6 szdmpérok szama. Egy o € S,
permutdcié pdros, ha I(c) paros, és pdratlan, ha I(o) paratlan.

Megfigyelés: Az a tény, hogy két elem inverziéban &ll a o permutécié szerint, kénnyen megallapit-
hato a o nyildiagramjarol. Nevezetesen, i és j pontosan akkor all inverzidoban, ha az i-bol és j-bdl induld
nyilak metszik egymdst. (Ha ugyanis nem metszik egymadst, akkor a nagyobbik szdmhoz a permutécié
nagyobbat rendel, ha pedig metszik, akkor a nagyobbhoz rendelt szam kisebb lesz, mint a kisebbhez
rendelt.) Ezért a o permutécié nyildiagramjardl kénnyen leolvashaté az I(o) inverziészdm, ami nem
més, mint a nyildiagramban talalhaté nyilak paronkénti metszéspontjainak szémaﬂ

Tétel: Tetszéleges o € S, permutéciéra I(o) = I(o~1).

Biz.: Lattuk, hogy o~ ! nyildiagramjat dgy kapjuk, hogy a o nyildiagramjat a feje tetejére allitjuk,
és a nyilak irdanyat megforditjuk. Vilagos, hogy ettél a paronkénti metszéspontok szama nem véltozik,
azaz I(0) = I(oc™1). O

2.4.2 Determinansok

Ebben a részben négyzetes matrixokhoz egy olyan mennyiséget definidlunk, amit szdmos helyen tudunk
majd haszonnal alkalmazni a tovabbiakban. Legyen tehat A = (a; ;) egy n x n méretll métrix, és tegyiik
fel, hogy elemein értelmezett az Osszeadds és a szorzas, amik kommutativ miveletek. Az A matrix
determindnsan az alabbi szorzatosszeget értjiik:

det(4) := Al := Y (=)' ] ai 00
=1

O'ESn

Tehat annyi szorzatot adunk Gssze, ahany permutacidja van az 1,2, ..., n szimoknak. Egy ilyen szorzat-
ban az adott permutécio inverzidészamanak paritdsa hatarozza meg az elGjelet, a szorzat tovabbi tényezo6i
pedig a matrix bizonyos elemei. Vildgos, hogy minden sorbdl egy elemet vélasztunk a szorzatba, és a
permutécié kolesonosen egyértelmi leképezés volta miatt az sem torténhet meg, hogy o(i) = o(j) vala-
mely i # j esetén. Tehat az egyes szorzatokba kivalasztott elemek kiilonb6z6 oszlopokbdl szarmaznak.
Bastyaelhelyezésnek hivjuk az A métrix n elemének kivalasztasat, ha koziiliik semelyik két elem sem esik
ugyanabba a sorba vagy oszlopba. Tehat a determinans definiciéjaban szerepl6 szorzatok mindegyike egy
béastyaelhelyezésnek felel meg. Ez forditva is igaz: ha ugyanis adott egy bastyaelhelyezés, akkor defini-
aljuk o()-t 4gy, mint az i-dik sorban allé bastya oszlopindexét. Ezéltal o egy permutéacié lesz (hiszen
i # j esetén o(i) # o(j)), tehdt minden béstyaelhelyezés egytttal meg is hatdroz egy, a determindns
definicigjaban szerepld szorzatot.

6Tehat I(o) azonos a metsz6 nyilparok szdméval. Ha a nyfldiagram olyan, hogy semelyik hdrom nyil nem megy 4t
ugyanazon a ponton, akkor I(c) azonos a metszéspontok szdméval. Egyébként minden olyan metszéspontot, amin k nyil
megy at, %k(k — 1)-szer kell megszdmolni.
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A determinéns definicigjat ezek szerint ugy is megfogalmazhatjuk, mint az 6sszes bastyaelhelyezéshez
tartozé matrixelem-szorzatok eléjeles 6sszege. Ez a definicié a miatt hidnyos, hogy nem irja le pontosan az
el6jelek megviélasztasat. Ez hat most a célunk. Mit jelent egy adott bastyaelhelyezés szempontjabol, hogy
a megfelel o permutéciéban i és j inverziéban dllnak? Feltehetjiik, hogy mondjuk ¢ < j. Ha e két elem
nem &ll o szerint inverziéban, akkor o(i) < o(j), azaz a megfelel bastyaelhelyezésben a j-dik sorbeli
béstya jobbra van az i-dik sorbelitél, masképpen mondva e két bastya egymastdl ENY-DK irdnyban
helyezkedik el. Ha azonban i és j a o permutécié szerint inverziéban all, akkor o (i) > o(j), tehdt a j-dik
sorban 4116 bastya balra van az i-dik sorban talalhat6tol, azaz a két bastya EK-DNY irdnyt hatdroz meg.
Pontosithatjuk tehat a determindns alternativ definiciéjat: az 6sszes bastyaelhelyezés szerinti szorzatokat
agy kell 6sszegezniink, hogy egy szorzat elGjele aszerint lesz pozitiv ill. negativ, hogy az EK-DNY irdnyt
meghatarozo bastyaparok szama paros-e vagy paratlan.

Példa: A jobb oldalon ldthaté 3 x 3 méretii matrix determindnsa pl A Z Z Jf
|A] = (=1)%-aei+(—1) -afh+(—1)'-bdi+(—1)%-bf g+ (—1)%-cdh+(—1)3-ceg. T \gn

A fentiek fényében néhédny tovabbi megfigyelést tesziink a determindnssal kapcsolatban. Az A = (a; ;)
matrix transzpondltja az az AT matrix, amely i-dik sordnak j-dik eleme aj;. (Ijgy is mondhatjuk, hogy
(AT)g = A; .) A négyzetes A matrix fédtldja a bal fels6 sarkot és a jobb alsé sarkot 6sszekot6 4616 mentén
elhelyezked6 matrixelemek halmaza. A négyzetes A matrix felsé hdromszogmdtriz, ha f64tléja alatt csak
0-k allnak. Ugyanez az A matrix szigori felsé haromszogmatrix, ha olyan fels6 hdromszégmatrix, aminek
a féatlgjaban is csak 0-k allnak.

Tétel: Legyen A n x n-es matrix. (1) det(A) = det(AT)

(2) Ha A felsd hdromszogmaétrix, akkor det(A) az A f64tlébeli elemeinek szorzata.

(3) Ha A egy sora/oszlopa csupa-0, akkor det(A4) = 0.

(4) Ha A egy sorat/oszlopat A-val végigszorozzuk, akkor a determindns is A-szoros lesz.

(5) Ha A két sordt/oszlopat felcseréljiik, a determindns (—1)-szeres lesz.

(6) Ha A két sora/oszlopa azonos, determinédnsa 0.

(7) Ha A egy sordnak A-szorosdt hozzdadjuk egy mdsik sorhoz, a determindns nem véltozik.

Biz.: (1) Az A métrixhoz tartozé tetszbleges bastyaelhelyezés meghatdrozza egy olyan béastyaelhe-
lyezését az AT matrixnak, ami ugyanazon elemek szorzatdhoz tartozik. (A bastyaelhelyezésben szerepld
bastyakat a fé4tlora kell tiikrozni). Tehdt A és AT determindnsanak definiciéjaban ugyanazok a szorza-
tok szerepelnek, ezért mindossze azt kell igazolnunk, hogy az egyes szorzatokhoz ugyanazok az eléjelek
tartoznak a két definicioban. Ez utébbi pedig azért igaz, mert a tiikrozés soran egy EK-DNY-i béstyapar
EK-DNY-i marad, és az ENY-DK-iek is megmaradnak ugyanolyanoknak. (Ez a bizonyitds egyébként
elmondhaté gy is, hogy észrevessziik, hogy az A-beli o-hoz tartozé béastyaelyezésnek megfelels A7-beli
bastyaelhelyezés a o' permutécidhoz tartozik (ha az i-dik sorbél a j-dik elemet véalasztottuk A-ban,
akkor AT-ban a j-dik sor i-dik elemére lesz sziikségiink), és a permutécidk szakaszban lattuk, hogy
I(o) =1(c71).)

(2) A determindns definicidjdban szerepld szorzatok koziil azok, amik tartalmaznak a f64tlé aldl
elemet, nem érdekesek, hiszen értékiik 0. Igy csak azokat kell 6sszegezniink a megfeleld el6jellel, amiknek
minden eleme a f6atlobol vagy a foliil keriil ki. Az utolsé sorbdl tehat kénytelenek vagyunk az utolsd
elemet valasztani. Az utolséelétti sorban méar nem valaszthatunk az utolsé oszlopbdl, hisz onnan mér
valasztottunk, igy marad itt is a f6atldbeli elem. Altalziban, ha az i-dik sorbdl valasztunk, és a nagyobb
sorszamu sorokbol mar kivalasztottuk a féatlébeli elemet, akkor az i-dik sorban is kénytelenek vagyunk
a féatlobol vélasztani. Tehat a determindns definicigjaban legfeljebb egyetlen nemnulla szorzat van,
mégpedig a f8atlébeli elemeké. Mivel a megfelels bastyaelhelyezésben barmely par ENY-DK irdnyt
hataroz meg, az el6jel pozitiv.

(3) Ha mondjuk az i-dik sor csupa-0, akkor minden béstyaelhelyezésben lesz innen béstya, ami az
adott szorzatot 0-va teszi. Tehat 0 értékdl szorzatokat kell eléjelesen Gsszegezni, de igy sem kaphatunk
mast a determindnsra, mint 0-t. (Csupa-0 oszlop esetén az érvelés hasonld. De hivatkozhatunk akir a
transzponaltra is, aminek egy csupa-0 sora lesz.)

(4) Ha egy sorban minden elemet A-val megszorzunk, akkor a determindns definicidjdban szerep-
16 minden egyes szorzatban pontosan egy tényez6 jon ebbdl a sorbdl, tehdt minden szorzat éppen A-
szorosara valtozik, vagyis az elGjeles Gsszeg, a determinédns is A-szoros lesz.

(5) Ha adott az A métrixon egy bédstyaelhelyezés, és két sort felcseréljiik, akkor egy olyan bés-
tyaelhelyezést kapunk a felcseréltsori A’ métrixban, amihez ugyanaz a szorzat tartozik. Ha tehdt az
A’ determindnsét akarjuk kiszdmitani, azt kell meghatdroznunk, hogy a sorcsere hogyan véltoztatja egy
béstyaelhelyezésben az EK-DNY-i bastyaparok szamat. Vilagos, hogy a felcserélés altal nem érintett béas-
tyak alkotta parok esetén ez a szdm nem valtozik. Konnyen ellenérizhetd, hogy egy nem érintett béastya
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ha nincs benne a két felcserélt bastya feszitette téglalapban, akkor a két érintett bastyaval ugyanannyi
ENY-DK-i part alkot a csere el6tt, mint a csere utan. Ha egy nem érintett bastya a megfeleld téglalapban
van, akkor viszont vagy mindkét felcserélt bastyaval ENY-DK-i part alkotott, és a csere utan EK-DNY-it
fog alkotni, vagy forditva. Tehat az ENY-DK-i péarok szaménak paritdsa csak attol fog megvaltozni, hogy
a két felcserélt bastya alkotta par hogyan viselkedik. E két bastyara viszont az igaz, hogy ha a csere el6tt
EK-DNY-i pért alkottak, akkor a csere utdn ENY-DK-it fognak alkotni, és viszont. Azt kaptuk, hogy
sorcsere utdan minden bastyaelhelyezésben megvaltozik az EK-DNY-i parok szamanak paritdsa, azaz a
definiciéban minden szorzat elGjelet valt. Tehat a determindns is (—1)-szeresre valtozik. (Oszlopokra
hasonlé érvelés igaz, de dttérhetiink a transzpondltra is, hisz a oszlopcsere abban sorcserének felel meg.)

(6) Ha A-nak felcseréljiik a két azonos sordt, akkor ugyanazt a matrixot kapjuk, tehat a determindns
nem valtozik, mésfelél (5) miatt a determinédns eldjelet valt. Tehdt a determindns azonos a sajt ellen-
tettjével, azaz csak 0 lehet. (Ugyanez a bizonyitds az oszlopokra is, de {zlés szerint lehet a transzponélttal
is indokolni.)

(7) Legyen A’ az a métrix, amit A-bdl dgy kapunk, hogy A i-dik sordnak A-szorosit hozzdadjuk A
j-dik sordhoz, azaz (A')r = Ak, ha k # j, és (4"); = A; + AA,. Ekkor

A = Ypes, (FD1@ - TIL (AT = S es, (2D ((AF9 + A7) [Ty (A2 =

s, (“DM (AT Ty g (AT 4+ X e, (1)1 (AFY - T gy 0, (AN =
Al + A -0 = |A], ugyanis a mésodik szumma annak a matrixnak a determnindnsa, amit A-bdl gy
kapunk, hogy a j-dik sor helyett is az i-dik sort irjuk.

A fenti nem til 4tldthatéd levezetés szavakban tigy mondhaté el, hogy det A’ definiciéjdban minden
béstyaelhelyezéshez tartozo szorzatban a j-dik tényezd egy Gsszeg. Ha felbontjuk a zardjelet, akkor két
szorzat Osszegét kapjuk: az egyik szorzat az A determindnsdnak megfelel6 tagja, a masik pedig azé a
matrixé, amit ugy kapunk A-bdl, hogy a j-dik sort helyettesitjiik az i-dik sor A-szorosdval. Azt kaptuk
tehét, hogy det A’ = det A 4+ det A”. Ha X\ = 0, akkor det A” = 0 a (3) miatt, egyébként pedig ha A"
j-dik sorat %—Val végigszorozzuk, akkor a kapott determinédns (6) miatt O lesz, tehdt det A” = X -0 =0,
ismét. Innen det A’ = det A adddik. O

A most bizonyitott tétel egy négyzetes matrix determinansdnak hatékony kiszamitasahoz segit min-
ket. Ha a definiciéval prébalkoznank, akkor a lépések szdama nem volna korlatozhaté n polinomjaval.
Megtehetjiik azonban, hogy a matrixon elemi sorekvivalens atalakitasokat végziink. Az el6z6 tétel meg-
mutatja, hogy egy-egy 1épésnél mi torténik a determindnssal. Ha tehat elvégezziik a Gauss-eliminaciot a
matrixon, akkor tudjuk, hogy a kapott métrix determinansa hanyszorosa lesz az eredetiének. Rdadasul
egy fels6é haromszogmatrixot kapunk, aminek egy jol meghatarozott n-tényezds szorzat a determinansa.
Mivel a Gauss-eliminacié hatékonyan elvégezheto, ez a mddszer altaldban gyorsabb, mint a definicié
alapjan torténd kiszamitas.

Példa:

2604 1302 1 30 2 13 02 13 02 1302

1453 1453 0 15 1 01 51 01 51 0151
3300—2'3300—2'0—60—6 —2'00300 30-2 00 10 60 0010—60'1 60
2362 2362 0 —-36 —2 00211 00211 0001

Hétranya sajnos a fenti mddszernek, hogy nem mindig alkalmazhaté. Egy olyan métrix esetén pl,
aminek elemei polinomok, a determinans értelmes, de mivel osztani nem tudunk, az elemi sorekvivalens
atalakitasokat sem tudjuk elvégezni. fgy marad a kiszamitashoz a gyalogos tit. Az aldbbiakban mutatunk
egy masik mddszert, ami ebben az esetben is miikodik, és sokszor segit.

Az A négyzetes matrix i-dik sorénak és j-dik oszlopanak elhagyédsaval keletkezdé métrix determi-
ndnsanak (—1)"*J-szeresét az A; ; eldjeles aldetermindnsnak nevezziik. Az eléjeles aldetermindns nem
tévesztendl Ossze az A matrix aldetermindnsdval, amit akkor kapunk, ha az A métrixnak elhagyjuk
néhany (akdr 1-nél tobb) sordt, és ugyanennyi oszlopét, és a keletkezd négyzetes matrix determindnsét
nézziik.

Kifejtési tétel: Ha A n x n-es matrix és ¢ rogzitett, akkor
(1) det(A) = Z;L:1 ai ;- A j (az i-dik sor szerinti kifejtés). Rogzitett j-re det(A) = Y0 a; ;- A;j (a
j-dik oszlop szerinti kifejtés), ill.

(2) Ha k #1, akkor 37y ag j - A1; = 0= 31 a; k- Ay (ferde kifejtés).

Biz.: (1) Elegendd csak a sor szerinti kifejtéssel foglalkozni, hisz az oszlop szerinti kifejtés nem
mas, mint a transzponalt sor szerinti kifejtése. Csoportositsuk a det A-beli szorzatokat a szerint, hogy
az i-dik sorbdl az a; 1,a;.2,...,a;, tényezok koziil melyiket tartalmazzdk. Ha most a j-dik csoportban
minden szorzatbdl kiemeljiik a; j-t akkor pontosan azokat a szorzatokat kapjuk meg, amik az A; ; eléjeles
aldetermindns definicidjaban szerepelnek. Azt kell tehat megvizsgalni, hogy hogyan véltozik egy szorzat
eléjele akkor, ha nem a determindnsban, hanem az eggyel kisebb matrixban tekintjiik.

Megszamoljuk tehat, hogy ha egy, az a; ; elemet tartalmazé bastyaelhelyezésben elhagyjuk az i-dik
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sort és a j-dik oszlopot, akkor a kapott bastyaelhelyezésben hogyan valtozik az EK-DNY-i béastyaparok
szdma az eredeti elhelyezéshez képest. Mivel itt lényegében csak az (i,7) mezd feletti bastyat hagytuk
el, azt kell megszamolni, hogy hany olyan EK-DNY-i béastyapar van az eredeti bastyaelhelyezésben, ami
az (i, j) bastyat tartalmazza. Az ilyen parok (i, j) bastyatdl kiilonboz6 bastydi az A matrix két, téglalap
alaki részmatrixban helyezkednek el.

Tegyiik fel, hogy az (i, ) bastydtél DNY-ra k bastya van az elhelye- k-1
zésben. Mivel az els6 j — 1 oszlop mindegyikében pontosan egy bastya van,
az (i, j)-t61 ENY-ra j—k —1 bastya talalhat6. Az elsé i — 1 sorban is éppen
i— 1 béstya all, tehét (i, j)-t6] EK-re i — j + k béstya talalhat6. A keresett k
béastyaparok szama tehat k+¢—j+k =2k +i—j.

Azt kaptuk tehat, hogy az eldjel pontosan akkor valtozik meg, ha 2k 4 ¢ — j paratlan, ami pontosan
akkor teljesiil, ha i+ j paratlan. Ezzel igazoltuk, hogy az elGjeles aldetermindnsok definiciéjaban szerepld
szorzatokat a megfelel§ a; j-vel és (—1)"*7-vel megszorozva, az A métrix determindnsat kapjuk.

(2) A ferde kifejtés egy olyan determinans kiszdmitdsa sor szerinti kifejtéssel, amely determindnsnak két azonos sora
van. Lattuk, hogy a determinans értéke ilyenkor 0, ezért azt ily médon kiszamitva sem kaphatunk mast. O

i—j+k

2.5 Matrixmuveletek, térbeli vektorok szorzasa

A determinansok targyaldsa utdn érdemes a métrixok kozott miiveleteket bevezetni.

Def.: Ha A, B € R"** azaz A és B n x k méretii matrixok, akkor 6sszeadhatéak, ami elemenkénti
osszeadast jelent. Azaz A + B € R™** amire (A + B)] = A} + B/.

Allités: Ha az A, B,C € R"** akkor A+ B=B+ A (vagyis az Osszeadds felcserélhetd, mds széval
kommutativ) és (A+ B) +C = A+ (B + (), ami az Osszeadds atzardjelezhetségi tulajdonsiga, idegen
szoval asszociativitdsa. 0

A matrix skaldrszorosét a vektortereknél megismert médon értelmezziik, azaz az elemeit végigszoroz-
zuk a skaldrral: (A\-A)? := \- A]. Ennél sokkal izgalmasabb, hogy métrixok egymdssal is megszoroghaték.

Def.: Legyenek A € R"*F és B € RF*! tetsz6leges matrixok. B
Ekkor (vagyis ha A-nak pontosan annyi oszlopa van, mint ahdny so- BI
ra B-nek) az A és B matrixok Gsszeszorozhatdk, A - B € R, és
(A-B)! = A;-BI =Y, A¥B], azaz a szorzatmdtrix i-dik sordnak j-
dik elemét ugy kapjuk, hogy az A métrix i-dik sordt (mint sorvektort)
skaldrisan 6sszeszorozzuk a B matrix j-dik oszlopdval (mint oszlop-
vektorral) Ezt a tulajdonsdgot szokds a sor-oszlop szorzas kifejezéssel
illetni, amin azt értjiikk, hogy a szorzat egyes koordinatéit ugy kap- ] A,
juk, hogy a megfelel sorvektort skalarisan 6sszeszorozzuk a megfelelo
oszlopvektorral.

Fontos megfigyelés: Ha az A és B matrixok Osszeszorozhatok, akkor az AB szorzatméatrix oszlopai
az A métrix oszlopainak linedris kombindciéi lesznek. Konkrétan az i-dik oszlop olyan linearis kombing-
cié, amelynek egyiitthatéi a B matrix i-dik oszlopaban vannak felsorolva: (A-B)* = Bi- A1+ Bi- A2+ ..
A tovabbiakban tobbszor lesz sziikség erre a megfigyelésre.

Megjegyzés: Ha A és B matrixok, akkor dltaldban nem igaz, hogy A - B = B - A, hiszen ha az
els6 szorzas elvégezhetd, a masodik nem feltétleniil, rdadasul a szorzatok mérete sem lesz azonos. n X n
méreti matrixokra sem igaz a kommutativitas. Igaz viszont, amit a valés szdmokon megszoktunk, hogy
a szorzés disztributiv az 6sszeadds felett: A(B+C)=A-B+A-Cill. (A+B)C=A-C+B-C.Haa
szorzdsok elvégezhet8k, akkor az asszociativités is igaz: A« (B -C) = (A - B) - C. Mig a disztributivités
kozel trivialis, az asszociativitas bizonyitdsa ezen a ponton meglehetosen keserves lenne.

A fenti definicié azt is megmutatja, hogy egy matrixot és egy oszlopvektort hogyan szorozhatunk
Ossze, amennyiben az oszlopvektort egy egyoszlopi méatrixnak tekintjiik.

Megjegyzés: Matrix és oszlopvektor Osszeszorzasara egy fontos példa a linedris egyenletrendszerek
megadésa. Figyeljiik meg, hogy ha adott egy linedris egyenletrendszernek az (A|b) kibdvitett egyiittha-
tomaétrixa, akkor ha az ismeretleneket (a métrixban megadott sorrend szerint egy = = (x1,z2,...,2,)7
oszlopvektorba gytjtjiik, akkor az Ax = b szorzat pontosan azt irja le, hogy a lineéris egyenletrendszer-
ben minden egyes egyenletnek teljesiilnie kell.

A determinansok és a matrixmiiveletek kozti osszefiiggésre példa, hogy ha A egy n xn méretli matrix,
akkor |AA| = A" - |A|, hiszen A - A minden sorabdl kiemelheté a A a szakasz elsd tételének (4) pontja
miatt. Jegyezziik meg, hogy a determindnsnak nincs sok kéze a matrixok 6sszeaddsdhoz, és nagyon nem
igaz, hogy a det(A+ B) determindns det A+ det B lenne. A szorzdssal viszont érdekes kapcsolat all fenn.
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Determindnsok szorzastétele: Ha A, B n x n-es, valés matrixok, akkor |A - B| = |A| - |B|.

Koordinatageometriai szamitasokndl roppant hasznos lehet a vektoridlis szorzat fogalma.

Def.: Az (« szbget bezard) a,b € R3 vektorok vektoridlis szorzata az az a x b vektor, ami meréleges
az a és b sikjara, azokkal jobbsodrdsu rendszert alkot, és hossza |a|- || -sin o, azaz az a és b dltal feszitett
paralelogramma teriilete.

er €y €
ay az as
b1 b2 b3

Allitds: Az a = (a1, az2,a3) és b = (b1, ba, b3) vektorok vektoriélis szorzata az determindns

értéke, ahol e, ey és e, a tér harom koordindtatengelyének egységvektorai.

Bizonyitas vazlat: Kénnyd ellendrizni, hogy a,b € {es,ey,e.} esetén igaz az allitds, s6t, ez akkor is latszik, ha
az a és b vektorok a koordinatatengelyek egységvektorainak konstansszorosai. Figyeljiikk meg, hogy az a X b vektoridlis
szorzatot Ugy kapjuk, hogy a b vektor |a|-szorosédt az a-re mer8leges sikra vetitjiik, és ezt a vetiiletet a mer8leges sikban a
whegye feldl nézve” +90°-kal elforgatjuk. Hasonlé megfontoldssal latszik, hogy ugyanezt a szorzatot igy is megkaphatjuk,
hogy az a vektor |b|-szeresét vetitjiik a b-re merdleges sikra, és ezt a vetiiletet forgatjuk a meréleges sikon b fel6l nézve
90°-kal. Ebbél az adédik, hogy a vektoriélis szorzéas disztributiv az dsszeadds felett, azaz a x (b+b') =a x b+a x ¥ ill,,
hogy (a+4a') X b =a x b+ a’ x b teljesiil. Ezért a X b = (a1ez + azey + azez) X (biex + boey + bzez) = arex X biex +
ajer X baey + arex X bger + azey X biex + azey X baey + azey X bge, + aze. X brez + aze, X baey + aze. X bze.. Az

ez €y € ez €y € € €y € e €y e
alédbbi levezetést pedig pl a determinansok kifejtési tétele igazolja: | a1 a2 az | =|a1 0 O0|4+| Oaz O|+| O 0 a3z |=
b1 b2 b3 b1 by b3 b1 bz b3 b1 b2 b3
er €y € er €y € er €y € er €y e er €y € er €y € er €y € ex €y € er €y €
a; 0 O|+|ar O O|4+|a;1 O O|4+| Oazx O|+| Oaz2 O|+| Oa O|4+| O Oaz|+]| 0 Oaszs|+| O O as
by 0 O 0 by O 0 0 b3 by 0 O 0 b O 0 0 b3 by 0 O 0 by O 0 0 b3
Az els6 megfigyelés szerint a két rémséges kifejezés jobboldalai megegyeznek, ezért a baloldalak is, ami épp a bizonyitandd
allités. O

Def.: Az a,b, c € R? vektorok vegyesszorzata (a,b,c) :==a- (b x ¢).

Allitas: (1) Ha a = (a1,a2,as3), b = (b1,ba,b3) és ¢ = (c1,ca,c3), akkor az (a,b,c) vegyes szorzat
ayp a2 as

b1 by bz | determindns adja meg.

C1 C2 C3

(2) A vegyes szorzat felithatd (a,b,c) = (a x b) - ¢ alakban is.
(3) A vegyes szorzat értéke az a, b és ¢ vektorok feszitette paralelepipedon eldjeles térfogata (ami akkor

pozitiv, ha a, b, ¢ jobbsordasu rendszert alkotnak).
Biz.: (1) Ha a determindnst az elsd sor szerint fejtjiik ki, akkor a;-t éppen azzal a determindnssal kell megszorozni,

értékét az

€r €y €
ami a megfeleld egységvektor egyiitthatéja lenne a b X ¢ = | by b2 bs | determindns kiszdmitdsakor. Az &llitas a skaldris
C1 C2 C3
szorat definicigjabdl adédik.
ay a2 asg a1 a2 as C1 C2 C3
(2) Az imént bizonyitott (1) 4llitdsbdl és a determindnsokra vonatkozé | by be bs | = —| c1 c2 c3 | =|a1 a2 a3 | azonos-
C1 C2 C3 bl bQ b3 bl bQ b3

sagbol kozvetleniil kovetkezik.

(3) A bx ¢ vektor hossza a b és ¢ vektorok feszitette paralelogramma teriilete. Ebbdl igy kapjuk a paralelepipedon térfoga-
tat, hogy ezt megszorozzuk az a vektor hosszaval és cos a-val, ahol « az a vektor és a b és ¢ vektorok altal feszitett sik altal
bezart szoget jelenti. Vildgos, hogy a b X ¢ és a vektor szoge 8 = % + «, hiszen a vektoridlis szorzat merdleges a b, ¢ sikra.
Ez azt mutatja, hogy sin 8 = +cosa, vagyis a vegyesszorzat abszolit értéke csakugyan megegyezik a paralelepipedon
teriiletével. Az elGjellel most nem piszmogunk.

Megjegyzés: Hirom dimenziéban tehédt a determindns a sorvektorok feszitette paralelepipedon elGjeles térfogatat adja
meg, és ezt a vektoridlis szorzat segitségével lattuk be. Magasabb dimenziéban azonban nem tudjuk két vektor ,értelmes”
vektoridlis szorzatdt definidlni. Azonban nem is ez az az Ut, ami a determindns szemléletes jelentéséhez vezet. Ha n
dimenzids térrél van szd, akkor a vektoridlis szorzat mintdjara lehetséges tetsz6leges n— 1 vektor ,szorzatat” definidlni, ahol
akdrcsak a vektoridlis szorzdsndl, szamit az ,0sszeszorzott” vektortényez8k sorrendje. (Valami olyasmirdl lenne sz6, hogy
n — 1 vektor egy d.n. hipersikot feszit, a szorzat erre merdleges, mégpedig gy, hogy az n dimenzidéban €18 alienek szdmara
jobbsordéastu rendszert kapjunk. A szorzatvektor hossza pedig a feszitett n — 1 dimenzids paralelepipedon térfogata lenne.
(Minden valamirevalé ufékutaté eltt jél ismert, hogy az n dimenzids {irlényeknek két karjuk van és mindegyik keziikén
legaldbb n ujjuk, hiszen egyébként nem tudndnak dolgokat szildrdan megfogni.)) Nos, ezt az 4ltaldnos vektoriélis szorzdst
felhasznélva be lehet éppenséggel vezetni az n dimenzids vegyesszorzast, ami nem volna mas, mint az elsd ,,tényezd” skalaris
szorzata a tovabbi tényezdk vektoridlis szorzatdval. A fenti lemma értelemszerii dltaldnositdsa igaz lenne erre a miiveletre,
és igy azt kapndnk, hogy az m X n-es determindns a sorvektorok feszitette sokdimenzids paralelelpipedon (szaknyelven
paralelotdp) elbjeles térfogatat adja meg.

2.6 Matrix inverze

Def.: A B n x n méretli métrix az A € R™*™ mdtrix balinverze, ha B- A = I,,, ahol I,, az n X n méret{i
egységmatrix, aminek a féatléja csupa-1, egyéb elemei 0-k. A J € R™*™ maétrix az A jobbinverze, ha
A-J=1,.

Allités: Ha az A € R™ " métrixnak létezik jobb- és balinverze is, akkor azok egyenl6ek.

Biz.: Legyen B bal-, J pedig jobbinverz. Ekkor B = BI,, = B(AJ) = (BA)J = I,J = J. O
Ko6v.: Ha egy matrixnak van jobb és balinverze is, akkor azok egyértelmiiek. O

Tétel: Az aldbbi két 4llitds ekvivelens. (1) det A # 0 . (2) A-nak létezik jobbinverze.
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Ko6v.: Az A métrixnak pontosan akkor van jobbinverze, ha A-nak létezik balinverze.

A bizonyitashoz egy segédtételre van sziikség.

Lemma: Ha A és B dsszeszorozhaté matrixok, akkor (A - B)T = BT . AT,

Biz.: Emlékeztetiink, hogy az alsé index sort, a felsé oszlopot jelent. Azt kell megmutatni, hogy a két
métrix elemenként azonos. Es valoban: ((A-B)T)! = (A-B)i = A;-B' = (B");-(AT)) = (BT-AT)] . (A
formalizmus valamennyire elrejti, mennyire trivialis az allitas. Konnyen meggyd&zhetjiik err6l magunkat,
ha lerajzoljuk, hogyan dllnak a métrixok a szorzéskor.) O

A koévetkezmény bizonyitasa a tétel felhasznaldasaval: A-nak a tétel szerint pontosan akkor
van jobbinverze, ha det A # 0, azaz, a determindnsokrél tanultak alapjan det AT # 0. Utébbi a tétel
miatt azzal ekvivalens, hogy AT-nak létezik egy X jobbinverze, ami a lemma szerint éppen azt jelenti,
hogy X7 az A balinverze. O

Lemma: Tegyiik fel, hogy A’ az A négyzetes matrixbdl elemi sorekvivalens atalakitdsok egymés-
utdnjdval kaphaté meg. Ekkor a det A = 0 és det A’ = 0 4llitasok ekvivalensek.

Biz.: A lemma bizonyitasdhoz feltehetjiik, hogy A’ egyetlen elemi sorekvivalenssal kaphaté A-bdl,
hiszen ha egyetlen ESA sem tudja elrontani determindns 0 voltat ill. a sorok lin. ftnségét, akkor ESA-k
sorozata sem képes erre.

A determindns tulajdonsagairdl tanultak alapjén sorcserénél a determindns (—1)-szeres lesz, sorszor-
zasnal a determinans nemnulldval szorzddik, mig sor mésik sorhoz hozzaadasakor a determinans nem
valtozik, tehat nem kaphatunk 0-bdl nemnullat vagy forditva. g

A tétel bizonyitasa: Tekintsiik azt a linearis egyenletrendszert, aminek kibovitett egytitthatématri-
xa az A matrix, jobbrél az e; egységvektorral (azaz azzal az oszlopvektorral, aminek az i-dik koordinataja
1, az 6sszes t6bbi 0) kib6vitve. Vegyiik észre, hogy ha J az A jobbinverze, akkor a J métrix ¢-dik oszlopa
egy megoldasat adja ennek az egyenletrendszernek, hiszen A - J* = e; a jobbinverz definiciéja szerint.
Tehat ha létezik jobbinverz, akkor minden i-re megoldhaté a fenti linedris egyenletrendszer. Mésfeldl,
ha ezen lineéris egyenletrendszerek mindegyike megoldhatd, akkor a megoldasokat oszlopvektorokba
rendezve, az oszlopokat pedig egy J matrixba gyljtve AJ = I, addédik, tehdt A-nak van jobbinverze.

Az inverz meghatdrozdsahoz tehédt ezeket az egyenletrendszereket probéaljuk megoldani. Azt a hasz-
nos észrevételt tessziik, hogy ehhez nem sziikséges nekiink sorban n Gauss-elimindciét elvégezni, mert
elimindlhatunk ,szimultan” is: jobbrol A mellé irunk egy I,, egységmatrixot, és igy végezziik el a Gauss-
elimindciét. Amikor az i-dik egyenletrendszer megoldasdt keressiik, akkor egyszeriien elhagyjuk a feles-
legesen hozzavett oszlopokat, és leolvassuk a megoldast.

Nézziik tehat az (A|l,) matrix Gauss-elimindcidja utdni kapott (A’|J’) redukélt 1épcsés alakot! Ha
A’ = I,, akkor az egyfeldl azt jelenti, hogy A’ mindegyik oszlopdban van vezéregyes és nincs szabad
paraméter, ezért mindegyik linedris egyenletrendszer egyértelmiien megoldhaté, azaz létezik jobbinverz,
és az nem mas, mint J'. Masfel8l, det A’ # 0, és mivel A’-t A-bSl ESA-k sorozatéval kaptuk, ezért a
lemma szerint det A # 0 is fenndall.

A maésik lehetdség, hogy A’ # I,,. Ez azt jelenti, hogy A’-nek van olyan oszlopa, amiben nincs vezér-
egyes, ezért A’ utolsé sordban sincs vezéregyes. Tehdt det A’ = 0, és a lemma miatt pedig det A = 0. Azt
kell még megmutatnunk, hogy A-nak nem létezik jobbinverze, azaz valamelyik linedris egyenletrendszer
nem megoldhaté. Mivel J' az I, matrixbdl ESA-k sorozata utén jott 1étre, ezért det I, # 0 # det J'.
Eszerint nem lehet .J'-nek csupanulla sora, igy ha J’ utolsé sordban mondjuk az i-dik koordnindta nem
0, akkor az i-dik linearis egyenletrendszer nem lesz megoldhaté a kapott tilos sor miatt. Ezek szerint

nem létezik A-nak jobbinverze sem. U

Megjegyzés: Az iménti tételnek az a része, hogy ha det A = 0, akkor A-nak nincs se jobb-, se balinverze, kénnyen iga-
zolhaté a determindnsok szorzastételébél. Tegyiik fel, ugyanis, hogy mondjuk B balinverz. Ekkor 1 = det I,, = det(BA) =
det B - det A, tehat det A # 0. Ellentmondés.

Kov.: Az A € R"™™ matrixnak pontosan akkor van inverze, ha (A|l,) Gauss-elimindcidjaval a RLA
(I,|B) alaki. Ekkor B = A~1. O

2.7 Matrix rangja

Egy matrixnak fontos paramétere, mennyire , fliggetlenek” az elemei. Mindjart meg is adunk harom-
féle médszert ennek ,,mérésére”, majd megmutatjuk, hogy ugyanarrél van szé6 mindharom esetben.

Def.: Az A n x k méretii matrix sorrangjdn az A matrixbdl kivalaszthaté linedrisan fliggetlen sorok
maximélis szadmat értjik: s(A) := dim(A;, Ao, ... A,). Az A métrix oszloprangja az A métrixbol kivé-
laszthaté linedrisan fiiggetlen oszlopok maximalis szdma: o(A) := dim(A®, A%, ... A*). Végiil az A matrix
d(A) determindnsrangja megegyezik A legnagyobb, nemnulla aldetermindnsdnak méretével. (Emlékez-
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tetiink, hogy aldetermindnson egy olyan (természetesen négyzetes) determindnst értiink, amit A néhény
sordnak és oszlopdnak elhagyasdval kapunk.)

Allitas: Tetszéleges A métrixra d(A) = d(AT) .

Biz.: Mivel négyzetes matrix determinansa megegyezik a transzpondltjanak determindnsaval, ezért
az A-beli legnagyobb nemnulla aldetermindns az A”-beli legnagyobb nemnulla aldetermindns transzpo-
naltja lesz, ezért méretiik megegyezik. O

Megfigyelés: Ha az A matrix 1épcsés alaku és k vezéregyest tartalmaz, akkor a vezéregyeseket tar-
talmazo sorok linearisan fiiggetlenek. Ha A-nak legalabb k + 1 sorat valasztjuk ki, akkor azok linedrisan
Osszefiiggdek, hiszen van koztiik (legaldbb) egy csupa-0 sor. Ha az A mdtrix vezéregyeseket nem tartal-
maz6 sorait és oszlopait elhagyjuk, akkor egy k x k méretli felsé haromszogmatrixot kapunk, aminek
a féatléja csupa-1, tehdt ennek determindnsa sem 0. Ha pedig egy legalabb (k + 1) x (k + 1) méretii
részmatrixot tekintiink, akkor annak ugyancsak lesz csupa-0 sora, igy a determinansa is 0-nak addédik.
Eszerint 1épcsés alakd métrixokra s(A) = k = d(A). Az aldbbi tétel ezt a megfigyelést dltaldnositja.

Tétel: Tetszéleges A matrixra s(A) = d(A).

A bizonyitas elétt ramutatunk egy fontos kovetkezményre.

Kov.: Tetszbleges A métrixra o(A) = d(A4) = s(A).

Biz.: A tétel szerint o(A) = dim(A', A2,...) = dim{(AT)1, (AT)s,...) = s(AT) = d(AT) = d(A) =
s(A), hasznélva az eléz6 tételt és allitdst. O

A kovetkezmény szerint mindegy, hogy egy matrix esetében melyik rangfogalomrol beszéliink, ezért
helytall6 az alabbi definicid.

Def.: Az A métrix rangja r(A) := s(4) = o(4) = d(A).

A tétel bizonyitdsahoz az alabbi segédtételt hasznaljuk.

Lemma: Tegyiik fel, hogy A’ az A matrixbdl elemi sorekvivalens dtalakitdsok egymadasutdnjdval
kaphaté. Ekkor s(A) = s(A4’) és d(A) = d(4") .

Biz.: Ahogy ezt kordbban lattuk, elegendd azt az esetet igazolni, hogy ha A’ egyetlen ESA-sal kaphaté
A-bél. Az ESA definicidjabdl adéddan A’ minden sora el64ll A sorainak linedris kombindcidjaként, vagyis
Al AL o€ (Aq, Ag, . ), gy (AL AL, ) < (Ag, Ao, .. .), tehdt dim(A’l,{lg,...) < dim(Aq, A,, .. .),
mds széval s(A’) < s(A). adédik. Kordbban mdr lattuk, hogy minden ESA forditottja is elvégezhetd
ESA-k sorozataként, ezért A’-b&l megkaphaté A is. Ebbdl a fenti gondolatmenet szerint s(A) < s(A’)
kovetkezik, amit az imént kapott s(A’) < s(A) egyenlStlenséggel dsszevetve s(A) = s(A’) addédik.

Lassuk a determindnsrangot! Elegendd azt igazolni, hogy A minden k x k méretii aldetermindnsa
pontosan akkor 0, ha A’ minden kx k méret{i aldetermindnsa 0. Tegyiik fel, hogy ez A-ra igaz, és tekintsiik
A’ egy k x k méretii B’ részmétrixdt. Ha A’-t egy sorcsere vagy egy sor konstanssal valé szorzdsival
kaptuk meg, akkor ldtjuk, hogy A-ban van egy B’-nak megfelel§ B részmdtrix, amire |B’| = |B| = 0
vagy |B'| = —|B| = —0 = 0 vagy |B’| = A\|B| = A -0 = 0 teljesiil, utébbi arra a A konstansra, amivel
az ESA soran a sort szoroztuk. Tehét sorcsere vagy sorszorzas utan minden k X k méretii determinans
0 marad. Ha az ESA sorhozzdadss volt, akkor vagy |B| = |B| = 0, vagy |B| felirhaté két A-beli k x k
méretli determindns dsszegeként. Ismét azt kapjuk, hogy |B’| =0+ 0= 0.

Hatra van még annak igazoldsa, hogy ha A’ minden k x k méret{i aldetermindnsa 0, akkor ez A-ra is
igaz. Ez a fenti gondolatmenetbdl ugy kovetkezik, hogy ismét megfigyeljiik, hogy minden ESA forditottja
elvégezhetd ESA-k sorozataként. O

A tétel bizonyitdsa: Lattuk, hogy ESA-kkal sem s(A), sem pedig d(A) nem véltozik. Végezziik
el A Gauss-eliminaciéjat, igy kapjuk A’ 1épcsds alaki matrixot. A fenti lemma és megfigyelés miatt
s(A) = s(A") = d(A") = d(A), és nekiink pontosan ezt kellett igazolnunk. O

2.8 Linearis egyenletrendszerek targyalasa matrixokkal

Tétel: Legyen A € R¥*" tetszOleges valés matrix. Az alabbi allitdsok ekvivalensek.

1) Az (A]b) kibSvitett egyutthatomatrlx leirta lineéris egyenletrendszernek (egyért.) megoldédsa van.
2) (Egyértemtien) 1étezik z € R™, amire Az = b.
) (Egyertemuen) létezik x € R™ tigy, hogy b= Y"1, Alz; .
)b E (Al ., A™) (6s Al ... A" lineérisan fiiggetlen vektorok).
) (Al Amy = (b, AL, ... ,A”} (6s Al ... A™ linedrisan fiiggetlen vektorok).
) d1m(< oo A™Y) =dim((b, AL, ... A™)) (= n) . (7) r(A) =r(Alb)(=n) .

Biz.: (1 ) <= (2): A definiciékbdl adédik. (2) <= (3): A métrixszorzasndl tett fontos megfigyelés
alkalmdval lattuk, hogy Az =b <= b=>" Az; . (3) <= (4): b-t (definicié szerint) pontosan ak-
kor generaljak az oszlopvektorok, ha el6all linedris kombindcidjukként. Az oszlopvektorok &altal generdlt

(
(
(3
(4
(5
(6
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térben pontosan akkor egyértelmii a feliras, ha e vektorok bazisat alkotjak az altaluk generdlt térnek,
azaz, ha linearisan fiiggetlenek.

(4) <= (5): b pontosan akkor van benne az oszlopvektorok terében, ha az oszlopvektorokhoz b-t hozzé-
véve nem tudunk tovabbi vektort generalni.

(5) <= (6): Az A, ..., A" vektorok pontosan akkor linearisan fiiggetlenek, ha az altaluk generalt térben
bazist alkotnak, azaz, ha a generatum dimenzidja n.

(6) < (7): Egy oszlopvektorai &ltal generalt tér dimenziéja nem mds, mint az oszlopvektorokbdl kiva-
laszthaté linedrisan fiiggetlen vektorok szama, azaz az oszloprang. Errdl pedig tudjuk, hogy a ranggal
egyenlo. O

Tétel: Az n x n méretli A egyiitthatématrixszal megadott linedris egyenletrendszer pontosan akkor
oldhaté meg egyértelmiien, ha |A| # 0.

Biz.: Ha |A] # 0, akkor a matrixok inverze kapcsan tanultak szerint A-nak létezik inverze. Innen
x= (A1 Az = A~ (Ax) = A~1b, tehdt o (ha létezik), akkor egyértelmii. Az x = A~1b vektor
viszont megoldas, hiszen Az = A(A71b) = (A- A71)b=1-b=0b. Ezzel az elégségességet igazoltuk.

A sziikségességhez tegyiik fel, hogy a megoldds egyértelmli. Az el6z8 tétel (4) része szerint ekkor
A oszlopai linedrisan fiiggetlenek. Ekkor A rangja n lesz, ezért létezik A-nak n X n méretii nemnulla
determindnsi részmétrixa, ami csakis maga A lehet. Eszerint |A| # 0. O

2.9 Linearis leképezések

Def.: Az U,V valds vektorterek kozott hatéo A : U — V fliggvény egy linedris leképezés, ha
(1) Alu+v) = Au) + A(v) Yu,veU .  (2) A(du) = )\A(ug, VAeR, VueU  teljesil
Linedrisnak tehdt a miivelettart leképezést nevezziik. Konnyen ldthatd, hogy az (1,2) tulajdonsdgok
helyett megkivanhatnank az aldbbi tulajdonsigot:

(3) A(\u + pv) = MA(u) + pA(v) VYu,v € V.V, u € R. Ha ugyanis A linedris, akkor A(Au + pv) =
A(Au) + A(pv) = MA(u) + wA(v). Mésrészt ha (3) fendll, akkor A = p = 1 esetén (1), mig p = O helyettesitéssel (2)
kovetkezik.

Az is egyszertlien (n szerinti indukciéval) bizonyithatd, hogy (3) ekvivalens a formélisan tébbet kivand
(37) A(Z;nzl )\zvz) = Z?:l )\ZA(’Ui) Vn € N, Yui,v9,...,0, € ‘/,VAl, Ao, ... s A €ER
feltétellel. Eszerint a linearis leképezés nem mds, mint olyan leképezés, ami tetszOleges linearis kom-
bindciét a képek ugyanolyan egyiitthatds linearis kombindciéjaba képez. Az U és V' kozotti linearis
leképezések halmazdt Hom (U, V) jelsli. Az A : V — V (azonos terek kozott hatd) linedris leképezést
linedris transzformdcionak hivjuk.

Megfigyelés: Ha A : U — V egy linedris leképezés, akkor sziikségképpen A(0) = 0 teljesiil, ahol az
els6 0 az U, a méasodik pedig a V' tér nullvektora, hiszen .A4(0) = A(0 + 0) = A(0) + A(0), és mindkét
oldalhoz az A(0) vektor ellentettjét hozzdadva 0 = A(0) adédik. O

Példa: (1) A sikvektorokon az x tengelyre vetités,
2) a stkvektorokon az origé koriili (nytdjtva)forgatds,

)
3) a stkvektoroknak egy origén dtmend egyenesre tiikrozése,
)

a b02c—a

4) a 2 x 2-es matrixokhoz 2 x 3-as matrixok hozzarendelése (c Z) — (d d a4 ) szerint,

5) A polinomok vektorterén a derivélds, azaz p(z) — p'(z). A mivelettartds a derivilds azonossdgai
miatt igaz: (p + q)'(x) = p'(z) + ¢'(2), ill. (Ap)'(z) = Ap'(z).

Allités: A linedris leképezést egyértelmiien meghatarozzak a baziselemek képei. Pontosabban: Ha U
és V valds vektorterek, az wuy,uso, ..., u, vektorok az U bazisat alkotjdk és vy, vs, ..., v, tetszbleges, V-
beli vektorok, akkor pontosan egy olyan A € Hom(U, V') linedris leképezés 1étezik, amire A(u;) = v; Vi.

Megjegyzés: A fenti allitds egyik haszna, hogy segitségével konnyen meg tudunk adni egy lined-
ris leképezést (t.i. egy tetszéleges bézis vektorainak képét kijelslve), és ez remekiil jon, ha valamilyen
specialis tulajdonsagot kielégito linearis leképezést kell konstrualnunk példaul a zh-ban.

Biz.: Tegyiik fel, hogy létezik a kivant linearis leképezés, megmutatjuk, hogy egyértelmii. Le-
gyen ugyanis u € U tetsz6leges vektor. Ekkor u egyértelmiilen &ll el6 az U adott bazisdnak li-
nedris kombindciGjaként, mondjuk u = Y1, \ju; alakban. Ekkor A feltételezett linearitdsa miatt
Alu) = AT Niwi) = Do MA(w;) = Yo Aivg, tehdt (ha A valéban létezik, akkor) A(u) egy-
értelmiien meghatarozott.

Csupéan azt kell ezek utdn bebizonyitani, hogy az imént definialt A leképezés linearis, azaz miivelet-
tart6. Legyen mondjuk u = Y"1 | Njui, v =D, wiu; és X € R. Az sszeaddsra az adddik, hogy
Al + ) = ACGZE Mg + S5 pawi) = AQSE Miwi + pawg) = AT (N + pa)ua) 520 (N +

7Itt hasznéljuk, hogy A-t hogyan definidltuk a bézis linedris kombinacidin.

(
(
(
(
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W)U = Do AN+ pivy = Do Nvs + Do vy = Au) + A(v),
Def.: Az A: U — V linedris leképezés magtere KerA := {u € U : A(u) = 0},
képtere pedig ImA := {A(u) : u e U} . )
Szavakban: a magtér mindazon U-beli vektorokbdl &ll, amik a V' tér nullvektordba
képzbédnek, a képtér pedig a V' tér mindazon elemeinek halmaza, amik eléallnak va-
lamely U-beli vektor képeként. (Ld. az dbrat.)
Példa: A linedris leképezésre adott korabbi példdkban (1) az x tengelyre vetités-
nél a képtér az x, a magtér az y tengely, (2-3) az origd koriili (nyijtva)forgatas ill.
origén athaladé tengelyre tiikrozéskor a képtér a teljes sik, a magtér pedig egyediil az |
origét tartalmazza. —

A (4)-beli 2 x 2-es matrixok leképezésekor rendre az (m 0y ) ill. a (2§ 8) alakd matrixok alkotjak

z z 3z
a képteret ill. a magteret.

Az (5) derivilds esetén a képtér az Gsszes valds polinom halmaza (hisz minden polinomnak van
primitiv fiiggvénye, ami polinom), a magtér pedig a konstans polinomok halmaza.

Allitas: Ha A € Hom(U, V), akkor KerA < U és ImA < V, tehdt a magtér ill. képtér neviikhoz
méltéan egyarant alterek.

Biz.: Elegend6 azt igazolni, hogy mindkét halmaz zart a miiveletekre. A magtér esetén, ha u,v €
KerA és A € R, akkor A(u +v) = A(u) + A(v) = 0+ 0 = 0, azaz u + v € KerA, ill. A(\u) =
AA(u) = A0 = 0, tehat Au € KerA. A képtérre pedig tetszéleges A(u), A(v) € ImA és A € R mellett
A(u) + Aw) = A(u +v) € ImA, ill. M (u) = A(Au) € ImA adddik. O

Dimenziététel: Ha A : U — V linedris leképezés, akkor dim KerA4 + dim ImA = dim U.

Biz.: Legyen B’ := {b1,ba,...,br} a KerA vektortér egy bdzisa. Mivel B’ fiiggetlen az U vek-
tortérben, ezért létezik U-nak egy B’-t tartalmazdé bézisa, mondjuk B = {b1,ba,... bk, bpt1,--.,0n}
. Vildgos, hogy dimKerA = k és dimU = n, igy azt kell csupdn igazolni, hogy dimImA = n — k.
Ezt gy bizonyitjuk, hogy megmutatjuk, hogy az A(bg+1), A(bgs2),- .., A(by) vektorok az ImA tér egy
bézisa. Azt kell tehdt igazolnunk, hogy az emlitett vektorok generalnak minden Im.A-beli vektort, ra-
adésul fiiggetlenek. Legyen tehdt A(u) a képtér egy tetszSleges vektora. Legyen az u = Y., \ib; az
u elééllitésa a B bazisban. Ekkor A(u) = A(D 7, Aibi) = Yo7 MiA(bi) = D00, 1 AA(Dg), hiszen
A(by) = A(b) = ... = A(bg) = 0, tehét valéban generdtorrendszerrel van dolgunk. A linedris fiiggetlen-
séghez tegyiik fel, hogy a 0 eléall linearis kombindcidként: 0 = Y77, | A A(bi) = A(D;_, 1 Aibs), tehat
u = Z?:k-&-l Xib; € KerA. De ekkor az u vektor felirhaté a B’ bazisban, azaz a by, ba, ... by vektorok
linedris kombindciéjaként is: u = 25| p;b; = S0, ) Aiby, ahonnan 0 = S5 (—pa)bi + S0, ) Aiby,
ami a B bézis linedris fiiggetlensége miatt csakis trividlis linedris kombindcié lehet. Eszerint A1 =
Ak42 = ... = A, = 0, azaz a kiindulasi linedris kombinacié is trividlis volt, a szébanforgd rendszer
valéban fiiggetlen, igy csakugyan az ImA tér bazisa. O

Def.: Az A: U — V leképezés izomorfizmus ha linedris (azaz A € Hom(U, V')) és bijekci6 (azaz kolcsdnodsen egyértel-
mi). A R feletti U és V vektorterek izomorfak, ha létezik koztiik izomorfizmus. Jelolése: U &2 V.

Allitas: (1) Az A: U — V lin. lekép. (izomorfizmus) <= KerA = {0} és ImA = V.

(2) Ha dimV = n, akkor V = R"™. (3) Ha U,V R feletti, végesen generdlt, val6s vektorterek, akkor dimU = dimV <=
Ux~>V.

Biz.: (1): =: Ha A izomorfizmus, akkor bijekcié, igy ImA =V, és A~1(0) = 0 miatt Ker.A = {0}.

<: A kolcsoénos egyértelmiiséget kell igazolni. Minden elem el8all képként, hisz ImA = V. Ha A(u) = A(v), akkor
0= A(u)— A(v) = A(u—), azaz u—v € KerA, tehat 0 = u— v, vagyis u = v. Azt kaptuk, hogy A csakugyan kélcséndsen
egyértelmd.

(2): Legyen B a V vektortér egy (n-elemfil) bdzisa. Kénnyen ladthaté, hogy ha minden V-beli vektornak megfeleltetjiik
a koordindtavektordt (sorvektorként felirva), akkor egy bijektiv linedris leképezést kapunk R™-be, és ez bizonyitja az

izomorfiat.
(3): (2) alapjén U 2 R™ 2V, ami azt jelenti, hogy U =2 V. O

2.9.1 Linearis leképezések matrixai

A lineéaris leképezések tanulményozasanak fontos eszkoze a hozzajuk rendelt matrixok vizsgédlata.
Def.: Legyen A € Hom(U, V) lineéris leképezés, By = {uy,ua,...,un} az U, By = {v1,v2,...,0m}

pedig a V béazisa. Az A leképezés mdtrizdt a By és B bazisokban az aldbbi médon irjuk fel:

[A] g; = ([A(u1)] B, [[A(u2)] B, | - - - [[A(un)]B,), azaz egy olyan m X n-es matrixrdl van sz6, aminek i-dik

oszlopa az u; bézisvektor A(u;) képének koordindtavektora. Masképpen kifejezve, ha u; képe A(u;) =

Z;,”:l )\j-vj alakban all el6 a By bazisban, akkor az [A]g; matrix j-dik sordnak i-dik eleme )\; lesz.
Nézziik meg, hogyan kaphatjuk meg a leképezés matrixanak ismeretében egy u vektor koordinata-

vektorabdl az A(u) vektor koordindtavektorat. (Ertelemszertien a By ill. By bazisban felirt koordiné-
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tavektorokrdl beszéliink.) Meg kell hatdroznunk tehdt, hogy egy u = Y ., pu; vektor képét hogyan
irhatjuk fel a vy, ...v,, bazisban. Hat lassuk:

A(w) = AT, piw) = Y0 wiAw) = YL (T Novy) = S Y (M) =
Doy Dy Ny = DT oy SO N = DT (D0 piN;)vj, tehdt a keresett koordindtavektor egy
olyan, m-elemii oszlopvektor, aminek j-dik koordinatéja Z?Zl ui)\z». Ha jél megfigyeljiik, éppen azt kap-
tuk, hogy a leképezés matrixaval vald szorzas megadja a leképezést a koordinatavektorokon. Ezt irja le
az aldbbi tétel.

Allitas: A € Hom(U,V), By C U és By C V bézisok = [A(u)]p, = [A]p![u]p, Yu € U. (Tehit,
ha a linedris leképezés matrixat megszorozzuk egy u vektor koordinatavektordaval, akkor u képének
koordinatavektorat kapjuk.)

Megjegyzés: A fenti tétel lényege, hogy ha rogzitjitk az U és V terek egy-egy bézisat (és ezdltal e
vektorterek vektorait azonosithatjuk a koordindtavektoraikkal), akkor a linedris leképezésekre gondol-
hatunk dgy is, mint (dim V' x dim U) méretli métrixokra, magédra a lineéris leképezésre pedig, mint a
megfelel6 matrixszal valé szorzésra.

A linedris leképezések Hom(U, V) halmazan miiveleteket is értelmezhetiink.

Def.: A,B € Hom(U,V) és A € R-re (A + B)(u) := A(u) + B(u) ill. (AA)(u) := A(A(u)) definidlja az A + B,\A
leképezéseket.

Megfigyelés: Ha A, B € Hom(U,V) és A € R, akkor A+ B,A\A € Hom(U,V), azaz linedris leképezések Osszege
és skaldrszorosa is linedris leképezés. E miiveletekkel Hom(U, V) szintén valds vektortér, és ez a vektortér izomorf a
dim V X dim U méret{i valés métrixok alkotta vektortérrel. Konkrétan, A + B métrixa [A]g; + [B] g;, AA maétrixa pedig
)\[A}g; lesz, ahol By az U és By pedig a V egy bdzisa. (Tehdt sszegleképezés mdtrixa a megfelel§ matrixok Osszege,
skaldrszoros leképezésé pedig a métrix skaldrszorosa lesz.)

Biz.: (A+ B)(u +v) = A(u+v) + B(u + v) = A(u) + A(v) + B(u) + B(v) = (A(u) + B(w)) + (A(v) + B(v)) =
(A+B)(u) + (A+B)(v), ill. (AA)(ku) = A(A(r)u) = A(kA(w)) = K(A(A(u))) = kK(AA(u)), tehdt A+ B, A € Hom(U, V).

Rogzitsiik az U ill. a V' tér By ill. By bézisat. A leképezéxmétrix definicidja szerint A+ B méatrixdnak i-dik oszlopa a B
béazis i-dik vektora (A + B)(b;) képének koordindtavektora lesz, ém (A + B)(b;) = A(b;) + B(b;) miatt ez nem m4s, mint a

1

[A]g; maétrix ¢-dik oszlopanak és a [B]g métrix i-dik oszlopdnak Osszege. A skalarral valé szorzdsra vonatkozé bizonyitést

az olvasora bizzuk. Ezek szerint a linearis leképezések maétrixos felirdsa valéban megadja a méatrixok vektorterével vald
izomorfidt. O

A fentieken til értelmezhetd linedaris leképezések szorzata is.

Def.: A € Hom(U,V), B € Hom(V, W) esetén a BA : U — W leképezést a
(BA)(u) :== B(A(u)) (V u € U) képlettel értelmezziik. (Azaz két linearis leképezést
ugy szorzunk 6ssze, hogy egymés utan alkalmazzuk azokat. (Sziikséges persze, hogy
az elsének alkalmazott leképezés képtere benne legyen a masodiknak alkalmazott
értelmezési tartomanydban.))

Megfigyelés: Ha A € Hom(U,V) és B € Hom(V, W), akkor BA € Hom(U, W), azaz linedris leké-
pezések szorzata is linedris leképezés.

Biz.: Ha u,v € U és A € R, akkor (BA)(u +v) = B(A(u +v)) = B(A(u) + A(v)) = B(A(u)) +
B(A(v)) = (BA)(u) + (BA)(v), ill. (BA)(Au) = B(A(Au)) = B(AA(u)) = AB(A(u)) = M(BA)(u). O

Vizsgaljuk meg, mi is lesz a fenti megfigyelésben szereplé B.A leképezés métrixa. Rogzitsiik ezért
rendre az U,V ill. W terek egy-egy bézisit: Bi-t, Bo-t ill. Bs-at. Vizsgaljuk meg, mi lesz a [BA]g;
matrixnak (mondjuk) a j-dik oszlopa, azaz, mi lesz a By bazisbeli b; vektor képének (azaz a (BA)(b;) =
B(A(bj)) vektornak) a Bs bazis szerinti koordinatavektora! A leképezés matrixarél korabban tanultakat
a B leképezésre alkalmazva az adddik, hogy a kérdéses oszlopot gy kapjuk, hogy a B leképezésnek a Bs
és Bs bézisokban felirt [B] gi métrixdt megszorozzuk a b; vektor A leképezés szerinti A(b;) képének By

bézis szerinti koordindtavektoraval (azaz az [A(b;)]p, oszlopvektorral). Am vegyiik észre, hogy A(b;)
1

3
j-dik oszlopa éppen a [B]gg métrixnak és az [A] g; matrix j-dik oszlopanak szorzata. Ha pedig konrétan
a j-dik oszlop i-dik elemére vagyunk kivancsiak, akkor ezt a fentiek szerint dgy kaphatjuk meg, mint
a [B]gi matrix ¢-dik soranak és az [.A]g; matrix j-dik oszlopanak szorzata. Honnan is ismerds ez a
sor-oszlop szorzas? Az aldbbi éllitas adja meg a valaszt.

Allitas: Ha A € Hom(U,V), B € Hom(V, W) és By, By ill. Bs rendre az U,V ill. W terck egy-egy
bézisai, akkor [BA]g; = [B] gi -[A] g;, azaz linedris leképezések szorzatanak métrixa azonos a leképezések
matrixainak szorzataval (egyez6 bézisok esetén). O

Koév.: Ha C € R™*" B € R"*F és A € R¥*! tetsz6leges matrixok, akkor (C - B)- A= C - (B - A),
azaz a matrixszorzds asszocidtiv (feltéve, hogy a miiveletek elvégezhetdek).

Biz.: A megfelel§ matrixokat tekinthetjiik egy-egy lineéris leképezésnek, nevezetesen C' € Hom(R",R™), B €
Hom(R¥,R™) ill. A € Hom(R!,R¥), és ekkor (C - B) - A a annak a linedris leképezésnek lesz a mitrixa, amit az
u — (CB)(A(u)) formula definidl tetszéleges u € R™ esetén, mig a C - (B - A) métrix annak a linedris leképezésnek
lesz a madtrixa, amit az u +— C(BA)(u))) formula ad meg. Mivel (A, B,C-t most linedris leképezéseknek gondolva)

definici6 szerint nem mds, mint az [A]g; métrix j-dik oszlopvektora. Eszerint a keresett [BA]5! matrix
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(CB)(A(u)) = C(B(A(u))) = C((BA)(u)), ezért a két fenti linedris leképezés azonos, igy (az ugyanazon bdzisokban
felirt) matrixaik sem kiilonb6zhetnek. O

2.10 Linearis transzformacidk és matrixok sajatértékei, sajatvek-
torai és sajatalterei

Egy A linedris leképezés esetén egy vektor ,kiilonlegesnek” szdmitott, ha a nullvektorba képz8dik (hisz a nullvektor egy
Hkiilonleges” vektora a vektortérnek). Ezek a vektorok alkottdk a Ker.A magteret. Ha azonban linedris transzforméciérol
van sz0, akkor amint régzitiink egy v vektort, az értelmezési tartomanyban mar nem csak a 0 lesz ,kiilonleges” vektor,
hanem v (és annak konstansszorosai) is. Tehdt nemcsak tigy johet létre érdekes szitudcié, ha egy vektor a 0-ba képzddik,
hanem ugy is, ha egy vektor fix pontja a leképezésnek, azaz 6nmagaba képzddik. S6t, az is érdekes szituicid, ha egy vektor
képe a sajat konstansszorosa. Ez motivalja a most kovetkezd szakaszt.

Def.: Legyen A : V — V egy linedris transzformacid, v € V egy vektor a térbdl és A € R
egy skalar. A v € V vektort az A transzfomécié \ sajdtértékhez tartozd sajdtvektordnak nevezziik, ha
(1) v # 0 és (2) A(v) = A - v teljesiil. Ha A az A transzformécié egy sajétértéke (azaz tartozik hozza
sajatvektor) akkor a A-hoz tartozé sajdtaltér a nullvektorbdl és a A-hoz tartozd sajatvektorokbdl all:
{veV:A(Ww) =X v}

Az R™ vektortéren haté linedris transzforméciora példa egy tetszbleges m X n méretiit A € R"*"™
méretli matrixszal val6 szorzds, azaz az © — A - x hozzdrendelés. (Az el6z6 szakaszban azt lattuk egyéb-
ként, hogy minden véges dimenziés vektorterek kozott hatd linearis leképezés a koordinatavektorokon
matirxszorzasként hat, ezért az R™ tér minden linedris transzformécidja egy n x n méretii matrixszal vald
balszorzas.) fgy specidlis linearis transzforméaciokra: a négyzetes matrixszal valé szorzasra is elmondhat-
juk a fenti definiciot.

Def.: Legyen A € R™*"™ egy négyzetes métrix, v € R™ egy oszlopvektor, és A € R egy skalar. A v
vektort az A métrix \ sajdtértékhez tartozd sajdtvektordnak mondjuk, ha (1) v #0és (2) A-v=X-v.

(A fenti definiciéban 0 a szokdsos médon a csupa 0-kbol allé oszlopvektort jeloli.) A tovabbiak-
ban altalaban foglalkozunk a linedris transzformécidkkal, igy a megallapitdasaink az iménti definiciéban
szerepl0 métrixszorzds esetére is érvényesek lesznek.

Megjegyzés: Vegyiik észre, hogy A = 0 pontosan akkor sajatérték, ha a Ker.d magtér nem csak a
nullvektorbdl 4ll. Ebben az esetben a A = 0-hoz tartozé sajataltér megegyezik a magtérrel.

A definicié (1) feltétele valdjaban technikai dolog, azért vettiik elére, hogy ne felejtsiik el (mondjuk
a vizsgan). Azért van ra sziikség, mert e nélkiil nem volna igaz az aldbbi tétel.

Tétel: (1) Linedris transzformdacié minden sajatvektora pontosan egy sajatértékhez tartozik.

(2) Barmely A sajatértékhez tartozé sajataltér a V' vektortér altere.

Biz.: (1): Ha v sajatvektor, akkor 0 # v. Tegyiik fel, hogy A(v) = Av és A(v) = pv. Ekkor Av = pw,
azaz (A — p)v = 0. Tanultuk, hogy skaldr és vektor szorzata csak gy lehet 0, ha v = 0 vagy A — u = 0.
Az els6 eset kizart, ezért A = pu, tehdt minden sajdtvektor pontosan egy sajatértékhez tartozik.

(2): Legyen V) := {v € V : A(v) = X - v} a vizsgdlt halmaz, melynek altér voltat kell igazolnunk.
Azt kell csupdn megmutatni, hogy ha u,w € V), és p € R tetszdleges skalar, akkor u + w, pu € V.
Természetesen ez is a linearitdsbdl kovetkezik: A(u+w) = A(u) + A(w) =A-u+ A -w =X\ (u+w) ill.
A(pu) = p- A(u) = p- (A - u) = (uA)u = X (pu) - O

Vizsgaljuk meg, mit jelent az, hogy A egy A transzformécié sajatértéke! Ekkor a A-hoz tartozé
barmely v sajitvektorrad(v) = Av teljesiil, azaz A(v) — Av = 0. Jelolje id azt az (in. identikus) linedris
transzforméciét, ami minden vektorhoz énmagat rendeli. Nyilvan Aid is lineéris transzforméacio, ami
minden vektorhoz a A-szorosat rendeli, és a legutébbi osszefiiggés gy irhaté fel, hogy (A — A -id)v = 0.
Konnyen lathatd, hogy A — Aid is egy linedris transzformdcié (konkrétan, egy w vektorhoz (A(w) — Aw)-t
rendel), és az a tény tehét, hogy A az A transzformécié sajatértéke, tigy fogalmazhaté meg, hogy az
A — Xid linedris transzformécié a v # 0 vektort a 0-ba képzi. Legyen B a V vektortér egy bdazisa, és
tekintsiik az A transzformdcié [A]B matrixdt. Tudjuk, hogy a koordindtavektorokon az A leképezés gy
miikodik, hogy ezzel a matrixszal kell balrél szorozni, ezért az a tény, hogy A sajatérték, azaz, hogy
A — Xid egy nemnulla vektort 0-ba visz, gy mondhaté el, hogy a [A]B — Al métrixot egy nemnulla
koordinatavektorral jobbrél megszorozva megkaphatjuk a csupa-0 vektort. Ez pedig pontosan azt jelenti,
hogy a [A]B — AI métrix oszlopai nem linedrisan fiiggetlenek (az eldbbi vektor koordinétéi adjik meg a
0-t el84llit6 nemtriviélis linedris kombindcié egyiitthatdit). Azt kaptuk, hogy az oszloprang kisebb, mint
az oszlopok szdma, és mivel négyzetes matrixrdl van szo, ez a determinansranggal kifejezve azt jelenti,
hogy a [A]B — Al matrix determindnsa 0. Bebizonyitottuk tehat, hogy det([A]5 — AI) = 0 pontosan
akkor teljesiil, ha A az A transzformécio sajatértéke, rdadasul ez a tény fiiggetlen a felirashoz hasznalt
B bazistol.
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Def.: Az A:V — V lineéris transzforméci6 karakterisztikus polinomja k4(\) := det([A]B — X - 1),
ahol B a V vektortér egy tetszOleges bazisa.

Tétel: (1) A karakterisztikus polinom a A véltozénak egy n-edfoku polinomja, ahol n = dim V.

(2) A karakterisztikus polinom fiiggetlen a felirdsdhoz haszndlt béazistdl.
(3) A X € R skaldr pontosan akkor sajitértéke az A transzformdciénak, ha k() = 0, azaz A gydke a
karakterisztikus polinomnak.

Biz.: (1): A determinédns definicidjara gondolva a karakterisztikus polinom olyan n-tényezds szorza-
tok elbjeles Gsszege, ahol a szorzatok tényezéi az [A]5 — A - I métrix elemei. E matrix minden eleme
egy legfeljebb elséfoku polinomja A-nak, ezért minden szorzat egy legfeljebb n-edfokd polinom, igy a
determindns is az. Egy szorzat pontosan akkor lesz n-edfoki, ha minden tényezdje elséfoki. Marpedig
pontosan a féatléban szerepelnek az elséfokd elemek (—1 a féegyiitthatéjuk), {gy pontosan egyetlen
n-edfokud tagja lesz a determindnst meghatérozé dsszegnek (aminek a féegyiitthatéja egyébként (—1)™
lesz). A determindns tehdt csakugyan A egy pontosan n-edfokd polinomja.

(2): Nem bizonyitjuk. (Jegyezziik meg, hogy maga az allitds fontos (hiszen ez mutatja, hogy a karakte-
risztikus polinom fogalma j6ldefiniélt), bizonyitdsa nemtrivialis.)
(3): A karakterisztikus polinom definiciéja eltti gondolatmenet pontosan ezt igazolja. O

Hogyan szamithatjuk ki egy adott A linedris transzformécié sajatértékeit és sajatvektorait? Rogzi-
tiink egy B bdzist, és felirjuk a transzformécié [A]5 métrixat ebben a bazisban. A métrix fé4tléelemeibél
kivonunk A-t, és az igy kapott matrixnak kiszamitjuk a determinansat, azaz meghatarozzuk a karak-
terisztikus polinomot. Valahogyan meghatarozzuk a karakterisztikus polinom gyokeit. Pontosan ezek a
gyokok lesznek A sajatértékei. Egy adott A-hoz tartozo sajataltér meghatérozasa pedig ugy torténik,
hogy megoldjuk az ([A]5 — M)z = 0 linedris egyenletrendszert, és a megolddsul kapott z-ek lesznek a
A-hoz tartozd sajataltérbeli vektorok koordinatavektorai.

20 -3
Példa: Tegyiik fel, hogy az A leképezés matrixa A = (O 2 5) valamely bédzisban. A karakterisztikus polinom
11 O
2= 03 2-1 5 0 -3
(oszlop szerint kifejtve) 02-X 5[=(2—-X)- T x| Tl ey 5/=@=NEA2-A)-5)+3(2-)) =
1 1 =X

2= =22-2)= 2=\ = (1+v3)(A = (1 —/3)) . Eszerint a sajatértékek A =2, A\ =1++/3 és A =1 —+/3.
A X\ = 2-héz tartozé sajétérvektorokra az igaz, hogy (A — 2 - I)xz = 0, vagyis olyan linedris egyenletrendszer megolddsait
keressiik, amelynek kib&vitett egyiitthatématrixa és annak Gauss-elimindciéja az aldbbiak szerint néz ki:

00 =30 11 -2|0 11 -2|0 11 -2|0
00 5/0 — 00-30 — 00 1|0 — 00 1|0 A sajitaltér elemei az z = (z1,x2,z3) megolddsok lesznek,
11 -2|0 00 50 00 5|0 00 0|0
tehdt zo € R szabad paraméter, z3 = 0 és 1 = —xz2 adddik. Vagyis a sajitaltér elemei a (—z2,x2,0) alaki vektrok

lesznek, és xo # 0 esetén ezek éppen a A = 2 sajatértékhez tartozé sajitvektorokkal lesznek azonosak.
Cayley-Hamilton tétel: Minden linedris transzformécié gydke a karakterisztikus polinomjénak, azaz k4 (A)(v) = 0
minden v € V vektorra. (Mds széval, k4(A) a nulla transzformécié. Egy harmadik megfogalmazds szerint, ha k4(\) =
ap A" +an_1 A" 4. . 4 a1 A+ ag, akkor tetszSleges v € V vektorra agn - A" (v) +an—1 A" () +...+a1- A(w)+ag-v =0
teljesiil, ahol az AP linedris transzforméaciét az AF(v) := A(A(....A(v)...)) k-szoros iterdlt definidlja.) O



3. fejezet

Kombinatorika, grafelmélet

3.1 Elemi leszamlalasok

//////

rogzitett, egymastél megkiilonboztetheté elembdl kivalasztott k kiillonbozo elem egy sorrendjét értjiik.
Azaz kivalasztunk egy elsé elemet az n koziil, egy téle kiilonb6z6 masodikat, stb, végiil az eddigiektdl
kiilonb6z6 k-adikat. V(n, k) jeloli n elem k-adosztalyu varidciéinak szdmat.

Példa: A fenti varidciéfogalomra egy lehetséges példa, ha azt kérdezziik, hogy egy n versenyzd
részvételével megrendezett kerékparversenyen az elsé k befutd sorrendje hanyféle lehet.

A kérdés értelemszertien V(n, k) értéke. Vildgos, hogy V(n,0) = 1,V (n,1) = n. Az is latszik, hogy
V(n,k) =V (n,k—1)-(n—k+1), hiszen minden szébajové sorrendet meghatarozhatunk ugy, hogy elészor
k — 1 elemet rakunk sorba, majd a k-dik elemet tetszélegesen kivéalasztjuk az eddig ki nem valasztott
n—k+ 1 elem koziil. Innen V(n,k) =n-(n—1)-... - (n —k+ 1) adédik.

. [ . 1 han=20

Def.: Az n természetes szam faktoridlisa n! := 1.9 n hans0

A fenti jeloléssel V(n, k) = %5 adodik.

Def.: Legyen k,n € N. Ekkor n elem k-adosztdlyd, ismétléses varidcidja alatt egy olyan k hosszi
sorozatot értiink, aminek tagjai n db, egyméstol megkiilonboztethetd elem koziil keriilnek ki, gy, hogy az
n elem barmelyikét tetszélegesen sokszor felhasznédlhatjuk a sorozatban. Az emlitett ismétléses varidcidk
szdmét Vigm (n, k) jeloli.

Példa: Az ismétléses varidcié kapcsdn a Tour de France kerékparos vetélkedd egy versenynapjéra
gondolhatunk, és megkérdezhetjiik, hogy ha az adott napon n versenyz6 indult, és k etap (azaz rész-
tav) volt (ezek mindegyikénél az elsé néhdny befuté pontokat szerez), akkor hanyféle lehet az aznapi
etapgy6ztesek sorrendje.

Hasonldan a fenti gondolatmenethez, itt Vig,m(n,0) = 1, Vign(n, 1) = n, ill. k > 1 esetén Vg (n, k) =
Vism(n, k — 1) - n, ahonnan Vi, (n, k) = n*.

Def.: Legyen n € N. Ekkor n elem egy permutdcioja az n db, egymastol megkiilonboztetheté elem
egy sorbarendezését jelenti.

Példa: Tegyiik fel, hogy n ellentrzésen kell atjutnunk, mindegyiken egy-egy jelszé bemondéasaval,
és ha rossz jelszéval prébalkozunk, azonnal veszitiink. Ha ismerjiikk az n jelszét, de nem tudjuk, hogy
azok melyik ellen6rzési pontokhoz tartoznak, akkor a feladatunk az, hogy eltalaljuk a jelszavak azon
permutaciéjat, ami szerint azokat bemondva atjutunk az ellenérzéseken.

A definicidkbdl azonnal adédik, hogy n elem permutécioi azonosak az n elem n-edosztalyu varidcio-
ival, igy a fentiek szerint a szamuk g—!! =n!.

Def.: Legyen kq, ko, ...,k € N rogzitett szamok és n := ki + ko + ... + k; . Ekkor n elem ismétiléses
permutdcidja alatt [ féle elem egy olyan n hosszu sorrendet értiink, amiben az i-dik elem pontosan k;-szer
jelenik meg minden 1 < ¢ <[ esetén.

Példa: Ha tudjuk, hogy egy héten minden nap 6t 6rank van az altaldnos iskoldban, és ismerjiik az
egyes tdrgyak heti 6raszamait (legyenek ezek k1, ko, ..., k;, amikre természetesen k1 + ko + ...+ k; = 25
teljesiil), akkor a lehetséges érarendek szama éppen a 25 6ra ismétléses permutdcidinak szama. (A példa
pindurit sdnta, mert nem valészinii olyan nap, hogy testnevelés-ének-rajz-technika-osztalyfénoki legyen

a beosztés.)
Megjegyzés: 1. Az ,n elem ismétléses permutécidja’ elnevezése nem teljesen pontos. Ugyanis amikor errdl beszéliink,
akkor azt mindig tgy értjiik, hogy az [ és a k;-k értékek is rogzitettek.

29
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2. Ha minden k; értéke 1, akkor az ismétlés nélkiili permutécié fogalméhoz jutunk vissza. Az ismétlés nélkiili permutédciénak
tehat két lehetséges altalanositasat lattuk: az ismétlés nélkiili varidciot, ill. az ismétléses permutaciot.

Az ismétléses permutdcidck szaménak kiszdmitasdhoz az {1,2,...,n} halmaz minden eleméhez ren-
deljiik a sorbarendezendd [-féle elem valamelyikét gy, hogy az i-dik fajta elemet pontosan k; db szam-
hoz rendeljiik. Vildgos, hogy a fenti hozzdrendeléssel az {1,2,...,n} halmaz elemeinek minden egyes
permutaciéja meghataroz egy ismétléses permutédciét. Masfel6l, minden egyes ismétléses permutécié az
{1,2,...,n} elemeinek pontosan ugyanannyi permutdciéjabdl kaphaté meg: ha ugyanis egy rogzitett
ismétléses permutaciét szeretnék megkapni, akkor minden egyes k; méretii halmaz elemeit az ismétléses
permutdcié dltal meghatdrozott pozicidkra kell tetszolegesen szétosztani. Ezt csoportonként k;!-féleképp
tehetjiik meg, a csoportonkon egymédstol fiiggetleniil, tehat minden egyes ismétléses permutédciét éppen
kpl- kol ... - k! permutécié hatdroz meg. Mivel az {1,2,...,n} ismétlés nélkiili permutdcidinak szdma
n!, ezért az ismétléses permutaciok szamara a W’kl, formula adodik.

Megjegyzés: 1. A %ﬂ;{)'
léses permutécidk szamat irja le, ezért bizonyosan egész. Ezzel tehat egy algebrai tényt kombinatorikus tton igazoltunk.
2. Figyeljiikk meg, hogy az ,ismétléses” jelzé a varidcidk ill. permutdcidk esetén kiilonb6z6 dolgot jelent: varidcidk esetén
tetsz6leges szdmu ismétlédés megengedett, permuticiékndl minden elemrdl adott, hogy hdnyszor ismétlédik.

Def.: Legyen k,n € N, k < n. Ekkor n elem k-adosztdlyd kombindcidjin egy (régzitett) n elembdl
all6 halmaz egy k-elemfii részhalmazdt értjiik. Az n elem k-adosztdlyi kombindcidinak szédmat (azaz az
n-elemfi halmaz k-elemii részhalmazainak szdméat) C(n, k) jeloli.

Példa: A legkézenfekvébb példa talan a lottéhizédsok lehetséges kimeneteleinek szama: 90 lehetséges
szdmbdl az 5 nyerszamot C(90, 5)-féleképp lehet kivallasztani, hisz a kihiizds sorrendje nem szamit.

Vegyiik észre, hogy n elem minden k-adosztaly varidcidja egyértelmiien meghatéaroz egy k-adosztalyu
kombinéciot: egyszeriien el kell feledkezni a kivélasztott k elem sorrendjérdl. Az is azonnal l4tszik, hogy
minden egyes k-adosztalyu kombinacié annyi k-adosztalyu varidciobdl szarmaztathatd, ahdanyféleképpen
a kivalasztott k db elemet sorba lehet rakni, azaz k! db-bol. Ezért C(n, k) = V(Zl’k) = (nfli!)!k!'

Megjegyzés: Az fenti kombindciéfogalom ismét specidlis esete az ismétléses permutaciénak: ha n elembél akarok k-t
kivédlasztani, akkor feltehetem, hogy az n elemnek van egy rogzitett sorrendje. Ebben a sorrendben minden elemrdl meg
kell mondanom, kivélasztottam-e vagy sem, radadasul ezt igy, hogy pontosan k-t védlasszak ki. Vagyis egy olyan n hosszi

sorrendrél van szé, amiben a ,,kivalasztva” k-szor, a ,,nem kivalasztott” pedig (n — k)-szor jelenik meg. Ez pedig az n
elem egy olyan ismétléses permutécidja, amire k1 =k és ko =n —k .

Def.: Jelolje (Z) = 7(71_’};)!%! az ,n alatta k7 (vagy ,n alatt a k7 7) mdédon kiolvasott d.n. binomidlis
egyiitthatdt. A fenti jelsléssel C(n, k) = (}) adédik.

Megjegyzés: 1. Ranézésre itt sem vilagos, hogy (Z) egész szam, de kombinatorikus dton ez azonnal adédik, hisz egy
halmaz méretét adja meg. (Persze ezt méar ladttuk az ismétléses permutédcicknal.)
2. (Z) = (nﬁk): algebrai uton is vildgos, de abbdl is ldtszik, hogy n elem koziil k£ elem kivalasztdsa ugyanaz, mint n — k
elem ,otthagyasa’, vagyis a megmaradé n — k elem kivélasztésa.
3. Ha k > 1, akkor (Z) = (";1) + (Z:}) Rogzitstink ugyanis egy = elemet az n elem koziil. Ha most n elem kozil k-t
vélasztunk ki, akkor ebben a k elemben vagy nincs benne az z, és akkor tkp n—1 elembél vélasztottunk k-t ((";1)-féleképp),

kifejezésrél ranézésre nem vildgos, hogy egész szam. Lattuk azonban, hogy az ismét-

vagy benne van az x, és ekkor az z-tél kiilonb6z6 n—1 elem koziil kellett (k—1)-t kivdlasztani, amit (Z:})—féleképp tehetiink
meg. Az azonossig persze algebrai uton is igazolhatd, de az az Gt unalmas és faraszto.

Def.: Legyen k,n € N. Ekkor n elem k-adosztilyi, ismétléses kombindcidja n-féle elemtipusbdl k
db kivélasztasat jelenti, ahol barmely tipusbdl tetszélegesen sokat vélaszthatunk. Tehat az ismétléses
kombinacick megfeleltethetéek az a1 + as + .. .a, = k Osszegeknek, ahol a; € N irja le, hogy az i-dik
tipusbdl hanyat vélasztottunk. Az n elem k-adosztélyd ismétléses kombindcidinak szédma Cigp, (0, k).

Példa: Ha egy cukraszdaban n-féle siiteményt arulnak, és mindegyik fajtdbdl korlatlan szamu all
rendelkezésre, akkor k db siiteményt éppen C;gpm (1, k)-féleképpen vésarolhatunk.

Az n elem tetszbleges k-adosztdlyt, ismétléses kombindcidja egyértelmiien megfeleltethetd egy (n +
k — 1) hosszisdgu 0/1-sorozatnak: eldszor lefrunk a; db 1-t, majd egy 0-t, utdna as db 1-t, egy 0-t,
as db 1-t, 0-t, stb. (Tkp. egy a1 + az + ... + a, = k ismétléses permutéciét gy alakitunk &t, hogy
minden a;-t a; db 1-essel, és minden +-t egy db 0-val kédolunk, az = k végzddést pedig elhagyjuk. Pl a
04+0+3+2+4+0+5+ 0= 10 osszegnek megfelel6 ismétléses permutaciot a 0011101100111110 sorozat
kédolja.) Osszesen tehat k db 1-t és (n — 1) db 0-t frunk le. Rdad4sul, minden n + k — 1 hosszisagi, k
db 1-est tartalmazé 0/1 sorozatbdl egyértelmiien adddik egy ismétléses kombindcié. Ezért az ismétléses
kombindcidk széma azonos a lehetséges 0/1-sorozatok szdméval. Egy ilyen sorozatot pedig gy kapunk,
hogy a lehetséges n + k — 1 helybdl kivélasztjuk azt a k helyet, ahova 1-t {frunk, a maradék helyeken
értelemszeriien 0-k allnak. Eszerint n elem k-adosztélyd ismétléses kombinacidéinak szdma ("+Z_1).

A binomidlis egyiitthatékkal kapcsolatos a binomidlis tétel.

Binomialis tétel: Ha 1 < n € Z, akkor (a +b)" = Y1 (7)a’d" " = (5)b" + (T)ab™ ' 4 ... +
(aib" 4+ (P)a” .

n
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Biz.: Amikor a zérdjeleket felbontjuk, akkor a keletkezd kifejtési tagok tgy addédnak, hogy az n
tényez6 mindegyikébdl kivalasztjuk az a ill. b valamelyikét, és ezeket Osszeszorozzuk. Tehat minden
kifejtési tag a’ - b~ alaki lesz valamely 0 < i < n egészre. Konkrétan: a’b"~* annyiszor fog adédni,

ahanyféleképpen ki lehet valasztani ¢ db a-t a lehetséges n-bol, azaz (?)—szer. O

Kova: L (5) + (1) + (3) +.+ (1) = g () = (L+ 17 =27

n

20 -(M+E) - () =ZL () =0-)r=0"=0. 0

A Pascal haromszég. A binomidlis egyiitthatékat elrendezhetjiik piramisalakzatban
ugy, hogy a piramis csicsdn all az (8) = 1 egyiitthatd, alatta az ((1)) = 1ill (1) =1
egyiitthaték, a harmadik sorban taldlhatéak a (g), (?), (g) egyiitthatdk. Altaléban, az
(¢4 1)-dik sorban az (8)7 (i), ce (Z) egyiitthatdk dllnak. A legutébbi kévetkezmény mu- 1 4 6 4 1

tatja, hogy a Pascal hdromszog i-dik sordban taldlhaté elemek sszege 20~ 1. Ez azonban 1 5 10 10 5 1
belathaté abbdl a ténybdl is, hogy minden sordsszeg kétszerese az el6z6nek, ugyanis a
pascal hdromszog egy elemét ugy kapjuk, hogy dsszeadjuk a folotte allé két elemet. (Ez
a korabban latott (}) = (Z:i) + (n;l) Ssszefiiggésbdl adédik.) A Pascal hdromszégnek

A Pascal hdromszog
tovabbi érdekes tulajdonsdgai vannak.

3.2 Grafok

Def.: A G = (V, E) par egy egyszert grdf, ha (1) V # 0 és (2) E C (‘2/) = {{u,v} 1 u,v € Viu # v},
azaz E elemei V bizonyos kételemii részhalmazai. Ha G egy graf, akkor V(G) jeloli G csicsainak (néha

pontjainak), E(G) pedig G éleinek halmazdt, azaz V(G) az a V halmaz, és E(G) az az E halmaz, amire
G=(V,E).

Def.: A G grif egy diagramja a G egy olyan lerajzolasa,
amiben a cstcsoknak (sikbeli) pontok felelnek meg, éleknek

pedig olyan sikgérbékﬂ amik az adott él két végpontjat 0210

kotik ossze, bnmagukat nem metszik, és mas végpontokat 2010 b
elkeriilnek. Az e = {u,v} élt roviden e = wuv-vel jeloljiik, 1101

u-t és v-t az e él végpontjainak mondjuk. Az u és v csticsok 0012 o d
szomszédosak, ha wv € E. Az e és f éleket pdrhuzamosnak c
nevezziik, ha végpontjaik azonosakﬂ Hurokél az olyan él, A G =

aminek két végpontja megegyezikﬂ A G = (V,E) par grdf, ({a,b,c,d},{ab,ad,ac,be,cd,dd})
ha V # (), E élhalmaz V-n, és parhuzamos és hurokél is graf szomszédossigi mdtrixa és két
megengedett. lehetséges diagramja.

Def.: A G graf szomszédossdgi mdtriza az a V(G) x V(G) méretli matrix, aminek (u,v) poziciéjidn az u és v kozti
élek széma 4ll (u = v esetén a hurokélek szamdanak kétszerese). A G graf véges, ha V(G) és E(G) is véges halmazok.

Def.: A G graf v csicsdnak d(v) foka a v végpontu élek szdma (a hurokél kétszer szamit), formdlisan
d(v) := |{e € E : v végpontja e-nek}| + [{e € E : e hurokél és v-n}| . A G graf mazimdlis ill. minimdlis
fokszimdt A(G) = max{d(v) : v € V(G)}, ill. §(G) := min{d(v) : v € V(G)} jeloli. A G gréfot
(r-)reguldrisnak mondjuk, ha minden pontjdnak ugyanannyi (r) a foka: A(G) = §(G)(=r).

Tétel: Ha G véges (nem feltétleniil egyszerdi) gréf, akkor }°, y () d(v) = 2[E(G)|, azaz egy véges
graf fokszamainak Osszege éppen az élszam kétszerese.

Biz.: Ha G-nek nincs éle, akkor a fokszamosszeg is és az élszdm (kétszerese) is 0. Epl’tsﬁk fel G-t ugy,
hogy egyenként hiizzuk be az éleket. Minden egyes 1j él behtizéasa eggyel noveli az élszamot, és kettével
a fokszdmosszeget, hisz két ponton novekszik egyet a fokszdm (vagy hurokél esetén egy csticsndl 2-vel).

Eszerint amikor G-t felépitettiik, akkor is igaz lesz ez a tulajdonsag, épp, ahogy a tétel allitja. O
Def.: K,, az n pontu teljes grdf: |V(G)| = n, és barmely két
pont dssze van kotve (egyszer). P,

Vildgos, hogy a K, graf (n — 1)-reguldris, és |E(K,)| = (3). o—0—0- *0—0
P, az n pontu ut, C,, az n pontiu kor:
V(P,) = V(C,) = {v1,...,u}, B(P,) = {vivit1 : 1 < i < n}, @ K
E(Cy,) = E(P,) U{viv,}. (1d. az 4brat)

Megfigyelés: Ky = Py, K3 = (3

LGorbe helyett szerencsésebb térsttvonalrdl beszelni. Egy gorbe egészen vératlan médon is tud viselkedni. Hagyjuk.

2Ezek értelmezéséhez vagy E(G)-t ,multihalmaznak” tekintjiik (egy él tobbszorsés multiplicitéssal lehet eleme), vagy E
csak az élek ,neveinek” halmaza, és odagondolunk egy F — (‘2/) leképezést is, ami megmutatja az élek végpontjait. Nem
kinlédunk a fogalom preciz definiciéjaval: megelégsziink azzal, hogy lehetséges formalizalni azt, amit szemléletesen leirunk.

3Ehhez is médositani kéne az él definicidjat, de itt sem az absztrakt formalizmus a cél.
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Def.: D = (V, A) irdnyitott grdf, ha (1) V # 0 és (2) A C V2. (Minden élnek van egy irdnyitdsa. A
diagramon nyilakkal szokds jelolni. Parhuzamos és hurokél itt is értelmezhetd, és akar mindkét iranyt
él be lehet huzva két pont kozott. Az irdnyitatlan fogalmak j6 része értelemszerfien kiterjed.)

Def.: A Gy és Gy griafok izomorfak (G1 = G2), ha létezik egy-egy oy : V(G1) — V(G3) és g :
E(G1) — E(Gs2) bijekci6 tgy, hogy wv € E(G) <= oy (u)pyv(v) = pr(uv). (Tkp. kélcs. egyért.
megfelelés a pontok kozott, tgy, hogy tetsz. u,v € V(G1) esetén u-bdl pontosan annyi él vezet v-be
G1-ben, mint a ¢(u)-bdl p(v)-be Ga-ben.)

Def.: A G egyszerii graf komplementere a G == (V(G), (%) \ E(G)) graf.

Példa: A Py, a C5 ill. a ,bika” dnkomplementer (sajat komplemeterével izomorf)
graf.

Tétel: Grafok izomorfidja ekvivalenciareldcié: tetszéleges G, G2, Gs grafokra (1)
GlgGl,(2)GlgGgiGggGléS(?))GlgGggGgiGlgGg. O a bika

Def.: A G gréf élsorozata egy olyan (vq,e1,v2,€a,...,v;) sorozat, amire e; € E(G) és e; = v;v;41
(V1 < i < k). A séta olyan élsororzat, aminek minden éle kiilonboz8. A kérséta olyan séta, aminek
kiindulé és végpontja azonos: v; = vg. Az 4t (ill. kor) olyan (kor)séta, aminek cstcsai (a végpontok
azonossagatol eltekintve) kiilonbozbek.

Egyszer(i graf esetén az 1t (kor) azonosithaté a hozzatartozé pontsorozattal vagy élsorozattal.

Def.: A G graf dsszefiiggd (6f), ha bérmely két pontja kozott vezet séta.

Allitas: A G grafban pontosan akkor létezik u és v kozott séta, ha létezik u és v kozott 1t. O

Def.: u,v € V(G)-re u ~ v, ha létezik u és v kozott séta.

Allitas: Irdnyitatlan grafon a ~ reldcié ekvivalenciarelacié: (1) u ~ u, (2) u ~ v = v ~ u, (3)
u~v~w=u~w tetszbleges u, v, w € V(G)-re. O

Def.: A G graf komponense a ~ ekvivalenciarelacié ekvivalenciaosztalya.

A komponens fogalma a fenti absztrakt definicié helyett az aldbbi médon is definidlhato.

Koévetkezmény: K C V(G) a G graf komponense, ha barmely u,v € K kozott 1étezik G-séta, de
nem létezik u —v sétahau € K, v € V(G) \ K. O

Ko6vetkezmény: Minden graf egyértelmiien bonthaté komponensekre. O

Def.: Legyen G = (V,E) grdf, e € E, ' CE, v €V, V' C V. Ekkor G —e:= (V,E \ {e}) az e él
torlésével keletkezd graf, G — E' := (V, E \ E') pedig az E’-beli élek torlésével keletkez$ graf. Legyen
E, .= {e € E : v végpontja e-nek}. G —v := (V\ {v},E\ E,) a v pont torlésével keletkezd graf.
Ey: :={e € E : e-nek van V'-beli végpontja}. G — V' := (V\ V', E\ Ey) a V'-beli pontok torlésével
keletkezd graf. Tehat €1 (ill. élek) torlésekor csak az élhalmaz véltozik, ha pontot (ill. pontokat) torliink,
akkor a torolt pont(ok)ra illeszkedd éleket is torolniink kell.

Legyen G egy graf és V! C V(G), ill. V* .=V \V'. G* a G grdf V* dltal
feszitett részgrdfja, ha G* = G — V'. A feszitett részgrafot tehat gy kapjuk,
hogy néhény csucsot torliink a grafbdl.

Részgrafot pedig tgy kapunk, hogy a csicsok mellett élek torlése is megen-
gedett, azaz H a G részgrdfja, ha H = (G — V') — E’ alkalmas V' C V(G) és
E' C E(G)-re.

A jobboldali abran lathaté graf vastagitott élei a cstucsaikkal egyiitt egy részgrafot alkotnak. Ez nem

feszitett részgraf, ugyanis ehhez a hurokélt és az ab él parhuzamos példanyat is tartalmaznia kellene.

Hagyoményosan ugy szokds definidlni a fenti fogalmakat, hogy a H = (V/, E’) graf a G = (V, E) részgrafja, ha V/ C V
és E' C E. A H részgrafot pedig akkor nevezik feszitettnek, ha E’ minden olyan E-beli élt tartalmaz, aminek végpontjai
V’-ben vannak. Kénnyen 14thaté, hogy az altalunk hasznalt definicié ekvivalens a ,hagyoményossal”.

3.2.1 Fak alaptulajdonsagai

Def.: A G graf erdd, ha kormentes, azaz nem tartalmaz kort. A G graf fa, ha 6f erdd, azaz ha
kormentes és Osszefiiggo.

Tétel: Tegyiik fel, hogy G n-pontu, kormentes graf. G pontosan akkor Osszefiiggd, ha n — 1 éle van.

Biz.: Epitsiik fel F-t az n-pont iiresgrafbél élek behuzésaval. A kérmentesség miatt mindig két kii-
16nb6z6 komponens kozt kell élt behtzni, hiszen egy komponens két pontja kozé élt huzva kort kapnank.
Azonban két kiilonb6zb komponens kozé behizott él pontosan 1-gyel csokkenti a graf komponenseinek
szamat. Ha végiill G of, akkor n-rél 1-re csokken a komponensek szdma, tehat n — 1 élt hiztunk be.
Masfeldl, ha G (n — 1)-€l1, akkor komponenseinek szdma n — (n — 1) = 1, tehdt G of. O

Tétel: Legyen G n-pontu, (n — 1)-él{i, osszefiiggd, egyszer(i graf. Ekkor G kormentes.

Biz.: Szokas szerint épitsiik fel G-t élek egymas utani behtuzasaval. Tudjuk, hogy minden él behizasa
legfeljebb 1-gyel csokkenti a komponensek szamat, igy a kezdeti n izolalt pontbdl csakis akkor kaphatunk
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egy 1 komponenst grafot, ha mind az n — 1 élt két addigi komponens kozé huztuk be. Ez azt jelenti,
hogy egyik él behtizasa sem hozott 1étre kort, a grafunk kérmentes. g

Kov.: Gfa <= G kormentes, 6f < |E(G)| = |[V(G)|—1, G kérmentes <— |E(G)| = |[V(G)|-1,
G of <= G minimdlis 6f (barmely élt elhagyva G szétesik) <= G maximaélis kérmentes (tetsz. 4j élt
behuizva kor keletkezik.) O

K&6v.: Minden véges, 6f G grafnak 1étezik feszitdfdja, azaz olyan F részgréfja, amire F fa és V(G) =
V(F) . (Jegyezziik meg, hogy a feszitéfa dltaldban nem feszitett részgraf.)

Biz.: Hagyjunk el egymas utan G éleit, mig a graf 6f marad. Végiil egy minimadlis 6f grafot, azaz fat
kapunk. Ez feszitofa lesz, hisz nem hagytunk el pontot. O

Def.: Egy F fa v cstcsa levél, ha d(v) = 1.

Tétel: Minden, legaldbb 2-ponti F' fanak van legalabb két levele.

Biz.: Tekintsiink F' egy leghosszabb 1tjat, mondjuk az u-t és v-t 6sszekoté P-t! Ekkor sem u-bdl,
sem v-b6l nem indulhat tovabbi él: ha az ugyanis egy P-n kiviili pontba futna, akkor P nem lenne
leghosszabb, ha pedig P egy pontjaba, akkor a F' nem lenne kérmentes. O

3.2.2 A Cayley tétel

Alapprobléma: Hany n-pontu fa van? Izomorfia erejéig: n = l-re, n = 2-re és n = 3-ra 1, hisz
nincs sok vélasztasunk. n = 4-re 2 (a K1 3 és a Py), n = 5-re pedig 3 (a 2-level(i, a 3-levelii és a 4-leveld),
n = 6-ra 6 (a 2-leveld 1t, kétféle 3-levelii, kétféle 4-levelli és egy 5-levelil), magasabb n-ekre ezt mdr
faradsagos folytatni.

Szamozott csicsokon (vagyis egyébként izomort fikat t6bbszor megszémolva) azt kapjuk, hogy n = 1-
re és n = 2-re 1, n = 3-ra 3 (szabadon vélasztjuk, melyik két csiics dsszekdtetlen), n = 4-re 16 (négyféle
K; 3 és 12-féle Py), n = 5-re 125 (60-féle Ps, 60-féle 3-levelil és otféle 4-levelli), n = 6-ra pedig j6 sok.
Mi a szabaly? Az alabbi tétel mutatja meg.

Cayley tétel: Az {1,2,...,n} ponthalmazon n"~? kiilonboz6 fa adhaté meg.

Biz.: (A Priifer-kéd segitségével) Ha egy F fa cstcsai kiilénboz6 szdamokkal vannak cimkézve, akkor
definidljuk az F' fa P(F)-fel jelolt Priifer-kddjdt az aldbbiak szerint. Ha F-nek legfeljebb két cstcsa
van, akkor a kéd iires: P(F') := (). Ha F-nek legaldbb 3 csiicsa van, akkor legyen w; az F' legkisebb
cimkéjii levele, legyen ¢; a wy levél vy szomszédjanak cimkéje, és legyen P(F) := (¢1, P(F — wy)). Més
szoval: toroljiik a legkisebb cimkéji levelet, irjuk le a szomszédjanak a cimkéjét, és ezt az eljarast addig
iteraljuk, amig a fanak végiil két csicsa lesz.

Megfigyelés: Amikor a fanak a torlések utdn mar csak két csi-
csa van, akkor ezek egyike a legnagyobb cimkéjli (jelen esetben n-es)
csucs. Ez azért van igy, mert az n cimkéjl csticsot sosem torslhettiik,
hisz mindig legaldbb két levél koziil valasztottuk ki a minimélis cimké-
jlt. Vagyis ha a Priifer-kod képzését nem a kétcsucsu fanal hagynank
abba, hanem az egycsicsinal (amikoris elfogynak a torolheté levelek),
akkor az utolsénak torolt levél szomszédja bizonyosan az n cimkéjli  [evéltsriési sorrend: 1,3,4,5,7,8, 6,2
csucs lenne. Priifer kéd: (2,7,2,6,9,6,2)

Vilagos, hogy a Priifer-kéd tetszéleges 1-t6l n-ig cimkézett fahoz egyértelmiien rendel egy n — 2
hosszisagu sorozatot gy, hogy a sorozat minden tagja egy 1 és n kozotti cimke. Az ismétléses varidciokrol
tanultak szerint ilyen sorozatbdl n~2-féle létezik. A tovdbbiakban tehat két dolgot kell igazolnunk: (1)
kiilonboz8 fakhoz kiilonboz6 Priifer-kédok tartoznak ill. (2) tetszéleges n — 2 hosszisigd, 1,2,...,n
jeleket tartamazé sorozathoz létezik olyan fa, aminek ez a sorozat a Priifer-kédja. Ez igazolja, hogy
a cimkézett fak bijektiven megfelelnek az emlitett ismétléses varidcidknak, és igy a szdmuk pontosan
n" 2. Mi csak az (1)-t fogjuk igazolni, azaz, hogy tetsz6leges Priifer-kédbél egyértelmfien lehet a fat
,visszakddolni”. A bizonyitdshoz egy segédtételre is sziikség lesz.

Lemma: A Priifer-kédban tetsz6leges v csics cimkéje pontosan (d(v) — 1)-szer szerepel.

Biz.: Tegyiik fel, hogy v cimkéje n-nél kisebb. Amikorra a Priifer-kodolast befejezziik, akkorra mar
vagy toroltiik v-t, vagy v levél maradt, és az n cimkéjii csicshoz csatlakozik. Az elsé esetben v-t egy
olyan allapotaban toroltiik, amikor v levél volt, és innentdl kezdve nem irtuk be v cimkéjét a kédba.
Ahhoz azonban, hogy v levéllé valjon, pontosan d(v) — 1 szomszédjét kellett térélni, és pontosan ezen
alkalmakkor irtuk le v cimkéjét a Priifer-kédba. Tehét v cimkéje pontosan (d(v) — 1)-szer szerepel. Ha
v végiil levél maradt, akkor is igaz a fenti érvelés, hiszen odaig d(v) — 1 (levél)szomszédjat torsltiik.

Ha pedig v az n cimkéjii csics, akkor a Priifer-kédolas befejezésekor v-nek egy szomszédja maradt,
addig tehdt d(v) — 1 szomszédja lett torolve, igy az n cimkét éppen (d(v) — 1)-szer irtuk le a kéd
legyartasakor. O
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Kov.: Tetszileges (kiilonbozé szédmokkal cimkézett csicsi) F fanak a Priifer-kédjdban nem szerepld
cimkék azonosak F' leveleinek cimkéivel.

Biz.: Egy v csics pontosan akkor levele F-nek, ha d(v) = 1, azaz, ha v cimkéje nem szerepel F
Priifer-kédjaban. O

Tegyiik fel tehdt, hogy csticscimkék valamely (¢, ca, . . ., ¢,—2) sorozata egy F fa Priifer-kédja. Legyen
¢n—1 = n, a Priifer kéd ki nem irt, befejez eleme. Az F' fa meghatdrozdsahoz mindossze F' n — 1 élét
kell megtalalnunk, azaz minden egyes c¢; cimkéhez meg kell mondanunk azt, hogy mi volt a ¢; leirasakor
torolt w; levél I; cimkéje. Mi sem egyszeriibb ennél. A fenti kovetkezmény miatt az elsének torolt levél [y
cimkéje nem mds, mint a legkisebb olyan cimke, ami nem fordul el6 a ¢y, ¢a, . .., ¢,—2 sorozatban. (Mivel
1 < n, ezért azt is mondhatjuk, (ami a gyakorlatban toérténd visszafejtést kicsit egyszertisiti), hogy [; a
legkisebb olyan cimke, ami nem fordul elé a ¢y, ca, ..., ¢,—1 sorozatban.)

Mi lesz ezek utdn a masodiknak torolt levél Iy cimkéje? Vildgos, hogy az els6 levél torlése utan
kapott F'—w; fa cimkéi az {1,2,...,n}\ {l1} halmaz elemei. Tehét a masodiknak t6rolt levél Iy cimkéje
nem mas, mint ennek a halmaznak a legkisebb olyan eleme, ami nem szerepel a F' — w; Priifer kédjat
meghatarozo cs,cs, ..., c,_o cimkék kozott. Mivel a torolt levél cimkéje most sem lehetett n, ezért itt
is a legkisebb olyan cimkét kell venni, ami nem szerepel az [y, co,c3,...,c,_1 elemek kozott. Az eddigi
gondolatmenetet alkalmazva, ha mar meghataroztuk a torolt levelek Iy, 1o, ..., [; cimkéit, akkor az [;41
cimke nem mas, mint az aktualis fa Priifer-kédjaban nem szereplé cimkék legkisebbike, azaz a legkisebb
olyan pozitiv egész, ami nincs a l4,! ..., l;, ¢iy1,Ciy2, ..., cp—1 halmazban.

A fentiek szerint minden egyes [; cimke egyértelmiien addédik, ezért bebizonyitottuk, hogy ha egy
sorozat egy I fa Priifer kédja, akkor a sorozat F-t meghatarozza, mas széval kiillonb6zo fakhoz kiilonb6z6
P(F) kéd tartozik.

A (2) bizonyitdsdhoz azt kellene beldtnunk, hogy tetszéleges ismétléses varidciobdl kiindulva a fenti
eljarassal kapott G graf egyrészt fa lesz, masrészt G Priifer-kédja azonos lesz a kiindulési sorozattal.

Ezzel itt nem kinlédunk. g
Alkalmazds: Véletlen fa generdldsa n ponton: Egy n-oldald dobdkockét (n — 2)-szer feldobva, a keletkezd sorozat egy
egyenletes eloszlds szerint kisorsolt véletlen fa Priifer-kédja. O

A Cayley tételre megadunk egy nemsztenderd, alternativ bizonyitdst is. Elénye, hogy kozvetlenebbiil 14tszik a koleso-
nosen egyértelmii megfeleltetés a fak és az azokat leiré ismétléses varidciok kozott, tovabba, hogy a fa rekonstrukcidja a
kéd alapjan valamivel egyszeriibb.

3 9 6 -0
[ A e
Legyen tehat F egy fa a vi,va,...,vn, pontokon. Az F fiban (egyértelmiien) \ N L
létezik egy P> irdnyitott it vi-bdl va-be. A P 1t valamelyik pontjabdl 1étezik egy v 2‘ -
egyértelmi irdnyitott P3 Ut vs-ba dgy, hogy Pa-nek és Ps-nak nincs kozos éle. (Ha ? ) 8 °
’ (o]
pl v3 rajta van P-n, akkor P3-nak egyetlen pontja és 0 éle van.) Altaldban, ha méar 1 4

ismerjiik a P», P3,...,P; utakat, akkor P;11 az az (egyértelmlien létez8) v;11-be P, = {1}, » ={1,2}, P; = {2,9,7,3}
vezetd Ut lesz, aminek kiindulépontja rajta van a Py, Ps,..., P; utak éltal alkotott Py = {2,4}, Ps = {2,6,5}, Ps = {6}
részfan, de ettdl eltekintve diszjunkt téle. Vildgos, hogy a fenti eljaras az F fat a P; = {7}, Ps = {6,8}, Py = {9}

Ps, P3, ..., P, utak uniéjara bontja fel, és ezen utak élei paronként kiilsnbozéek. Refurp kéd: (1,2,9,7,2,2,6,6)

Ha P; = (Vq(1)sVa(2)s - - - s Va(k)> Vi) egy felbontasbeli tt, akkor legyen P; kddja a(1),a(2),...,a(k). (Ha tehdt a P; =
(vs) Ut egypontu, akkor a kédja tires.) Legyen az F fa Refirp-kddja az F felbontdsdban szereplé Pa, Ps, ..., P, irdnyitott
utak kédjainak egymaésutdnja. Vildgos, hogy ha F' egy fa a vi,va,...,v, pontokon, akkor egyértelmiien létezik Refiirp-
kédja. E Refiirp-kéd rdaddsul n — 1 szdmbdl 4ll, hiszen minden P; it kédja megegyezik P; éleinek szamaval, tehdt az F' fa
Refiirp-kédja is épp olyan hosszi, mint ahdny éle van F-nek.

Vildgos, hogy a Refiirp-kdd elsd jegye 1 (hisz P> a v1 csticsbdl kiindulva fut a v1 # va csticsba), és a kéd tovabbi
n — 2 jegyének mindegyike az 1 és n kozti egészek koziil keriil ki. Igy az ismétléses varidciokrdl tanultak alapjan legfeljebb
n"~2-féle Refiirp-kéd kédolhat n-pontu fat.

Azt kell csupédn igazolni, hogy ha 1 = r(1),7r(2),7(3),...,r7(n — 1) egy olyan szdmsorozat, amiben minden r(¢) egy 1
és n kozti egész, akkor egyértelmiien létezik egy olyan F fa, aminek Refiirp-kédja r(1),7(2),7(3),...,7(n —1). A cél tehat
nem més, mint az r(1),7(2),...,r(n—1) szdmsorozatot felbontani n— 1 sorozat egymdsutdnjara (ezek némelyike iires lesz),
gy, hogy e sorozatok rendre a Py, Ps, ..., P, utak kédjai legyenek. Az els6 kérdés tehdt, hogy az r(1),7(2),...,r(n — 1)
szémsorozatban melyik r(2) lesz a Ps 1t kédjénak utolsé jegye, azaz melyik r(i+1) lesz a Ps kédjdnak elsd jegye, mds széval
a P3 ut kiindulépontjanak indexdﬂ A P53 1t kétféle lehet: kiindulépontja vagy va, vagy a Ps dtnak egy va2-tél kiilonbozé
pontja, aminek indexe tehdt szerepel P> kédjéban. Ezért a Ps ut kédjdnak kezdete (vagyis az omindzus r(i + 1)) az els§
olyan jegye lesz F' Refiirp-kédjdnak, amire r(i + 1) = 2, vagy amire 7(i + 1) mar kordbban el6fordult F' Refiirp-kédjdban.

A fenti médszer altaldnossidgban is miikodik. Tegyiik fel, hogy az r(1),...,r(n — 1) sorozatbdl mar meghatdroztuk a
Py, Ps, ..., P; utak kédjait. A cél a P, it kédjanak meghatdrozdsa. Legyen a P; kédjdnak utolsé jegye az F' Refiirp-
kédjanak k-dik jegye, vagyis 7(k). Vildgos, hogy ha mér valamelyik kordbbi P; 1t hasznélta a wv;41 cstcsot, akkor i + 1
mér kordbban szerepelt a P; kédjaban, azaz r(l) = i+ 1 valamely | < k esetén. Ekkor P;1q kédja iires, és ratérhetiink
P;42-re. Ellenkezd esetben, vagyis ha ¢ + 1 nem szerepelt a Refiirp-kéd r(k)-ig tarté részében, akkor v; 1 nem pontja a
Py, Ps, ..., P; utak egyikének sem, tehdt P; 11 legaldbb kétponti, és csupdn azt kell megéllapitani, hogy P;y1 (r(k+1)-gyel
kezddd8) kédja hol ér véget, azaz melyik r(s + 1)-gyel kezd8dik a Piy1-t kovetd, elsd, legaldbb kétpontd Py, it kédja. A

Py, ut kétféle lehet: vagy a vo,vs,...,v;41 csicsok valamelyike a kiindulépontja, vagy egy olyan pont, aminek indexe a
Py, P3, ... P41 dtak valamelyikének kédjaban mar szerepelt korabban. Ezért s 4+ 1 olyan szam, amire
s>k és r(s+1)€{2,3,...,i +1} U{r(1),r(2),...,r(s)} (3.1)

4ha P; egyponti, akkor itt P3 helyett az elsd nemegyponti P; 1itrél van sz6, hiszen annak a kédja kezdddik r(i+1)-gyel.
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teljesiil. Vildgos, hogy ha s+ 1-re fenndll, akkor r(s+1) nem lehet benne P; 1 kédjéban, tehat s+ 1 a legkisebb olyan
szdm, ami teljesiti az feltételt. Ezzel pedig egyértelmiien meghatdroztuk P;+q kédjat: r(k + 1), r(k +2),...,7(s).

Ha pedig ismerjiik a P», P, ..., P, utak kédjait, akkor mindezen utak rekonstrudlhatéak, tehat uniéjuk, az F’ graf is.
Kell, hogy F” fa. Vildgos, hogy minden P; kiindulépontja egy €l6z8 P; ttnak pontja, tehdt a F’ sszefiiggd. Minden Pj-nek
annyi éle van, mint a kédjanak hossza, tehdt F’-nek n — 1 éle van, tovdbbd F’ tartalmazza minden P; ut végpontjait,
tehét a ve,vs, ..., v, pontokat, valamint Py kezd8pontjat, vi-t. Tehdt F’ egy m-pontd, (n — 1)-él{ 6sszefiiggd graf, azaz F
csakugyan fa. Az F’ konstrukcidjabél pedig azonnal adédik, hogy P; egy olyan irdnyitott tit, aminek a kiindulépontja egy
kordbbi P; pont valamelyike, végpontja v;, tehdt F’ Refiirp kédja csakugyan r(1),7(2),7(3),...,r(n — 1).

Megjegyzés: A Refiirp-kédbdl a fa rekonstrukcidja valéjdban még egyszertibb. Legyen r(1),7(2),...,7(n — 1) egy
Refiirp-kéd. A rekonstrukcié n — 1 1épésben torténik: az i-dik 1épésben v,.(;)-bdl inditunk egy e; élt. Az e; él masik
végpontja vp(;41) lesz, ha i+ 1 <n —1ésv.; ;1) nem szerepel a mar felépitett faban. Egyébként az a v; lesz az e; mésik
végpontja, amire j a legkisebb olyan pozitiv csicsindex, ami nem szerepel a mar felépitett faban.

Alkalmazas: Hany olyan F' fa van n cimkézett ponton, amiben az 1 és 2 cimkéjii pontok kozott futé Ut F-nek
pontosan k élét tartalmazza? (Vildgos, hogy a Refiirp-kéd elsdé k 4+ 1 jegyét nem valaszthatjuk teljesen szabadon, igy
(n=1)-(n—=2)-...-(n—k)-(k+1)-n""*=3 adédik. Az is latszik, hogyan kell ilyen tulajdonségt véletlen fit generélni.)

Szorgalmi héazi feladat: Mi koze a Priifer-kédnak a Refiirp-kédhoz? (A helyes megfejtdk dija a szerzd elismerése.)

3.2.3 Sikgrafok

A G graf egy sikbarajzoldsa a G egy olyan diagramja, amiben az
éleknek megfelel§ gorbék (torottvonalak) csak végpontokban metsz-
hetik egymdst. G sikbarajzolhatd (sr), ha létezik sikbarajzoldsa. A
sikbarajzolds a sikot tartomdnyokra (lapokra) osztja. Lesz egy végte-
len tartomdny, az un. kilsd tartomény. Gémbre rajzoldson lényegében
ugyanezt értjiik, csak sik helyett a gémb felszinén dolgozunk, kiilsé

tartomanyrdél nem beszéliink.

Megjegyzés: Konnyen lathatd, hogy barmely fa sikbarajzolhaté: tetszélegesen felvéve a diagram cstcsait a sikon,
lattuk, hogy ha egyenként behizzuk a fa éleit, akkor mivel sosem hozunk létre kort, a siknak egyetlen tartoménya lesz,
tehat egy 1j él behuzasakor a két végpont ugyanazon a tartoményon van, ezért lehetséges kozéjiik egy, a kordbban behizott
éleket nem metsz6 élt berajzolni.

Tétel: A G graf pontosan akkor sikbarajzolhatd, ha gémbre rajzolhaté. -

Biz.: Sztereografikus projekcidval. (A gombot gy helyezziik el, R
hogy a sikot a déli sarkon érintse, és az északi sarokbdl (egyenes) ‘
vetitéssel a sik pontjai bijektiven megfelelnek az északisark-mentes
gombfelszin pontjainak. (A sikbeli inverzié altaldnositdsa. Vicces tu-
lajdonsdgai vannak: a sik egyeneseit a gombfelszin északi sarkon at-
mené koreibe viszi, a stk koreit a gémbfelszin északi sarokra nem
illeszked6 koreibe, és viszont. Raadasul szogtartd: térképészek ezért
szeretik.))

TetszoOleges sikbarajzolast a sztereografikus projekcié géombre rajzolasba visz, tovabba, ha az északi
sarok egy gombi tartomany belsejében fekszik, akkor gombre rajzolast sikbarajzolasba képez. A gdbmbot
odébbguritva és az Gj északi sarokrdl visszavetitve latszik, hogy tetszOleges sikbarajzolds barmely T'
tartomanyahoz 1étezik egy masik sikbarajzolds, amiben T' a kiils6 tartomany. O

Kov.: Tetszoleges konvex poliéder élhaléja sikbarajzolhato.

Biz.: Vetitsiik az élhalét a poliéder egy bels6 P pontjabdl egy P kozepli gombre. Ezéaltal az élhdlé
grafja gombre rajzolhato, azaz sikbarajzolhaté.

Megjegyzés: A fenti dllitds megforditasa gy igaz, hogy tetszdleges G sr grafhoz létezik egy P konvex poliéder, gy,
hogy G a P élhaléjanak egy részgrafjaval izomorf.

Tétel: Ha a G sikbarajzolt graf csicsainak, tartomanyainak, éleinek és komponenseinek szama rendre
n,t,e és k, akkorn+t=e+k+ 1.

Biz.: Elszdm szerinti indukciéval bizonyitjuk, hogy ha G egy n-csicsu, e-élu sikbarajzolhaté graf,
akkor igaz ra az dllitds. Ha a Gy graf élszéma ey = 0, akkor komponenseinek szama kg = n (hisz minden
cstics 6nallé komponens) és a 1étrejove siktartomédnyok szdma tg = 1, tehét igaz az éllitds. Tegyiik fel,
hogy az n-pont, i éllel rendelkezd, sikbarajzolhaté grafokra mar bebizonyitottuk az éllitast. Legyen G;
egy tetszOleges n-pontd sikbarajzolhaté graf, éleinek, tartoményainak ill. komponenseinek szdma pedig
legyen rendre e; = i, t; ill. k;. Hizzunk be Gj-be egy (i 4 1)-dik élt (mondjuk uv-t). Igy kapjuk a Gy
grafot. Vizsgaljuk meg, G;11 megfelel§ paramétereit, azaz az e;1,t;41, ki+1 szdmokat!

Vildgos, hogy e;11 =7 + 1. Két esetet kiilonboztetiink meg. Ha u és v a G; T
graf két kiilonb6z6 komponensében talalhatd, akkor az uv él G; két komponensét
koti ossze, tehat k;11 = k; — 1. Az wv él a G; egy tartomdnyan (mondjuk T-n) %
beliil halad, tehat G; minden T-t6l kiilonb6zé tartomanya egyuttal G;y1-nek is
tartomanya lesz.

Azt kell csupén 14tni, hogy T (elhagyva bel6le az uv élt) szintén tartomdnya lesz a G;11 gréfnak, hiszen
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ha T-t a behtizott uv él kettévagnd, akkor az egyik keletkezd T’ tartomény hatdra tartalmazna u-t a v-vel
0sszekoto élsorozatot a G; grafban, ami ellentmond annak, hogy u és v a G; kiilonb6z6 komponenseiben
talalhatd. Tehat ti+1 :ti, azaz 7’L+ti+1 = 7’L+tl = ez+k2+1 :’L+]€1+1 = (Z+1)+(kl — ].) +1=
ei+1 + kiy1 + 1, vagyis az indukciés 1épést bebizonyitottuk.

A midsik eset az, amikor u és v egyazon komponensbe esnek, azaz létezik u és T
v kozott egy P ut. Err6l a P itrdl az is feltehetd, hogy annak a T' tartomanynak
a hataran halad, amelyikbe behtzni késziiliink az uv élt. Ekkor k; 1 = k;, hiszen @
egy komponensen beliil élt behuizva ugyanazok a ponthalmazok maradtak a G;11
graf komponensei, amik G;-é voltak.

Vildgos, hogy G; minden T-t6l kiillonb6z6 tartomédnya tartomanya marad Gj;yi-nek is, tovabba a T
tartomany két olyan tartoményra esik szét, amik az uv él mentén hatdrosak. (Az egyik ilyen tartomanyt
az uv él és a P 1t alkotta kor fogja hatarolni. Azt kaptuk tehat, hogy t;11 = t; + 1 ezért n +t;41 =
n+ti+l=e+ki+1+1=i+1+kiy1+1=-ejy1+ kit1 + 1. Ezzel igazoltuk az indukcids 1épést, a
tételt tehat belattuk. O

Ko6v.: (Euler-formula) Ha egy Osszefiiggd, n-ponti, e-élii graf ¢ tartomdnnyal sikbarajzolhatd,
akkor n +t=e+ 2.

Biz.: Ha G 6f, akkor k = 1, tehat az el6z6 tétel szerint n+t=e+k+1=e+1+1=€e+2. O

Ko6v.: Ha G sr, akkor barmely sikbarajzoldsdanak ugyanannyi tartoménya van. O

Kov.: Ha G egyszerii, legalabb 3-pontt, sr graf, akkor e < 3n—6 . Ha mindezen til G minden lapjat
legalabb 4 él hatarolja, akkor e < 2n —4 .

Biz.: Felteheto, hogy G-be nem lehet tovabbi éleket behuzni a sr és egyszerli tulajdonsdgok meg-
tartdasaval. Ekkor G minden lapjat (a kiils6t is beleértve) 3 él hatdrolja, hisz ha volna egy ennél t6bb
csucsot tartalmazd lap, akkor azon egy djabb élt rajzolhatnank. Vilagos, hogy G 6f, hiszen ha nem az
lenne, tovabbi éleket tudnank behtizni. Teljesiil tehédt, hogy 3t = 2e, hisz a lapok mentén megszdmolva
az éleket minden élt éppen kétszer szamolunk le. Az 6f tulajdonsag miatt az Euler-formula is igaz, tehat
e=n+t—2, azaz 3e = 3n + 3t — 6 = 3n + 2e — 6, ahonnan e = 3n — 6.

Azt kaptuk, hogy ha G egy olyan egyszerii sr graf, amibe jabb él nem hizhaté be az egyszeriiség
és sr tulajdonsdg megtartasaval, akkor e = 3n — 6. A kovetkezmény elsé része innen azonnal adédik.

A mésodik részhez feltehetd, hogy G of, hisz két komponens kozé (a sr-sdg megtartdsdval) djabb
élt behtzva nem kaphatunk haromszoglapot. Ezért 4t < 2e, hisz a lapok mentén az éleket leszamolva
minden élt kétszer szimolunk meg, és minden lapot legaldbb 4 él hatarol. Mivel G 6f, ismét hasznalhatjuk
az BEuler-formulat: e = n +t — 2, azaz 2e = 2n + 2t — 4 < 2n + e — 4, és az allitas kozvetleniil adédik.[]

Megjegyzés: Ha G sr és egyszerti, akkor (|E(G)| = 3|]V(G)|—6) <= (G minden lapja hdromszog).

Ko6v.: Ha G sr és egyszer(i, akkor van legfeljebb 5-6dfoku csicsa, azaz §(G) < 5.

Biz.: Indirekt. Ha d(v) > 6 Vv € V = 2e = Zuev d(v) > 6n = e > 3n, ellentmondés. O

Ko6v.: Sem K, sem K3 3 nem sikbarajzolhatd.
Biz.: Indirekt. K5-re: n =5,e =10 =t =7 = 21 = 3t < 2e = 20, ellentmondas.
K3

Kssra:n=6,e=9=1t=25.Mivel K33 Cs-mentes, ezért minden tartomanyt legalabb
4 él hatarol: 20 = 4t < 2e = 18, ellentmondas. O

Def.: A G és H grafok topologikusan izomorfak, ha H megkaphaté G-bol az alabbi
lépések ismételt alkalmazdsaval:

1. Torliink egy uv grafélt, és bevesziink egy 1j, masodfoku cstcsot, aminek a szom-
szédai u és v. (Ha ugy tetszik, egy w csticsot iiltetiink az uwv élre.) oY%

2. Torliink egy masodfoki x cstcsot, és éllel sszekotjiik x két szomszédjat.

Megjegyzés: A fenti definiciéban a két 1épés egymads ,inverze”, azaz ha G-bédl az 1. u
1épés egy G’ grafot képez, akkor G'-bél egy 2. 1épés konstrualja meg G-t, és viszont. oY

Kuratowski tétel: A G graf pontosan akkor sr, ha nem tartalmaz sem K3 3-mal, sem Ks-tel topo-
logikusan izomorf részgrafot.

Biz.: Sziikségesség: ha G sr, akkor minden H részgrafja sr. Ha H sr és K topologikusan izomorf
H-val, akkor K is sr. fgy K = K5 ill. K = K33 nem lehetséges ha G sr volt. Az elégségesség nem
trivialis, itt nem bizonyitjuk. O

Fary-Wagner tétel: Ha G egyszerii, sr graf, akkor G gy is sikba rajzolhatd, hogy minden él

egyenes szakaszként van lerajzolva.

,Biz.: 7 (Vazlat) A sikbarajzolhatsdg megtartdsdval uj éleket behizva feltehets, hogy G-nek maximadlisan sok (3n—6)
éle van, igy tetszéleges sikbarajzoldskor G minden lapjat harom él hatérolja. Rajzoljuk le G-t a sikba gy, hogy az éleknek
megfelel§ gorbék torottvonalak legyenek. Vegyiink fel a sikon egy olyan ABC haromszoget, aminek a lerajzolt G teljes
egészében a belsejében van. Torottvonalak segitségével kossiik dssze G kiils6 lapjdnak hdrom csicsat az A, B, C csucsokkal
gy, hogy a sikbarajzoltsdgot megtartjuk és A, B, C' mindegyikével G kiils6 lapjanak egy-egy cstcsat kotjiik ossze.

Legyenek a G’ graf cstcsai a lerajzolésbeli tordttvonalak torés- és végpontjai, G/ élei pedig a tordttvonalak szakaszai.
Vildgos, hogy G’ is sikbarajzolt graf. Ha ennek a sikbarajzoldsnak van olyan lapja, ami nem hdromszog, akkor azt a

K
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sokszoget hurjai segitségével fel tudjuk darabolni hdromszégekre. (Ugyanis tetsz6leges sokszogbe be tudunk hizni olyan
hurt, ami teljes egészében a sokszog belsejében halad: vagy egy konvex X csics két szomszédja 6sszekothetd, vagy X
Osszekothetd a hozzd legkdzelebbi, a konvex szégtartomdnyba esd csicesal.)

Igy megkapjuk egy G’-t részgrafként tartalmazd, csupa hdromoldali tartoméannyal rendelkezd G* gréaf egyenes szaka-
szokkal val6 sikbarajzoldsat. Helyettesitsiitk G* minden élét egy gumiszalaggal, rogzitsiik az A, B és C' csicsok helyzetét,
majd hagyjuk, hogy a gumik 6sszehuzdédasaval a rendszer egyensulyba keriiljon, azaz a tarolt rugalmas energia minimalis
legyen. Nem trivialis, de igaz, hogy ez bekdvetkezik. Mikozben a rendszer egyensulyba keriil, nem torténhet meg, hogy egy
csticspont atkeriil egy gumiszalag tiloldaldra. Az egyensiilyi helyzetben minden gumi egyenes lesz, és csak G* cstcsaiban
metszik egymaést.

Egyenként hagyjuk el E(G*) \ E(G’) éleit, és hagyjuk, hogy a rendszer egyenstlyba keriiljén. Itt sem térténik meg,
hogy csiics egy gumiszalag tiloldaldra keriil, ezért az Osszes sziikséges elhagyds utdn G’ olyan sikbarajzoldsat kapjuk,
amiben minden él egy-egy szakasz, és a G éleinek egy egyenesbe es6 szakaszok felelnek meg. Ez pedig G kivént lerajzoldsat
adja. (Ha G-nek nemcsak haromszoglapjai voltak, akkor G részgrifja a lerajzolt grafnak, ami nem valtoztat azon, hogy az
élek szakaszok.)

3.2.4 Sikgrafok dualitasa

Legyen G = (V, E) sikbarajzolt graf, legyen V* G lapjainak halmaza.
G* = (V*,E*) a G dudlisa, ahol E* = {e* : e € E} és e* az e-t hatdrold \
tartomdny (oka)t osszekotd él.

Megjegyzés: A G* dualis graf nem(csak) G-t6l, hanem G adott sikba- Eﬁlﬁr.l.b 626  sikbarajzolasok-

. SO0 h F SR . L. . oz kiilonb6z6 dudlis tartozik.
rajzoldsatol fiigg. Adott stkgraf kiilonb6zd sikbarajzoldsai nemizomorf dud- (Egysser van 6-odfokt cstcs,
lisokat definidlhatnak. m4sszor nincs.)

Def.: A Q C E(G) élhalmaz vdgds, ha @ egy olyan élhalmaz, hogy elhagydsakor G komponenseinek
szama megno, és Q) egy legsziikebb ilyen élhalmaz, azaz () semelyik valédi részhalmazara ez nem teljesiil.
Az e él elvigo €l, ha {e} vagds. A G graf e és e’ élei soros élek, ha {e, e’} vagas.

Tétel: Legyen G = (V, E) sr. (1) Ha G* a G duélisa, akkor G* sr és of.

(2) p(e) :==e* egy ¢ : E(G) — E(G*) természetes bijekci6t definidl.

(3) G lapjai bijektiven G* pontjainak felelnek meg,.

(4) Ha G 6f, akkor G a G* dudlisa, igy ekkor G pontjai bijektiven G* lapjainak felelnek meg.

(5) e € E(G) a G hurokéle (elvdgé éle) < ¢(e) a G* elvigé éle (hurokéle).
(6)
(7)

6) e,¢’ € E(G) parhuzamos (soros) élek <= ¢(e), ¢(€’) soros (parhuzamos) élek.
7) C C E(G) a G kore (vagdsa) < ¢(C) G* vagisa (kore).

(8) Ha G of, akkor F' C E(G) a G feszitéfdja <= ¢(F) a G* egy

feszit6fajanak komplementere.

Biz.: (1): Elkészitiink egy G’ = (V', E’) grafot az aldbbiak szerint. A sikbarajzolt G
graf minden [ lapjan felvesziink egy v; pontot, legyen V* := {v; : | G lapja}, és legyen
V' :=VUV* A G’ graf minden éle egy V-beli és egy V*-beli pont kézott fut. Az éleket
tgy kapjuk, hogy minden V-beli v cstcsbél annyi E’-élt inditunk, ahdny E-beli indul v-
bél, mégpedig tigy, hogy v kériil felvéltva kivetkezzenek az E-beli ill. E’-beli élek. Ha egy
v-b6l indulé E’-beli e’ él az [ lapon indul, akkor ezen él mdasik végpontja v; lesz. Feltehetd,
hogy minden vv; élt az adott I lapon beliil rajzoltunk, igy G’ sikbarajzolt graf lesz. Sét:

G’ U E olyan sikbarajzolt graf, aminek kétféle lapja lehetséges: ha egy lapjat E-beli uv Ve [E IE/
él hatédrolja, akkor u és v is ugyanazzal a V*-beli ponttal van Osszekotve, ezért ezen a ©
lapon kérbejérva két E’-beli és egy E-beli élen haladunk végig. Ezen kiviil G’ U E-nek

olyan lapjai lehetnek még, amiket kizdrélag E’-beli élek hatdrolnak. Az is latszik, hogy ha
egy els6 tipusu laprol az E-beli élt elhagyjuk, akkor két haromszoglapot olvasztunk egy r""f
négyszoglappa. \

Azt kaptuk tehdt, hogy G’ egy sikbarajzolt graf, és G egy sikbarajzoldsat tgy kaphat-
juk meg, hogy G bizonyos négysziglapjaiba (a lapon beliil haladva) behizunk egy 4tlét. -
Vildgos, hogy azt is megtehetjiik, hogy ugyanezen négyszoglapoknak nem a V-beli csi- Vo oev* | E IE*
csait Osszekotd 4tl6jat hizzuk be, hanem (szintén a lapon beliil maradva) a V*-belieket o
osszekotot. Ezaltal jfent egy stkbarajzolt grafot kapunk, ami definicié szerint épp a G* A G’ és G* grafok
dudlis gréf lesz.

Azt kell még igazolni, hogy a G* graf sszefiiggd, azaz barmely v; és vy csicsa kozott vezet ut. Tekintsiink a sikon
egy olyan gorbe vonalat, ami ezek kozott a csicsok kozott vezet, de nem megy a4t G egyetlen csicsian sem. Ez a gorbe a
G gréfon tartomanyroél-tartomanyra halad, mindig a G élét atmetszve. Vilagos, hogy minden ilyen tartomanyugrasnél a
duélisban a megfelel$ tartomanyokhoz tartozé csiicsok szomszédosak, tehédt a gorbe definidl egy élsorozatot a dudlis grafon,
amibél méar konnyen készithetd egy v;-t a vi-val Gsszekot6 Ut is.

(2,3): A dudlis definiciéjabdl vildgos.

(4) Mivel G* minden éle pontosan egy élet metszi G-nek pontosan egyszer, ezért G* barmely tartomdnya tartalmazza
G-nek legaldbb egy pontjit. Mivel G 6f, ezért az Euler-formula szerint n = e 4+ 2 —t, ahol n, t, e jeloli G pont-, tartomany-
és élszdmét. (1) szerint G* is 6f, ahonnan t* = e* + 2 — n*, ahol n*,t* és e* a G* pont-, tartomény- és élszdma. (2) miatt
e = e*, (3) szerint t = n*, {gy n = t*, azaz G* minden lapja pontosan egy V-beli pontot tartalmaz. Innen az latszik, hogy
(G*) = G, tehdt (G*)* = G. Az 4llitds mdsodik része (3)-bdl kovetkezik.

(5,6, 7) Elegendd (7)-t bizonyitani, (5,6) ebb6l kovetkezik. Ha C a G kére, akkor C lerajzoldsa 2 részre osztja a sikot.
Ezért ¢(C) éleit elhagyva a kor belsejében 16v6 dudlis csicsokbdl nem lesznek elérhetéek a koron kiviili csicsok. Az is
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konnyen lathaté, hogy mind a kor belsejében levs, mind a C koérlapon kiviili dudlis csicsok Osszefiiggd grafot feszitenek
Gx-ban. Ezért, ha ¢(C) valédi részhalmazit hagyjuk el, akkor G* 6f marad, tehdt a C éleinek megfelels élek G* egy
vagasat adjék.

Ha Q a G véagésa, akkor Q a G egy K komponensét vagja szét egy K1 és egy Ko komponensre. Ha Q tartalmaz egy
uv elvdgd élt, akkor @ minimalitdsa miatt Q = {uv}, és p(Q) (5) miatt hurokél, ami kér. Egyébként @ minden éle két
kiilonbozd tartomanyt hatarol, igy Ki-t legaldbb 2 tartomdny hatérolja. A K7 komponens koriiljardsa a hatdrolétaroma-
nyok egy ciklikus sorrendjét adja, és belathaté, hogy ebben minden hatarolé tartoméany pontosan egyszer szerepel. Ezért
a »(Q) dudlis élhalmaz a G* egy koére. Az ekvivalencidk masik irdnya a fentiekhez hasonléan bizonyithato.

(8) F a G max koérmentes részgrafja <= f(F) a G* max (elvdgé élhalmaz)-mentes részgrifja <= F* := G* — f(F)
a G* min of részgrifja, <= F* feszit6fa (hisz G* (1) miatt of). ]

A fentiekben azt lattuk, hogy a sikbarajzolhat6 grafokhoz el tudunk késziteni egy duélis grafot, ami
nemcsak a sikbarajzolasa révén kotédik az eredeti grafhoz, hanem a vagas-kor dualitas alapjan is. Ez a
megfigyelés teremt lehetOséget a fogalom altalanositasara.

Def.: A G gréf a H graf absztrakt dudlisa, ha létezik egy ¢ : E(G) — E(H) bijekci6 gy, hogy C a
G kire <= ¢(C) a H vigasa és Q a G vigisa <= ¢(Q) a H kore.

Vildgos, hogy minden sikbarajzolhaté G grafnak létezik absztrakt duélisa (akdr tobb, nemizomorf
is), hiszen tetszéleges sikbarajzoldshoz tartozé G* dudlisgraf megfelel. Nem vildgos azonban, hogy vajon
létezik-e nem sikbarajzolhaté grafoknak dualisa.

Whitney tétel: A G griafnak pontosan akkor létezik absztrakt dudlisa, ha G sr.

Biz.: (Vazlat) Vildgos, hogy ha G(*) a G graf absztrakt dudlisa, és H a G részgrafja, akkor az E(H)-nak megfeleld
élek G™*)-nak egy olyan H(*) részgrafjat alkotjak, ami a H graf absztrakt dudlisa. A Kuratowski tétel szerint Whitney
fenti tételét bebizonyithatjuk gy, hogy igazoljuk, hogy sem a Ks-tel, sem pedig a K3 3-mal topologikusan izomorf gra-
foknak nincs absztrakt dualisa. Vildgos, hogy a szébanforgé grafok tgy keletkeznek, hogy K5 vagy K3 3 éleit soros élekkel
helyettesitjiik. Ezen soros éleknek az absztrakt dudlisban parhuzamos éleknek kell megfelelniiik. Ha most e parhuzamos
élekbdl csak 1 — 1 példanyt tartunk meg, akkor a K5 vagy a K3 3 absztrakt dudlisit kapnank. A Whitney tételt tehat
visszavezettiik arra, hogy két konkrét grafrél (a Ks-rél ill. a K3 3-rél) kell igazolni, hogy nincs absztrakt dudlisuk.

Nézziik a K5-t! Ennek van 5 db olyan vdgdsa, amelyek mindegyike 1 —1 pontot vag le, és ezek
4—4 élt tartalmaznak. Ha indirekt 1étezik egy Ké*) absztrakt duédlis, akkor ennek pontosan 5 db 4-
hosszt kére van (mondjuk Ct, G2, ..., C?) tgy, hogy azok paronkét 1— 1 kozos éllel rendelkeznek,
amit elhagyva egy 6-hosszti kort kapunk. Legyen a C1 és C? koz6s éléhez csatlakozé C2-él e = uv!
(Ld. az 4brét.) Ha v a C! korén van, akkor u biztosan nem pontja Cl-nek, hiszen O U C2-bsl
elhagyva a kozos élt egy 6-hosszii kort kapunk. Tudjuk, hogy uv a C?-nek és egy mésik kornek a
kozos éle. A fentiek szerint az u végpont csakis a C3 kor v-bél indulé élének mésik végpontja lehet.
A fenti gondolatmenet a C' barmely szomszédos kérével elmondhaté. Ebb6l az adédik, hogy a
Ké*) graf sziikségképpen a kocka élhaldja, de ennek 6 db 4-hosszi kére van, ami ellentmondas.

Tegyiik fel ezutdn indirekt, hogy a K3 3 grafnak létezik egy Ké’*g absztrakt dudlisa. A K3 3-
nak 6 db 3-éli vdgdsa van (amik egy-egy csucs levigdsdval keletkeznek). E 6 vigéds két 3-as
csoportra oszthaté gy, hogy az egy csoporton beliili vagasok paronként éldiszjunktak. A duélis
megfelelsjiik 6 db 3-hosszi kér lesz, mondjuk C1, C2, C3 és C*, O, C° gy, hogy sem a szdmozott,
sem a betlizott koroknek nincs kozos éle, de barmely szdmozottnak pontosan egy kozos éle van
barmely betiizéttel. Nézziik a C® kort és a hozzé élen csatlakozé C1,C2,C3 koérdket. Az dbran
lathaté cstcsok koziil semelyik ketté sem eshet egybe a fent elmondottak miatt. Ekkor azonban
nem létezhet olyan C? kor, aminek a hdrom szdmozott C* mindegyikével kizos éle van. A kapott
ellentmondas igazolja a Whitney tételt. O

Korédbban mar lattunk példat arra, hogy egy 6f, sr G gréfnak lehetnek nemizomorf G5, G5 dudlisai.
A fenti, 8 pontbdl all6 tétel persze az ilyen grafokra is igaz, igy G vagasai bijektiven G7 ill. G% koreinek
is megfelelnek. Tehdt G7 és G5 élei kozott kortartd bijekcié van. Ez motivélja a kovetkezd fogalmat.

Def.: G és H grafok gyengén izomorfak (2-izomorfak), ha 1étezik egy ¢ : E(G) — E(H) bijekci6
ugy, hogy C pontosan akkor kére a G grafnak, ha ¢(C) = {¢(c) : ¢ € C} a H kore.

Whitney tétele: Ha G sikbarajzolhatd, tovabba G és H gyengén izomorf, akkor
(1) H is sikbarajzolhat6, (2) G* és H* is gyengén izomorf, végiill (3) G és (G*)* gyengén izomorf.

Biz.: (Vézlat) (1): Legyen G* a G graf egy dudlisa. Vildgos, hogy G* egyittal a H absztrakt dudlisa is, ezért az
elsének kimondott Whitney tétel miatt H sr. (2): Minthogy G* és H* egyardnt absztralt dudlisai H-nak (hisz a dudlis is
absztrakt dudlis), ezért egymdssal gyengén izomorfak a 8 pontbdl 4ll6 tétel (7) &llitdsa szerint. (3): Az idézett tétel (1)
llitdsa miatt (G*)* 6f, a (6) 4llitds szerint tehdt G* dudlisa (G*)*-nak és persze G-nek is. De ekkor G és (G*)* egymaéssal
gyengén izomorfak. O

Hogyan kaphatunk gyengén izomorf grafokat? Ha G két kiilonb6z6 komponen-

sének egy-egy pontjit azonositjuk, akkor a korok halmaza nem véltozik. Az in- @
verzoperacié, amikor egy elvagd pontot széthiizunk szintén ez eredetivel gyengén -
izomorf grafot eredményez. Ha G a pontdiszjunkt G és Gy grafokbdl keletkezik ‘

dgy, hogy G1 uy pontjat azonositjuk Go us pontjival és G1 v; pontjat azono-
sitjuk G vy pontjdval, akkor G és G’ is gyengén izomorf, ahol G’- tigy kapjuk,
hogy G1 u; pontjat azonositjuk G vy pontjaval és G vy pontjat azonositjuk G
ug pontjaval.

Tétel: (Whitney) Ha G és H gyengén izomorf, akkor H eléallithaté G-b6l a fenti 3 operdcid ismételt
alkalmazésaval. g

Gl



4. fejezet

Halmazelmeélet

A modern matematika alapjdnak manapsdg a halmazelméletet és a matematikai logikdt szokds tekinteni. Mi ebben a
fejezetben a halmazelméletnek egy specidlis részét villantjuk fel, mégpedig a szdmossagok elméletét. Nincs arra mdéd, hogy
szamottevd mélységben foglalkozzunk az elméletnek akar ezzel a szeletével, de a targyalds taldn elegendé ahhoz, hogy
megértsiink valamit e a rendkiviil absztrakt és mély tudomanyagban szokdsos gondolkoddsmdédbol.

E fejezet célja a szdmfogalomnak a komplex szdmoktdl kiilonbozé irdnyu altaldnositdsa: a végtelennek mint szdmnak a
kezelése. Most nem a természetes szam, egész szam, raciondlis szdm, komplex szdm vonalon prébaljuk béviteni a szamkort,
hanem azt figyeljiik meg, hogy a véges halmazok barmelyikéhez egyértelmiien hozzarendelhetd egy természetes szam: az
adott halmaz elemszama. Més széval, ha két halmazhoz ugyanazt rendeltiik, akkor ugyanannyi elemiik van. De vajon
miért csak a véges halmazokhoz tudunk igy elemszamot rendelni? Miért ne prébalkozhatnank meg a végtelen halmazok
elemszamanak meghatarozasaval is? Ezt tessziik az aldbbiakban.

Def.: Tegyiik fel, hogy az f fiiggvény az A halmaz elemeihez a B halmaz elemeit rendeli. Az f
filggvény injektiv, ha kiillonbozé elemekhez kiilonbozé elemeket rendel, azaz x # y = f(x) # f(y)
teljesiil tetszlleges z,y € A esetén. Azt mondjuk, hogy f szirjektiv (magyarul rdképezés), ha a B
halmaz minden eleme el64ll képként, vagyis Vb € B3a € A : f(a) = b. Ha egy f fiiggvény injektiv és
sziirjektiv, akkor f-t bijekcidnak (magyarul kdlcsondsen egyértelmi leképezésnek vagy egy-egyértelmd
leképezésnek) mondjuk.

Ha f egy A és B kozti bijekcid, akkor f voltaképpen parokba rendezi A és B elemeit, igy szemléletesen vildgos,
hogy A-nak és B-nek ugyanannyi eleme van. Ha f injekcié A-bdl B-be, akkor B-nek nem feltétleniil 4ll el6 minden eleme
képként, tehit A-nak annyi eleme van, mint B egy részhalmazéanak, azaz B elemeinek szama legaldbb akkora, mint A-éié.
Err6l szo6l az alabbi definicié.

Def.: Azt mondjuk, hogy A szdmossdga azonos B szdmossdgdval (jelolésben |A| = |B|), ha létezik
A és B kozott bijekcid. Ha létezik A-bdl B-be injekcié akkor A szdmossdga kisebb vagy egyenld, mint
B-é, és ezt az |A| < |B] jelolés irja le.

Cantor-Bernstein tétel{]| Ha |A| < |B| és |B| < |A|, akkor |A| = |B].

Biz.: Feltehetjiik, hogy az A és B halmazok diszjunktak. Legyenek f: A — B és g : B — A injekcidk, amik a tétel
feltételei szerint léteznek. Legyen AUB a G (esetleg végtelen) graf csicshalmaza, és a € A, b € B esetén legyen ab € E(G),
ha f(a) = b vagy ha g(b) = a. Vildgos, hogy a G grif birmely csicsdbdl legfeljebb két él indul. Az A és B halmazok
kozotti ¢ bijekciét G minden egyes komponensén beliil kiilon-kiilon definidljuk. A G graf komponensei 6tfélék lehetnek:

(1) a, b egy komponens, ha f(a) = b és g(b) = a. Legyen ekkor ¢(a) = b.

(2) Komponens lehet az a1,b1,a2,bs,...,an, b, kor, ahol tehdt bna; is G éle. Definidljuk ekkor a komponensen beliil
a ¢ leképezést a ¢(a;) = b;-nek. Ezdltal ¢ bijekcié a komponensen beliil.

Ezzel a véges komponenseket elintéztiik. Ha G egy komponense végtelen, akkor az egy végtelen ut, ami vagy mindkét
irdnyban végtelen, vagy csak az egyikben. Harom eset van tehat:

(3) G egy komponense a....,a_2,b_2,a_1,b_1, a0, bo, a1, b1, az, b, ..., mindkét irdnyban végtelen tit. Ekkor a ¢(a;) :=
b; bijekcié a komponensen beliil.

(4) Ha G egy egyirdnyban végtelen it komponensének végpontja A-beli, azaz a komponens a1, b1, az, ba, ... alakd, és
a p(a;) := b; ismét bijekcid.

(5) Az az eset marad, amikor a komponens egy B-beli csticsbdl indulé végtelen at, azaz b1, a1, b, az, . ... Ekkor legyen

p(a;) = b; ismét bijekciét ad a komponensen.

A fenti 6t eset valamelyike G barmely komponensére rdhiizhato, ezért a ¢ leképezést az A minden elemére definidltuk,
és az is vildgos, hogy B minden eleme pontosan egy A-beli elem képe lesz. Més szdval ¢ egy A és B kozti bijekcid, nekiink
pedig pontosan egy ilyen fiiggvény létezését kellett igazolnunk. O

A Cantor-Bernstein tétel ereje abban rejlik, hogy két halmaz szamossaganak egyenléségét nem muszaj

egy konkrét bijekcié sokszor faradsagos megadasaval igazolni. Elegendé minddssze két injekciét mutatni

lEnnek az idénként Schréder-Bernstein ill. Bernstein-Schréder néven emlegetett tételnek a torténete 1887-ben kezdé-
dik, amikoris Richard Dedekind ezt bebizonyitotta maganak. Akkortajt még lényegében nem létezett halmazelmélet, igy
szinte senkit sem érdekelt az eredmény. 1895-ben azonban a halmazelmélet masik nagy alakja, a Dedekinddel ekkor mar
haragban 4ll6 Georg Cantor ugyanezt sejtésként mondta ki. Ernst Schroder 1896-ban adott egy hibas bizonyitast, majd
Felix Bernstein 1898-ban talalt egy helyeset. A tétel szdmos elnevezése abban minden esetre kozos, hogy a ,,Dedekind”
karaktersorozat egyikben sem fordul elé.
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a két kérdéses halmaz kozott.

Def.: Azt mondjuk, hogy A szdmossdga kisebb, mint B szdmossdga (jelolésben |A| < |BJ), ha
|A] < |B| és |A| # |B| (azaz ha |A| = |B| nem teljesiil).

Vildgos, hogy ha A és B két véges halmaz, akkor vagy ugyanannyi elemiik van (azaz |A| = |B|), vagy az egyiknek
tobb eleme van, mint a masiknak, més széval az egyik halmaznak van a masik halmazzal egyezd elemszamu részhalmaza
(azaz |A| < |B| vagy |B| < |A]). Nem vildgos azonban, hogy végtelen halmazokra is dltaldnosithaté-e ez a megfigyelés.
Elképzelhet$ éppenséggel, hogy az A és a B ,annyira végtelen” halmazok, hogy egyiket sem lehet a masikba injektdlni.
Nos, hogy ez csakugyan megtorténhet-e, az a halmazelmélet leginkabb vitatott G.n. kivdlasztdsi axiomdjdin mulik. Ez az
1904-ben Ernst Zermelo altal megfogalmazott axiéma a kovetkez6t mondja ki:

Ha A egy halmaz, akkor létezik egy olyan f leképezés, amelyik az A halmaz nemiires részhalmazaihoz az A elemeit rendeli
ugy, hogy tetszdleges X C A esetén f(X) € X teljesiiljon. Mds széval az A halmaz &sszes részhalmazdbdl szimultdn
kivalaszthaté egy-egy elem.

Ha ezt az axiéméat bevessziik a halmazelmélet szokdsos axiémarendszerébe, akkor egy hihetetleniil hatékony eszkozt
kapunk. Ez az axiéma ekvivalens az 0.n. jolrendezési tétellel. E tétel szerint minden halmaz jélrendezhetd, azaz tetszdle-
ges H halmaz elemeinek 1étezik olyan sorrendje, amely szerint H tetszéleges K részhalmazanak van a sorban legkisebb
eleme. A valés szdmok szokdsos rendezése pl nem jélrendezés, mert a valds szdmok {1, %, %, i, ...} részhalmazdnak nincs
els6 (legkisebb) eleme. A kivdlasztdsi axiémdval ekvivalens a teljes indukcié végtelen altalanositdsanak, az G.n. transzfinit
indukcidnak a létjogosultséga. Erdekes szdémunkra a kivélasztési axiémanak az a kovetkezménye is, mely szerint tetszd-
leges vektortérnek létezik bézisa. (Végesen generdlt vektortérre ez vildgos, nem végesen generéltakra ez kordntsincs igy.)
A szdmossdgok Osszehasonlihatésdga kapcsan pedig azt érdemes megjegyezni, hogy a kivdlasztasi axiéma ekvivalens a
szamossagok trichotomidjdval is, ami pontosan azt mondja ki, hogy barmely két halmaz Osszehasonlithaté, azaz létezik
injekcié valamelyikiikbél a méasikba. Ha igaz a kivalasztasi axiéma, akkor tehdt nem torténhet olyasfajta csifsdg, hogy két
halmaz szdmossdga ne volna 6sszehasonlithato.

Felmeriil tehat a kérdés: a kivdlasztasi axiéma vajon igaz vagy sem. Ha a kivalasztdsi axiémat feltessziik, akkor igen
er6s tételek igazolhaték. Egy meglepd kovetkezmény példdul a Banach-Tarski paradoxon, mely szerint a haromdimenzids
egységgdmb szétdarabolhaté véges sok részre tgy, hogy a keletkezd részekbél (pontosabban azok eltoltjaibdl és elforga-
tottjaibdl) két (értelemszeriien t6mor) egységgdmb rakhatéd dssze (természetesen gy, hogy minden darabot a két 4j gémb
koziil pontosan egyhez haszndlunk fel). (Erdekes epizéd a paradoxon torténetébdl a Scientific American 1989-es dprilisi
szama Arlo Lipof levelével, mely egy kozelebbr6l meg nem nevezett dél-amerikai orszag szupertitkos akcidjardl szamol be:
a Banach-Tarski tétel felhaszndldsdval aranygomboket kettéznek. A kérdés persze csak az, hogy Arlo Lipof melyik angol
kifejezés anagramméja.)

A kivalasztdsi axidma egy mdsik meglepd kovetkezménye az aldbbi. Egy borton dsszes rabjaval kozlik, hogy mésnap
reggel mindenkinek egy pozitiv egész szamot irnak a homlokara. Mindazokat, akik a tobbiek szdmainak ismeretében
helyesen tippelik meg a sajat szamukat, szabadon engedik. Ekkor a rabok megéallapodhatnak egy olyan ,stratégiaban”,
amivel elérhetik, hogy barmilyen szamokat is kapnak méasnap reggel, véges sok kivételtdl eltekintve mindegyikiik helyesen
tippeljen. Mas széval, ha végtelen sok rab volt bezarva, akkor 100% fogja kitatlalni a sajt szdmét.

Mi tehdt a kivalasztdsi axiéma stdtusza? Ha igaz, varatlan kovetkezményei vannak, ha nem igaz, akkor nincs pl.
trichotémia. Kurt Godel és Paul Cohen munkajanak nyoman deriilt ki, hogy a kivélasztasi axiéma logikailag fliggetlen
a halmazelmélet szokdsos Zermelo-Fraenkel féle axiémarendszerétdl (roviden ZF-tdl), azaz sem a kivélasztdsi axidéma,
sem annak tagaddsa nem bizonyithaté az emlitett axioméakbdl. Ezért akar a kivalasztasi axiémat, akar annak tagadasat
vessziik hozza a ZF-hez, pusztan ettél nem kapunk ellentmondast. Ha tehat a ZF ellentmondédsmentes, akkor a kivalasztési
axiémdval egyiitt is az marad. Miutdn nem vérhatd, hogy a kivdlasztdsi axiémat barki megcafolnd (hisz ez a ZF ellent-
mond4dsossigdt jelentené), azért semmi hdtrdnyunk sem szdrmazik abbdl, ha igaznak tekintjiik. fgy szamos érdekes allitas
eldonthetévé valik, amiket remekiil be lehet bizonyitani.

Pontosan ugyanarrél van itt is szé, mint amit a geometridban a parhuzamossdgi axiéméanak a ,,tobbi” axiémahoz val6
viszonya kapcsén feszegettek évszazadokon keresztiil. Sokan és sokaig prébélkoztak eredményteleniil a parhuzamossagi
axiéma bizonyitdsdval a maradék axiémdk segitségével (koztiik Bolyai Farkas is), majd (az atyai tiltds ellenére ezzel
foglalkozd) Bolyai Jénos és az orosz Nyikolaj Lobacsevszkij egyméstdl fiiggetleniil demonstraltak, hogy a parhuzamossagi
axioma tagadasat feltéve egy éppoly mély és érdekes geometridt kapunk, mint amilyen a megszokott euklideszi. Kés6bb
aztdn szigorian matematikai eszkozokkel is sikeriilt igazolni, hogy a parhuzamossédgi axiéma logikailag fiiggetlen a t6bbi
axiomatdl, és akar az axidmat, akar annak a tagadasat vessziik hozza a tébbihez, ez nem hoz ellentmondast a rendszerbe.

Def.: Az A halmaz megszdmldlhatd, ha |A| < |N|. Az N halmaz szdmossdgat Ry (alef null) jelélﬂ

Allitas: Ha az A halmaz megszamlalhato, akkor A véges, vagy A megszamlalhatéan végtelen halmaz,
és ekkor |A| = Ry.

Ha egy A halmaz megszamldlhatd, akkor létezik bel6le az N halmazba injekcid, vagyis A elemeinek
kiilonb6z6 természetes szamokat tudunk megfelelteni. Ezzel egyittal sorba is rendezziik A elemeit: A =
{a1,as,...}. Az is vildgos, hogy ha A = {a; : i € N}, akkor A megszdmldlhaté halmaz. Vagyis egy halmaz
pontosan akkor megszdmldlhatd, ha elemei felsorolhaték (sorba rendezhetdk) gy, hogy a felsoroldsban
mindegyik elem elébb-utébb sorra keriiljon.

Kov.: A négyzetszamok halmaza vagy a primszédmok halmaza bar valédi részhalmaza a természetes
szamok halmazéanak, szamossaguk mégis Ry, azaz ugyanannyi van beléliik, mint a természetes szamokbol.
Az egész szdmok 7Z halmaza tartalmazza N-t, de szdmossdga annak sem tobb Ng-nal, hisz az egészek
felsorolhatok: 0,1, —1,2,—2,3,... Ez utébbi altalanositdsa kovetkezik.

Allitas: Ha A és B megszamlalhaté halmazok, akkor A U B is megszamlalhato.

2Az X (alef) a héber ABC els§ betiije. Kéveti a 3 (bet), J (gimel), 71 (dalet), és 18 tovabbi betii. Ne nézziink butén,
hogy csak az alefet ismerjiik.
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Biz.: Tudjuk, hogy A és B elemei felsorolhaték, azaz A = {ag,a1,...} és B = {bg,b1,...}. Ekkor
AUB = {ao, bo,al, b17a2, 627 .. .}, tehat |A U B‘ S NO. O

Kov.: Véges sok megszamlalhaté halmaz unidja is megszdmlalhato.

Ennél azonban tobb is igaz.

Tétel: Megszamlalhaté sok megszamldlhaté halmaz unidja megszdmldlhatd, azaz, ha |4;] < Vg
minden i € N esetén, akkor |J;cy Ail < No.

Biz.: Feltehetjiik, hogy A; = {a(i,0),a(i,1),a(i,2),...} az elemek egy sorbarendezése. Ekkor
Uien 4i = {a(0,0),a(1,0),a(0,1),a(2,0),a(1,1),a(0,2),a(3,0),a(2,1),a(1,2),a(0,3),.. .}, azaz elészor
azokat az elemeket soroljuk fel, ahol az zardjelen beliili szdmok Gsszege 0, majd azokat, ahol 1, majd 2,
s.i.t. (Ezt gyakran lgy teszik szemléletessé, hogy az a(i,j) elemet a koordindtarendszer pozitiv sikne-
gyedének (i, 7) pontja reprezentélja, és a nemnegativ racspontokat kell sorba rendezniink, amit szdmos
médszerrel meg tudunk tenni. Nincs most kedvem errél dbrét késziteni, remélem, vildgos.) Azt kaptuk,

hogy |J;cy A: elemei sorba rendezhetdk, ezért a halmaz megszamlalhato. O
Kov.: Q] =Rq .
Biz.: Vilagos, hogy a Q halmaz eldall Q = [J;2; Q; alakban, ahol Q; := {% : n € Z} az i nevezdjii
tortek halmaza. Vildgos, hogy |Q;| = |Z| = Ny, ezért unidjuk (Q) is megszdmlalhatd. O

Az 6rdn a fenti tétel alabbi bizonyitdsaval illusztraltuk a Cantor-Bernstein tétel alkalmazdsat.

2. bizonyitds: Mivel N C Q, ezért Ry = |N| < |Q|. Az egyenldség bizonyitdsdhoz azt kell meg-
mutatnunk, hogy |Q| < |N|, azaz Q elemeihez kiilénb6z6 természetes szamokat kell rendelniink. Ezt az
alabbiak szerint tehetjiik meg. Tetszbleges r € Q felirhaté r = % alakban, ahol 0 < ¢ € N és (p,q) = 1,
azaz p és q relativ primek. Legyen ekkor

0 ha p =0,
flr)y=4q 2P .54 ha p > 0,
37P.5¢ ha p < 0.

Vildgos, hogy minden raciondlis szamhoz egyértelmiien rendeliink természetes szamot, és kiilonb6z6
racionélisak képe (a primfelbontds egyértelmiisége miatt) kiilonboz6 lesz. O
A kovetkez6 célunk, hogy megszamldlhaténal nagyobb szdmossdgu halmazt taldljunk.
Def.: A H halmaz hatvdnyhalmazdnak elemei a H halmaz részhalmazai: P(H) :={X : X C H}.
Allitas: [P(N)| = |(0,1)], ahol (0,1) a valés szémegyenes 0 és 1 végii nyilt intervallumat jeldli.
Biz.: A Cantor-Bernstein tételt alkalmazzuk, azaz mindkét irdanyba megadunk egy-egy injekciét.
Ha tehdt A C N akkor legyen f(A) := > 4 10~ (e+1) | M4s széval az A részhalmaznak az a szam fog
megfelelni, amit Ugy kapunk, hogy leirunk egy 0-t, és utdna sorra 1-t vagy 0-t frunk a szerint, hogy
az N soron kovetkezé eleme benne van-e az A halmazban. (Pl. ha A a primszdmok halmaza , akkor
f(A) =0,00110101000101 . . .-nak adédik.) Vildgos, hogy kiilénbsz6 részhalmazokhoz kiilonbozéképpen
felirt szdmok tartoznak, radddsul minden f(A) pozitiv és 0,2-nél nem nagyobb lesz. f tehdt injekcid.

Legyen most z € (0, 1) tetszéleges szdm, melynek 2-es szdmrendszerbeli alakja z = 0, 2122 . . .. Legyen
g(x) :={n € N: z, = 1}. Mivel kiilonb6z6 szdmok 2-es szdmrendszerbeli alakja kiilonboz6, ezért a g
fliggvény is injekcio. O

Megjegyzés: A fenti bizonyitasban a g fiiggvény nem bijekcid, ugyanis jépar olyan A C N halmaz
van, ami nem all el6 g(z) alakban. Konkrétan azok az A halmazok tartoznak ide, amikre 1étezik olyan
N kiiszob, hogy minen N-nél nagyobb szam A-ban van. Az ilyen halmaz az olyan 2-es szamrendszerbeli
alaknak felelne meg, amiben egy helyiértéktol kezdve csupa l-esek dllnak. Marpedig ilyen szdm nincs,
ahogyan 10-es szamrendszerben sincs olyan szam, ami a tizedesvesszé utan valahonnantdl csupa 9-esbol
all.

Az f fuggvény konstrukcidjakor is pontosan a fenti anomaliat igyeksziink elkeriilni: 10-es szdmrend-
szerben nincs olyan szam, ami , tizedesvessz6” utan valahonnantél csupa 9-eseket tartalmaz. Persze ilyen
szamot nem is konstrualtunk.

Def.: A P(N) halmaz szdmossagat kontinuum szémossédgnak nevezzik, és (ritkdbban) c-vel (gét
»¢’-vel) vagy (gyakrabban) 2No—la jelsljiik.

Létezik-e vajon nem megszamlalhaté halmaz? Az aldbbi tétel szerint a vélasz igen.

Tétel: |P(N)| > |N|, avagy ¢ > Ng.

Ennél azonban jéval tobb igaz.

Cantor tétele: Tetszbleges H halmazra |P(H)| > |H].

3Bz a jelolés 6sszhangban van azzal, hogy egy n elemii halmaznak 2" részhalmaza van.
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Biz.: Az alabbi bizonyitas a hires Cantor-féle dtlos mddszer. Indirekt bizonyitunk, tegyiik fel, hogy
valamely H halmazra |P(H)| # |H|, azaz a trichotémia miatt |H| > |P(H)|. Mivel létezik H-bdl P(H )-
ba injekci6 (H tetszéleges h elemének a {h} részhalmazt feleltetjitk meg), ezért |H| < |P(H)| teljesiil.
A Cantor-Bernstein tétel szerint ebbdl |H| = |P(H)| kovetkezik.

Létezik tehdt egy f : H — P(H) bijekci6. Legyen A := {h € H : h ¢ f(h)}, vagyis azon H-beli
elemek halmaza, amiket a nekik megfelel$ részhalmaz nem tartalmaz. Vildgos, hogy A a H halmaz egy
jol meghatarozott részhalmaza, és igy az f bijektiv volta miatt létezik egy olyan a € H elem, amire
A = f(a). Két eset lehetséges. Az a elem vagy A-ban van, vagy nem.

Ha a € A, akkor A definicidja miatt a € f(a) = A, ami ellentmondés. Ha pedig a ¢ A, akkor a azért
nem eleme az A halmaznak, mert a ¢ f(a) nem teljesiil, tehét a € f(a) = A, ami szintén nem lehetséges.

Az ellentmondds az indirekt feltevés hamis voltat bizonyitja, ez pedig Cantor tételét igazolja. O

A Cantor tételnek egy kovetkezménye, hogy nem létezik a szadmossdgok kozott legnagyobb, azaz minden halmaznal
van nagyobb szdmossdgi halmaz (példdul a hatvdnyhalmaza). Innen adddik, hogy nem létezhet olyan halmaz sem, aminek
minden halmaz eleme, hiszen ennél a halmazndl nem volna nagyobb szadmossagi halmaz. Ugyanennek a ténynek egy
ravaszabb megfogalmazasa a Russel paradoxon. Alljon az R halmaz mindazon halmazokbdl, amik nem tartalmazzak
onmagukat elemként: R := {A: A ¢ A}. Kérdés, hogy vajon R eleme-e R-nek. Ha igen, akkor R ¢ R, ha nem, akkor pedig
R definicidja szerint nem teljesiil, hogy R ¢ R, azaz R € R. Ejnye.

Bertrand Russel a paradoxont 1901 koriil vette észre (éppen a fenti Cantor tétel kapcsdn), és a matematikusoknak
jOpar évnyi fejtorésébe keriilt, mig sikeriilt tisztdzni a latszdélagos ellentmondast. Russel eredménye szamos formaban lett
kozismert. Ezek egyike a borbélyparadoxon: tegyiik fel, hogy egy varosban egyetlen borbély van, és igaz, hogy pontosan
azokat a férfiakat borotvalja ez a borbély, akik maguk nem borotvélkoznak. Borotvélkozik-e a borbély, vagy sem? (Nem az
a megfejtés, ami a kovetkez6 feladvanyé. Hazamegy a favagd, és igy szdl a fidhoz: ,, Te az én fiam vagy, de én nem vagyok
az apdd.”. Na, hogy lehet ez, ha a favagé igazat mond?)

A paradoxont a halmazelmélet axiomatikus megalapozisa oldotta meg. Ahogyan a vildg 6sszes halmaza nem lehet
egyetlen halmaz eleme, Ugy a paradoxonban definidlt halmazok osztilya (azaz R) sem alkot halmazt. A halmaz a mate-
matikdban alapfogalom, nem definidljuk, de nem igaz az az intuitiv kép, hogy minden, amirdl beszélni tudunk, az egyuttal
halmaz is.

Tétel: |(0,1) x (0,1)] = 2%, azaz a nyilt egységnégyzetnek kontinuum sok pontja van. Més széval
kontinuum sok kontinuum méretii halmaz uniéja is (csak) kontinuum szamossigu.

Ko6v.: Megszamlalhatéan sok kontinuum méretii halmaz uniéja kontinuum szamossagi. Kontinuum
és megszamlalhaté halmaz unidja kontinuum.

Biz.: Vildgos, hogy [(0,1)] = [(0,1) x 4], és (0,1) x 3 € (0,1) x (0,1), ezért |(0,1)] < |(0,1) x (0,1)].
A Cantor-Bernstein tétel szerint tehdt elegendé egy f : (0,1) x (0,1) — (0,1) injekciét adni. Legyen
tehét (z,y) € (0,1) x (0,1) tetszbleges. Legyenek mondjuk & = 0, z1zex3... és y = 0,y1y2ys . .. a tizes
szamrendszerbeli alakok. Legyen f(x,y) := 0,21y122y2 . . .. Vildgos, hogy f(z,y) egy j6l meghatirozott
(0,1)-beli szdm (hiszen nem lehet, hogy valahonnan kezdve csupa 9-est tartalmaz). Az is vildgos, hogy
ha f(x,y) adott, akkor abbdl x és y meghatarozhatd, vagyis f injektl'vﬂ Nekiink pedig éppen erre van
sziikségiink. O

Kov.: Az R és C egyarant kontinuum szdmossagu halmazok.

Biz.: R eldédll megszamlalhat6 sok (0,1) intervallummal azonos szdmossdgi halmaz egyesitéseként.

C-nek annyi pontja van, mint az R? siknak, és R? eléall kontinuum sok egyenes uniéjaként. O

Igazan szuper, hogy a kontinuum tobb, mint megszdmlilhatd, de vajon van-e olyan halmaz, aminek a szdmossiga
szigorian e két szdmossag kozé esik? A kérdés jogos és érdekes, Cantor vette fel elészor. Kerestek ilyen halmazt, de senki
nem talalt. Prébaltdk hat bebizonyitani, hogy nem létezhet ilyen, 4m ez sem jart sikerrel. 1900-ban Périzsban a nemzetkozi
matematikai kongresszuson David Hilbert, az akkori idék egyik legbefolydsosabb matematikusa tartott eléadédst arrdl, hogy
mik az akkori matematika elétt 4116 legfontosabb problémék. Itt 10 probémét ismertetett, késébb a lista 23-re béviilt. Olyan
problémék szerepeltek a listdn, mint a mindmadaig megoldatlan Riemann sejtés és Goldbach sejtés. Hilbert legels6 problémaéja
pedig éppen ez a kérdés volt. Azaz, igazoljuk az aldbbiakat.

Kontinuum hipotézis: Nem létezik olyan H halmaz, amire Ry < |H| < 20 teljesiil.

A fenti allitas altaldnosan is megfogalmazhatdé.

Altalanositott kontinuum hipotézis: Ha X egy végtelen halmaz, akkor nem létezik olyan H halmaz, amire |1 X| <
|H| < |P(X)] teljesiil.

Igaz vagy sem a kontinuum hipotézis? Ha tudjuk, akkor miért nem tétel? Ha nem tudjuk, akkor miért nem sejtés? Nos,
Kurt Godel és Paul Cohen egy-egy eredménye egyiitt adja meg az egészen varatlan valaszt. Godel azt igazolta, hogy a
halmazelmélet szokdsos axiém&ibdl (akdr a kivdlasztdsi axiémat is beleértve) nem lehet a kontinuum hipotézist cafolni, igy
semmiképp sem varhatd, hogy valaki egy megszamldlhaté és kontinuum kézotti halmazt konstrual. Cohen eredménye pedig
azt mutatja, hogy a kontinuum hipotézis a szokasos axiémarendszerben nem bizonyithaté. Ez azt jelenti, hogy a kontinuum
hipotézis eldonthetetlen a halmazelméleten beliil: akdr a kontinuumhipotézist, akdr annak céfolatat (de csak az egyiket)
felvessziik az axiémak kozé, akkor ettdél nem keriil ellentmondéds a halmazelmélet axiémarendszerébe. Mas szavakkal:
a kontinuumhipotézis éppugy logikailag fiiggetlen ZFC-t8] (azaz a kivdlasztdsi axiémdval kiegészitett Zermelo-Fraenkel
axiémarendszertdl), mint ahogyan a kivélasztédsi axiéma volt logikailag fiiggetlen a ZF-t&l vagy ahogyan a parhuzamossagi
axioma fliggetlen a geometria maradék axiémaitdl.

4Erdemes meggondolni, hogy f miért is nem bijekcié. (Ha ugyanis az volna, nem lett volna sziikség a Cantor-Bernstein
tételre a bizonyitdsban)



	Bevezetés
	Vizsga tételsor
	Komplex számok
	Lineáris algebra
	Koordinátageometria
	Vektorterek
	Lineáris egyenletrendszerek
	Permutációk, determinánsok
	Permutációk, inverziószám
	Determinánsok

	Mátrixmuveletek, térbeli vektorok szorzása
	Mátrix inverze
	Mátrix rangja
	Lineáris egyenletrendszerek tárgyalása mátrixokkal
	Lineáris leképezések
	Lineáris leképezések mátrixai

	Lineáris transzformációk és mátrixok sajátértékei, sajátvektorai és sajátalterei

	Kombinatorika, gráfelmélet
	Elemi leszámlálások
	Gráfok
	Fák alaptulajdonságai
	A Cayley tétel
	Síkgráfok
	Síkgráfok dualitása


	Halmazelmélet

