GRAFOK ES ALGORITMUSOK zérthelyi Név:
2025. méajus 15. Neptun kod:

1. Az alabbi G grafon futtatjuk az Edmonds-algoritmust az ae és be élekbdl allo parositasbol kiindulva.
Az els6 néhany lépés soran osszehtuztuk a (b, ¢, d,b), majd az (a, {b,c,d}, e, a) kelyhet, ahol {b, ¢, d}
jeloli a (b, ¢, d, b) kehely Gsszehuzéasaval keletkezett 0j csticsot.
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(a) Rajzoljuk fel az igy kapott grafot és az aktuélis alternaléd erdst.

{a, {b, ¢, d},e} f
(8 pont)

(b) Hajtsuk végre az algoritmus kovetkezs lépését. (Nem sziikséges az algoritmust végigfuttatni,
de latszddjon, hogy mit csinal az algoritmus a kovetkezd él vizsgalatakor. Az él vizsgalatabol
adodé minden miiveletet végezziink el.)

A kovetkezd 1épésben az {a, {b,¢c,d}, e} és f kozott vezetd élt vizsgaljuk. (0 pont)
Mivel ez az alternal6 erdd két kiilonb6z6 komponensbeli kiils6 cstcsa kozott vezet, ezért
javitoutat talaltunk. (2 pont)
A javitouton 1évés éleknél felcseréljiik, hogy a parositédsba tartoznak-e vagy sem, vagyis a
vizsgalt él bekeriil a parositasba. (1 pont)
A javitouton 1évs kelyheket kibontjuk, és benniik esetlegesen megvaltoztatjuk a parositast.

(1 pont)
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(8 pont)
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2. Legyen G egy olyan (nem feltétleniil paros és nem feltétleniil egyszert) graf, aminek paros sok cstcsa
van, és legyen minden v € V(G) esetén <, egy szigoru preferenciarendezése a v cstcsra illeszkedd
élek halmazéan. Tegyiik fel, hogy létezik olyan w € V(G) csics, amire a G — w grafnak van stabil
parositasa.

(a) Mutassunk példat arra, hogy ekkor lehetséges, hogy a G grafnak van stabil parositasa, és arra
is, hogy nincs. (Indokoljuk is meg példak helyességét.)
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A G, grafban az aib; él egy stabil parositast alkot, a G; — by grafban pedig az iires
pérositas stabil, hiszen egyik esetben sincs olyan ¢él, ami ezeket blokkolna. (1 pont)
A G4 grafban az ascodsas kor egy nemeliminalhatéd rotaciot alkot, igy Go-nek nincs stabil
péarositasa. Viszont a Gy — dy gratban az ascs él egy stabil parositast alkot, hiszen nincs
olyan él, ami ezt blokkoln4. (2 pont)

(b) Bizonyitsuk be, hogy G-be behiuzhato egy 1j e él és ez a preferenciarendezésekbe is beszurhato
ugy, hogy a kapott G + e grafnak a kapott {<!},cv () szigort preferenciarendezésekre nézve
biztosan legyen stabil parositasa. (Az 1] élnek a korabbi preferenciarendezésekbe vald beszirasa
alatt azt értjiik, hogy az eredeti élek egymas kozotti sorrendje valtozatlan marad.)

Vegyiik a G — w graf egy M stabil parositasat. Mivel G-nek péros sok cstucsa van, ezért
a G — w grafban létezik olyan w cstcs, amit az M parositas nem fed. (1 pont)
Huzzunk be G-be egy 14j e élt u és w kozé ugy, hogy az u és a w csics preferenciarende-
zésében is ez az 1j e él legyen az elsé. (2 pont)
Megmutatjuk, hogy ekkor M U {e} a G + e graf egy stabil parositasa. (0 pont)
Nyilvan M U {e} egy parositas. (1 pont)
Az e él nyilvan dominélja az Osszes w cstucsra illeszkedd élt, M pedig dominalja az Osszes
w-re nem illeszkedd élt. (2 pont)
Tehat M U {e} valéban a G + e graf egy stabil parositasa. (1 pont)
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3. Hatarozzuk meg a p > 0 valés paraméter Osszes olyan értékét, melyre az alabbi st-folyam minimalis
koltségii a 11-nagysagu st-folyamok kozott. (Az éleken szerepl elsé szam a folyam értéke az élen, a
zardjelben szerepls els6 szam az él kapacitasa, a méasodik pedig az élen egységnyi folyam atvitelének
a koltsége.)
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A megadott f folyam pontosan akkor minimaélis koltségt, ha létezik olyan m potencial, hogy
f és m kielégitik az optimalitasi kritériumokat, azaz minden olcsé (azaz negativ modositott

koltségii) él telitett és minden draga (azaz pozitiv modositott koltségt) él iires. (1 pont)
Mivel az sa, sc, ab, bt, da élek se nem telitettek, se nem iiresek, ezért ha f miniméalis koltségti,
akkor ezeknek a modositott kdltsége 0. (1 pont)
Tetsz6leges m potencial esetén 7(s) = 0. (1 pont)

Vagyis ha f minimalis koltségd, akkor a w'(sa) = w(sa) — (w(a) — 7(s)) = 0 egyenlethdl
7(a) = 6 adodik. Hasonloan az sc él miatt 7(c) = 2, az ab él miatt m(b) = 6 + p, a bt él miatt

7(t) =9+ p, és a da ¢l miatt 7(d) =6 — p. (8 pont)
Tovabba, mivel a cd él telitett, ezért 0 > w'(cd) = 2p — 4, azaz p < 2. Hasonloan, mivel a dt
él telitett, ezért 0 > w'(dt) = 2 — 2p, azaz p > 1. (2 pont)

Vagyis ha 0 < p < 1 vagy p > 2, akkor az f folyam biztosan nem minimélis koltségii. Ha
viszont 1 < p < 2, akkor f és 7 kielégitik az optimalitési kritériumokat (ehhez még le kell
ellendrizni, hogy a be él draga, és w'(bc) = 2p + 4 > 0 miatt ez valoban teljesiil), tehat ebben
az esetben f minimalis koltségi lesz. (2 pont)




GRAFOK ES ALGORITMUSOK zarthelyi

4. Tetszbleges G iranyitatlan grathoz definialjuk a D iranyitott grafot tgy, hogy D csiicshalmaza meg-
egyezzen GG csucshalmazaval, és tetszéleges u és v csticsok esetén u-bol pontosan akkor vezessen
irdnyitott él v-be D-ben, ha G-nek van olyan maxvissza sorrendje, melyben u az utolso el6tti, v pe-
dig az utols6 cstcs. Bizonyitsuk be, hogy ha D erdsen 6sszefliggd, akkor G regularis. (Egy iranyitott
grafot erdsen Osszefiiggének neveziink, ha barmely csticsbol barmely csticsba vezet benne irdnyitott
ut. Egy iranyitatlan grafot regularisnak neveziink, ha minden cstics foka ugyanannyi.)

Legyenek u,v € V(G) tetsz6leges cstucsok. Mivel D erGsen Osszefliggd, ezért létezik D-ben
iranyitott uv-ut; legyen egy ilyen wow; ... wy, ahol wy = u és wy = v. (0 pont)
A feladat feltételei szerint tetszéleges ¢ € {0,1,...,k — 1} esetén létezik olyan maxvissza
sorrendje G-nek, amiben w; az utolso el6tti és w; 1 az utolséd csics. (0 pont)
Az el6adason tanultak szerint tetszbleges i € {0,1,...,k — 1} esetén A w;, wit1) = d(w;y1),
(2 pont)
valamint nyilvan A(w;, w; 1) < d(w;). (Hiszen w; és w; 41 kozott legfeljebb d(w;) darab paron-
ként éldiszjunkt at vezethet G-ben.) (1 pont)
Ebbél
dG(U,) S dg(w0> Z Ag(wo,wl) = dg(’wl) Z Ag(wl,wg) =coo Z )\G(wk_l,wk) = dg<’wk) S dg(v)
adodik. (4 pont)
Mivel D erésen 0Osszefiiggs, ezért 1étezik D-ben iranyitott vu-ut is. Ekkor az el6zéek szerint
da(v) > dg(u). (2 pont)
Vagyis dg(u) = dg(v) teljesiil tetszéleges u és v cstcsok esetén, tehat G regularis. (1 pont)
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5. Legyen G egy olyan graf, melyben minden feszitett kor 3-hossz, kivéve egyet, ami 4-hossztu. Lehetsé-
ges-e, hogy x(G) = w(G) + 27

Legyen v a G feszitett 4-hosszu korének egyik cstcsa, és tekintsiik azt a G’ grafot, amit G-bol
a v csucs elhagyasaval kapunk. (2 pont)
Ekkor G’ egy merevkord graf, hiszen minden feszitett kore 3-hossz. (2 pont)
Vagyis az el6adason tanultak szerint x(G') = w(G’). (2 pont)
Nyilvan x(G) < x(G’) + 1, hiszen G’ egy optimalis szinezését tekintve és v-nek egy 1j szint
adva G egy helyes szinezését kapjuk. (1 pont)
Hasonloan, w(G’) < w(G), hiszen tetszéleges G'-beli klikk G-ben is klikk. (1 pont)
Tehét x(G) — w(G) < (x(G") + 1) —w(G') =1, azaz x(G) < w(G) +1, (2 pont)
és igy x(G) # w(Q) + 2. (0 pont)
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6. Az alabbi G grafon elkezdtiik futtatni az 6ran tanult algoritmust egy Gomory—Hu-fa meghatarozasara.
Az els6 két 1épés utan a jobb oldalon lathato fat kaptuk. Fejezziik be az algoritmus futtatasat. (Az
algoritmus tovabbi lépései egyértelmtien deriiljenek ki a megoldasbol.)
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Mivel az aktuéalis faban példaul a {b, d} cstcs az eredeti graf tobb cstucsat is reprezentalja, ezért
ezt a csucsot ,szétvagjuk”. Ehhez el@szor Osszehtizzuk G-ben az {a, e} ponthalmazt, és az igy

kapott graftban meghatarozunk egy minimalis bd-vagast. (1 pont)
Mivel ebben a grafban van 3 darab paronként éldiszjunkt bd-ut, nevezetesen a (b,d), a
(b,{a,e},d) és a (b,c,d) utak, ezért a minimalis bd-vagas kapacitasa legalabb 3. (1 pont)
Igy mivel a {b} ponthalmaz egy 3-élii vagast hataroz meg, ezért ez egy minimalis bd-vagas.

(1 pont)
Az ezen vagas segitségével meghatarozott fa a baloldali abran lathato. (2 pont)

Mivel a kapott faban az {a, e} csics az eredeti graf tobb csucsat is reprezentélja, ezért ezt
a csicsot ,szétvagjuk”. Ehhez elGszor osszehuzzuk G-ben az {b, ¢, d} ponthalmazt, és az igy

kapott grafban meghatarozunk egy minimalis bd-vagast. (1 pont)
Mivel ebben a grafban van 2 darab paronként éldiszjunkt ae-ut, nevezetesen az (a,e) és az
(a,{b,c,d},e), ezért a minimélis ae-vagas kapacitasa legalabb 2. (1 pont)
Igy mivel az {e} ponthalmaz egy 2-éli vagast hataroz meg, ezért ez egy minimalis ae-vagas.

(1 pont)
Az ezen vagas segitségével meghatarozott fa a jobboldali abran lathato. (1 pont)
Mivel a kapott fanak méar nincs olyan cstucsa, ami a G tSbb csticsat is reprezentélja, ezért ez a
fa G egy Gomory-Hu-faja. (1 pont)
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