Grafok és algoritmusok (VISZA028)
ZH javitékulcs (2023. 05. 26.)

Az itmutaté mintamegoldasokat tartalmaz. A pontszamok tajékoztato jelleggel lettek megallapitva
az értékelés egységesitése céljabol. Egy pontszam el6tt szerepl6 allitas kimondasa, tétel felidézése
nem jelenti automatikusan az adott pontszam megszerzését. Az adott részpontszam megitélésenk
az a feltétele, hogy a megoldashoz vezet6 gondolatmenet megfelel6 részének végiggondolasa vila-
gosan kideriiljon a dolgozatbol. Ha ez utdbbi kideriil, am a kérdéses allitas, tétel, definicié nincs
rendesen kimondva, akkor a részpontszam legalabb részben jar.

Természetesen az ismertetettektol eltérd, am helyes megoldasokért teljes pontszamok, részmegol-
dasokért pedig az itmutatébeli pontozas intelligens kézelitésével meghatarozott aranyos részpont-
szamok jarnak. Szamolasi hibaért altalaban hibanként 1 pontot vonunk le.

1. Tegyiik fel, hogy a G graf cstcsait ugy szineztiik ki az 1,2, ..., k szinekkel, hogy G minden éle kiillénb6z6
szinl csucsokat kot Ossze. Tegyiik fel tovabbd, hogy a G cstcsaihoz tartozo preferencidk olyanok, hogy ha
w,uw € E(G) és c¢(v) < c(w), akkor uwv <, uvw, azaz u szdmara az uv él jobb, mint az ww él. Bizonyitsuk
be, hogy G-nek van stabil parositasa.

A G grafnak biztosan van stabil félparositasa, amit pl az Irving-algoritmussal kaphatunk meg. (1 pont)
Ha ez nem stabil parositas, akkor bizonyosan tartalmaz olyan % silyu éleket, amelyek paratlan hosszisagu
preferenciakort alkotnak. (2 pont)
Indirekt igazoljuk, hogy G-ben nincs paratlan preferenciakor. Tth u.i., hogy vy, vo, ... vopyq ilyen kort
alkotnak, azaz v1vy >y, VaU3 =y UsUs 0y . ey V2kg1V1 (1 pont)
Ezért c(v1) > c(vg) > ... > c(varr1) > c(va) > ... c(van) > c(vy), (3 pont)
igy végig egyenléségnek kell dllnia, specidliasan c(v) = c(vy). Ez vivy € E(G) miatt ellentmond annak,
hogy ¢ a GG csucsainak egy helyes szinezése. (2 pont)
Nincs tehat G-ben paratlan hosszisagu preferenciakor, ezért G minden stabil félparositasa valgjaban stabil
félparositds. Ezzel a feladat allitdsat igazoltuk. (1 pont)

Az éltorlési lemmaval is dolgozhatunk.

Az éltorlési lemmaval toroljiink G-bdl annyi élt, amennyit csak lehet. Ha mar nem lehet igy tovabbi élt
torolni, akkor a kapott G’ graf barmely e = uwv élére a tanultak szerint teljesiil, hogy e pontosan akkor a

legjobb éle u-nak, ha e a legrosszabb éle v-nek. (3 pont)
Tekintsiik G’-ben a csticsok legjobb éleinek L halmazat! A fent emlitett tulajdonsdg miatt L megegyezik a
cstcsok legrosszabb éleinek halmazaval. (1 pont)
Minden (nemizoldlt) v csicsra pontosan egy legjobb és egy legrosszabb él illeszkedik, ezért az L-beli élek
preferenciakoroket alkotnak. (1 pont)
Legyen pl vy, v9, ..., v; egy ilyen preferenciakor, azaz v1vy >y, VoUs >y, UsUs >y, - .. >y, VkU1. (1 pont)
A szinezésre vonatkozd szabély miatt c(vy) > c(vs) > ... > c(vy) ill. ¢(ve) > c(vg) > ... > c(vg) adddik,
ahonnan c(vy) = c(vs) = ... ill. ¢(vg) = c(vy) = ... teljesiil a masodszomszédos csiicsok szineire. (1 pont)
Ez azt jelenti, hogy G’ tetsz6leges v csicsara a v-bél indulé legjobb ill. legrosszabb él ugyanabba a szinosz-
talyba fut. (1 pont)
Ezért a G’ graf barmelyik komponense csak két szinosztalybol tartalmazhat csicsot, vagyis G’ minden kom-
ponense — ekkor persze maga G’ is — péaros graf. (1 pont)
A Gale-Shapley-tétel miatt G'-nek létezik egy M stabil parositasa, és az éltorlési lemma miatt M a G-nek
is stabil parositasa. (1 pont)

2. Igazoljuk, hogy ha G k-regularis graf, akkor talalhaté G-ben k paronként éldiszjunkt Ut alkalmas u és v
csucsok kozott.

Legyen vy, vg,...,v, a G graf egy maxvissza sorrendje. Az éran azt tanitottdk, hogy A v,_1v,) = d(v,)

(4 pont)
= k, hiszen a G graf k-regularis. (3 pont)
Menger tanult tétele szerint ez azt jelenti, hogy u = v,_1 és v = v,, kozott vezet k paronként éldiszjunkt
ut, és nekiink pontosan ezt kellett igazolni. (3 pont)

3. Tegyiik fel, hogy a G graf két komponensbol all: az egyik Cyo, a masik K77;. Legkevesebb hany élt kell
behtizni G-be ahhoz, hogy faktorkritikus grafot kapjunk?




A G graf nem faktorkritikus, ugyanis a Cyy komponensbél egy csticsot elhagyva két paratlan komponest
kapunk, nem lesz benne teljes parositas. (1 pont)
Ezért legalabb egy élt be kell hiizni a két komponens kozé a faktorkritikus tulajdonsag eléréséhez. (2 pont)
Ha csupan egyetlen e élt htiizunk be, akkor ezen él Cyp-beli végpontjat elhagyva ismét egy két paratlan

komponensbél allé graf teljes parositasat keressiik. (2 pont)
A keresett minimum tehét legaldbb 2. (1 pont)
Ha azonban a két komponens kozé két diszjunkt élt hiizunk be, akkor a kapott grafnak lesz Hamilton-kére.
Ez a Hamilton-kor paratlan sok csticsot tartalmaz, igy faktorkritikus. (2 pont)
Faktorkritikus grafhoz tovabbi éleket adva faktorkritikus grafot kapunk, ezért G-hez a fenti médon hozzé-
adott két élt faktorkritikus grafot eredményez. (1 pont)
A sziikséges minimalis élszam tehat pontosan kettd. (1 pont)

Akkor is faktorkritikus graf adédik, ha a két hozzdadott élnek a K7; komponensben kozos csticsa van. Ez
pl abbdl latszik, hogy az igy kapott grafnak van paratlan fiilfelbontasa.

. Hatarozzuk meg az dbran lathato G graf egy Gomory-Hu fajat! \0 /
e
A keresett GH-fa a mellékelt abran lathato. (3 pont)
Konnyen ellenérizheto, hogy a fa élein szereplo szamok az egyes faélek altal megha-
tarozott vagasok élszamait adjik meg. (1 pont)
Az is konnyen latszik, hogy a b, ¢, d cstiicsok mindegyikébol vezet 5 éldiszjunkt 1t
bérmely mésik csicsba, (2 pont)
illetve a és e kozott vezet 6 éldiszjunkt t. (2 pont)
Ezért Ma,e) =6 és \(x,y) =5 teljesiil minden més {a, b}-t6l kiilonbozé {x,y} pontparra. (1 pont)
Ezek szerint az abran lathaté fa nem csupan a pontparok kozotti élosszefiiggoséget, hanem a minimalis
vagasokat is helyesen reprezentdlja, az valoban GH-fdja a kérdezett grafnak. (1 pont)

. Legyenek a G graf csucsai az (x,y) racspontok, ahol 1 < z < nill. 1 < y < n. G élei a szomszédos
racspontokat kotik ossze, azaz (z,y) szomszédai (v — 1,y), (z + 1,y), (x,y — 1) ill. (z,y + 1) (amennyiben
ezek G csucsai). Tegyiik fel, hogy G éleire tigy irtunk nemnegativ szdmokat, hogy G barmely v csticsa
esetén a v-re illeszkedd vizszintes élekre irt szamok Osszege megegyezik a v-re illeszkedo fiiggdleges élekre
irt szamok Osszegével. Bizonyitsuk be, hogy az élekre irt szdimok mindegyikét lehet gy (felfelé vagy lefelé)
kerekiteni, hogy ez utébbi tulajdonsag a kerekités utan is teljesiiljon.

A G gréf éleit lehet tgy irdnyitani, hogy a graf lerajzoldasakor keletkez6 (n — 1) X (n — 1) méreti sakktabla
vildgos mezeinek élei pozitiv, sotét mezdinek élei pedig negativ koriiljaras szerint legyenek korbeiranyitva.
Ekkor ha G egy v cstcsdba egy vizszintes él befelé mutat, akkor minden vizszintes él befelé mutat G-be,
és minden fliggoleges kifelé, ha pedig egy vizszintes kifelé mutat, akkor minden vizszintes kifelé és minden

fiiggbleges befelé. (4 pont)
Vegyiink fel még egy izolalt s és t csticsot. Az igy kapott hélézatban az élekre irt szamok egy megengedett
st-folyamot irnak le. (1 pont)

Alkalmazhatjuk a tanult folyamkerekitési lemmat. Ha ennek megfeleléen kerekitjiik az élekre irt szamokat,
akkor minden élre az eredetileg odairt szam felfelé vagy lefelé kerekitett valtozata keriil, és a vizszintes
élekre irt szamok Osszege meg fog egyezni a fliggdleges élekre irtakéval. Nekiink pontosan ilyen kerekités
létezését kellett igazolnunk. (5 pont)

Természetesen miikodik az érai bizonyitas lemasolasa is, amikoris tortélekbol allo kort keresiink, és annak
a mentén javitunk minden 1épésben.



