Maximalis parositasok, Edmonds-algoritmus
GRAFOK ES ALGORITMUSOK
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Hall tétele. Egy G = (A, B; E) paros grafban akkor és csak akkor van A-t lefedd parositas, ha minden
X C A részhalmazra | X| < |N(X)| teljesiil, ahol N(X) az X részhalmaz szomszédsagat jeloli.

Frobenius tétele. Egy G = (A, B; F) paros grafban akkor és csak akkor van teljes parositas, ha |A| = | B]
és minden X C A részhalmazra | X| < |N(X)] teljesiil.

Faktor-kritikus graf. A G = (V, E) grafot faktor-kritikusnak nevezziik, ha tetszéleges v € V csics
esetén (G — v)-nek van teljes parositésa.

1. Keressiink maximalis parositast az aldbbi grafokban Edmonds algoritmuséval a vastag vonalakkal
jelolt parositasbol kiindulva.

2. Bizonyitsuk be, hogy minden fanak legfeljebb egy teljes parositdsa van.

3. Adjunk polinomialis algoritmust, amely egy izolalt pontokat nem tartalmazo6 grafban meghataroz egy
minimalis lefogd élhalmazt.

4. Adjunk polinomidlis algoritmust, amely egy G grafnak meghatarozza az Osszes olyan élét, amit nem
tartalmaz GG egyetlen teljes parositasa sem.
5. Dontsiik el az alabbi grafokrol, hogy faktor-kritikusak-e.
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6. Nevezziik a G grafot duplan faktor-kritikusnak, ha G barmely két csiicsat elhagyva, a keletkezd
grafnak van teljes parositasa.
(a) Tegyiik fel, hogy G egy faktor-kritikus graf, és legyen G’ az a graf, amit G-bdl gy kapunk, hogy
hozzédadunk egy 1j cstcsot, és azt Osszekotjiik G minden csiicsédval. Bizonyitsuk be, hogy ekkor
G’ duplan faktor-kritikus.
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(b) Tegyiik fel, hogy G és Gy kozos cstcesal nem rendelkezd duplan faktor-kritikus grafok. Bizo-
nyitsuk be, hogy ha G egy u; cstucsat azonositjuk Gy egy us cstucsaval és G egy vy csicsét
azonositjuk G egy vy cstuicséval, akkor az igy kapott G graf is duplan faktor-kritikus.

Tegyiik fel, hogy a GG grafnak harom komponense van, mégpedig G, G4 és (G5, és ezek mindegyike egy-
egy faktor-kritikus graf. Mutassuk meg, hogy a G graf tetszéleges uy, vy € V(Gy) és ug, vo € V(Gy)
és ug, vz € V(G3) esetén a G' = G + ujvg + ugvz + ugvy graf szintén faktor-kritikus.

Legkevesebb hany élt kell behtuzni

(a) a K, 41 teljes paros grafba, illetve

(b) abba a kétkomponensi grafba grafba, melynek egyik komponense Cyo, a méasik pedig K77,

hogy faktor-kritikus grafot kapjunk?

Bizonyitsuk be, hogy minden faktor-kritikus graf 2-szeresen élosszefiiggs.

Bizonyitsuk be, hogy egy F' fanak akkor és csak akkor van teljes parositasa, ha barmely v € V(F)
csucsa esetén o F'—v) = 1, azaz a v cstcsot elhagyva pontosan egy olyan komponens keletkezik, ami
paratlan sok csucsot tartalmaz.

Mutassuk meg a Tutte- és Forbenius-tétel felhasznalasa nélkiil, hogy egy G = (A, B; E) paros graf
esetén az alabbi allitasok egymassal ekvivalensek.

(i) Tetszoleges X C A esetén | X| < |N(X)|, valamint |A| = | B].

(i) Tetszoleges Y C B esetén |Y| < |N(Y)|, valamint |A| = |B|.
(iii) Tetszbleges Z C V(G) esetén o(G — Z) < |Z], ahol o(G — Z) a Z ponthalmaz elhagyéaséaval

keletkezd paratlan csticst komponensek szaméat jeloli.

A G graf éleinek egy z: E(G) — R sulyozasat G egy tort-parositasanak nevezziik, ha minden él
silya nemnegativ, és tetszéleges csiics esetén a ra illeszkedd élek sulyainak Osszege legfeljebb 1. Egy
tort-péarositéas méretén az Osszes €l silyainak Gsszegét értjiik. A G graf maximalis tort-parositasanak
méretét v*(G) jeloli.
A G graf csicsainak egy y: V(G) — R sulyozasat G egy tort-lefogé ponthalmazénak nevezziik,
ha minden cstics silya nemnegativ, és tetszGleges él végpontjainak a silyanak Gsszege legalabb 1.

Egy tort-lefogé ponthalmaz méretén az Osszes cstcs stlyainak Osszegét értjik. A G graf minimalis
tort-lefogd ponthalmazanak méretét 7(G) jeloli.

(a) Bizonyitsuk be, hogy tetszéleges G graf esetén v(G) < v*(G) < 7"(G) < 7(G).
(b) Tetsz6leges n > 3 esetén hatarozzunk meg a C, és a K, grafokban egy maximalis tort-

parositasat, illetve egy minimalis tort-lefogé ponthalmazt.

Egy tort-parositast teljesnek neveziink, ha tetszéleges cstics esetén a ra illeszkeds élek élek sulyainak
Osszege pontosan 1. Bizonyitsuk be, hogy ha egy péros grafban létezik teljes tort-parositas, akkor
létezik benne teljes parositas is.

Bizonyitsuk be, hogy éllistas megadas esetén az Edmonds-algoritmus lépésszama O(n*m).



