Grafok maximalis parositasai

Berge tétele: A G graf M parositasa pontosan akkor maximéalis méretd (azaz |M| = v(G)),
ha G-ben nem létezik M-alternal6 javito ut, azaz olyan M &latal fedetlen pontokat 0sszekotd tut,
amelynek minden masodik éle M-beli.

Biz: Ha van ilyen ut, akkor annak a mentén cserélve nagyobb parositast kapunk. Ha nincs ilyen
ut, és N egy parositas, akkor M U N minden komponense M N-alternal6 ut vagy kor, de mivel nincs
javito ut, ezért minden kompnens legalabb annyi M-élt tartalmaz, mint N-élt, tehat |M| > |N|. O

Berge tétele miatt a maximalis parosités keresése visszavezethets M-alternalo javito it keresésére.

Edmonds algoritmusa: Kiindulunk az M = () parositasbol, és minden fazisban vagy noveljiik
M méretét, vagy arra jutunk, hogy M maximélis. Minden fazisban egy M-alternal6 erdét épitiink az
alabbi tulajdonsagokkal. (1) Az M altal fedetlen csicsok pontosan az erdé komponenseinek gyokerei.
(2) Ha az erd6 egy csucsat fedi az M parositas, akkor a cstcsot fed§ parositasél az erd6hoz tarozik.
(3) Az erd6 minden komponense olyan fa, amelynek a gyokérbél indulé ttjain felvaltva kévetkeznek
M-en kiviili és M-beli élek.

Az erd6ben a gyokértsl paros tévolsagra levd csicsok kiilsd, a paratlan tavolsagra levsk pedig
belsd cstcsok, az erd6hoz nem tartozo csicsok a tisztdst alkotjak. Az (1) tulajdonség miatt a tisztast
teljesen fedi az M parositas.

(I) Ha G-nek van kiils6 csucsbdl tisztasra vezets éle, akkor az M alternalé erds ezen éllel, és a
csatlakoz6 M-beli parositaséllel névelhetd.

(IT) Ha G-nek van kiilsg csicsok kozott futo éle, akkor

(a) ha ez ez él az erdd két komponense kozott fut, akkor egy M-alternalo javité utat kaptunk, ami
mentén cserélve noveljiik |M|-et, a fazis véget ér.
(b) Ha azonban ez az él az erd§ egy komponensén beliil fut, akkor egy paratlan kort (,,blossom’-
ot, vagy ,kelyhet”) hatdroz meg. Ennek cstcsait egy pontba olvasztjuk, ami kiilsg csics lesz, és
innen folytatjuk az algoritmust. Az egybeolvasztas a péaratlan kor éleinek Osszehtzéasat jelenti azzal
a kiilonbséggel, hogy a hurokéleket elhagyjuk és a keletkez parhuzamos élekbdl csak egy példanyt
tartunk meg.

(IIT) Ha G-nek nem fut kiilsg cstcsbol se kiilsG csucsba, se a tisztasra éle, akkor az algoritmus
véget ér, az output az M parositéas.

Az Edmonds-algoritmus helyességéhez azt fogjuk igazolni, hogy M maximaélis parositas.

Megfigyelés: (1) Ha egy (IIb)-beli egybeolvasztas utan talalunk M-alternalé javito utat, akkor
ebbdl képezhetiink az egybeolvasztés el6tti grafban is egy M-alternalo javité utat. (Ha u.i. ez az
it tartalmazza az éppen egybeolvasztott cstcsot, akkor a ptn kor mentén megfelels irdnyban kell
haladni a két érintett cstcs kozott. )

(2) Az algoritmus soran minden bels§ cstics a G egyetlen csticsanak, minden kiilsg cstcs a G paratlan
sok csticsanak felel meg.

Lemma: Tetszoleges véges G = (V, E) grafra és X C V ponthalmazra v(G) < 1 - (|V| — o(G —
X) + |X|) teljestil, ahol o( H) a H graf paratlan szamu cstcsot tartlmazo komponensei szamat jeloli.

Biz: Tetsz6leges M péarositas esetén a G — X minden K paratlan komponensének legalabb egy
olyan csticsa van, amelybdél nem indul K-n beliil haladé M-beli él. Ezért az M altal fedetlen cstcsok
szama legalabb o(G — X)) — | X, tehat [M| < 1 - ([V] - o(G — X) + |X]). O

Kov.: Tetszbleges G véges grafra teljesiil az alabbi két tulajdonsag.

(1) Az Edmonds-algoritmus outputja a G' egy maximalis méretii parositasa.
(2) (Berge-Tutte-formula) v(G) = 3 - min{(|V| —o(G - X) + |X|): X C V} .

A két kovetkezményt egyszerre igazoljuk.

Biz: Az Edmonds-algoritmus végén a kiilsé csiicsok csak bels6 cstucsokkal szomszédosak. Ha
tehat X a bels6 csticsok halmaza, akkor X torlése utan minden kiilsé cstcs izolélt lesz, azaz G — X
egy paratlan komponensének felel meg. Ezért G — X ptn komponenseinek szdma annyival tobb
X-nél, mint amennyi az algoritmus végén kapott M parositas altal fedetlen csticsok szama, azaz
(M| =3-(|]V|-0(G—X)+|X]). Lattuk, hogy a jobboldal fels6 korlét a G-beli parosités lehetséges
meéretére, ezért | M| =v(G) . O

A Berge-Tutte-formula kicsit bonyolult, alkalmazésakor szerencsésebb a parositas altal fedetlen
pontokra koncentralni, hiszen egy pérositds pontosan akkor maximalis méretd, ha a parositas altal
fedetlen pontok szama minimélis. Erdemes a kapcsolodo konkrét formulét is igazolni.



Kov.: Ha G véges graf, akkkor G tetszéleges maximalis parositasa max{o(G — X) — | X|: X C
V(G)} cstcsot hagy fedetleniil.

Biz: A Berge-Tutte-formulabol [V|—2-1-min {(|V| — o(G — X) + |X|) : X C V} = —min{—0o(G—
X)+|X]: X CV} =max{o(G — X) —|X]|: X CV(G)} adodik a fedetlen csicsok szamara. [

Kov.: (Tutte tétele) A G grafnak pontosan akkor van teljes parositasa, ha o(G — X) < | X|
teljesiil minden X C V(@) ponthalmazra.

Biz: A G grafnak pontosan akkor van teljes parositasa, ha a parositas altal fedetleniil hagyott
csticsok szamanak minimuma 0. Igy a tétel kozvetleniil adodik az el6z6 Kovetkezménybal. O

A tovabbiakban az Edmonds-algoritmus altal megtalalt bels§ cstcsok X halmaza altal megha-
tarozott G — X graf paratlan komponenseit vizsgaljuk.

Def: A G = (V, E) graf (faktor-)kritikus, ha G — v-nek van teljes parositasa Yo € V(G)-re.

Allitas: Az Edmonds-algoritmus futésa soran mindvégig igaz, hogy tetszéleges kiilsé cstcsnak
megfelels ponthalmaz kritikus grafot feszit G-ben.

Biz: Ez az erdd épitésének kezdetén igy van, hisz minden kiilss csucs egyetlen (M altal fedetlen)
G-beli cstcs, és az egycsucsu graf definicié szerint kritikus. A fa novelésekor az 4j kiils6 cstics szintén
egy pontnak felel meg. A paratlan kor Osszeolvasztésaval kapott kiils6 cstcsnak megfelels feszitett
részgraf kritikus volta pedig abbol kévetkezik, hogy ha ptn sok, egymastol diszjunkt kritikus gréafot
egy kor mentén Osszekotiink, és esetleg tovabbi éleket huzunk be ezen kritikus grafo kozé, akkor az
igy kapott graf is kritkus lesz: barmely v csicsdhoz konnyen talalhato (a részek kritikussaganak
felhasznalasaval) egy v-n kiviil minden mas cstcsot feds parositas. 0

Megjegyzés: Az 6ran az egyes kiilsé csticsok feszitette részgrafok kritikus tulajdonsagat ,fordit-
va” lattuk be: nem azt figyeltiik, hogy hogyan alakul ki az adott kiils6 csiics az alagoritmus futasa
nyomén, hanem a végss allapotban kapott kiilsé cstucsot alakitottuk vissza feszitett részgraffa. Ennek
soran az alabbi tulajdonsagokat hasznaltuk fel.

Megfigyelés: (1) K kritikus graf. (2) Kritikus grafba élt behtuzva kritikus grafot kapunk.

(3) Kritikus graf egy cstuicsaba paratlan kort fajva szintén kritikus grafot kapunk, ahol egy csucsba
torténd kobefajas a kor egybeolvasztasanak megforditasa. ([l

Megfigyelés: Ha N a G maximalis méretd parositasa, akkor N fedi az Edmonds-algoritmus
végsG allapotdnak megfelels Gsszes belsG és tisztasbeli cstucsot, azaz az N altal fedetlen csticsok
mindegyike egy kiils6 csticsnak megfelelé ponthalmazhoz tartozik. Tovabbé, ha v egy ilyen kiils§
csticsnak megfelel§ ponthalmazban van, akkor G-nek van olyan maximaélis méretd parositasa, ami
nem fedi v-t.

Biz: Ha egy N parositas nem fed egy belsé csticsot, akkor a kiils§ cstucsoknak megfelels paratlan
komponenseknek legalabb eggyel tobb cstcsa marad fedetlen, mint az Edmonds-algoritmus altal
megtalalt M parositas esetén. Ezért minden maximalis mérett parositasnak minden belsd csticsot le
kell fednie. Ha N a tisztas egy u cstcsat nem fedi, akkor a G — u grafbol elhagyva a belsé csticsokat,
eggyel tobb paratlan komponens keletkezik, mint G esetén. Ezért G —u barmely pérositésa legalabb
eggyel tobb pontot hagy fedetleniil, mint az Edmonds-algoritmus M outputja. Ezért a tisztas minden
csuicsat is fedi G minden maximalis méretd parositasa.

Ha pedig a v € V(G) cstcs egy w kiils§ cstucshoz tartozik, akkor a kovetkezéképpen taldlhatunk
egy M-mel megegyez6 méretd, v-t elkeriil§ parositast. Legyen u a végsé M-alternalé erdd w-t
tartalmazo komponensének gyokere. Ugy modositjuk M-et, hogy az M-alternalé erds uw utjan az
M-beli éleket elhagyjuk a parositasbol, az M-en kiviilieket pedig bevessziik a parositasba. A w-hez
tartozo G-beli cstucsok feszitette faktorkritikus G, részgrafban pedig az M-beli éleket kicseréljiik a
G, egy v-t elkeriils parositasara. Igy olyan v-t elkeriils N parositast kapunk, amire |M| = |NJ,
tehat G minden kiilsé cstcsba olvasztott csiicsat elkeriili G egy maximalis parositasa. 0

Def: A G = (V, E) véges graf esetén D(G) = {v € V : v(G) = v(G — v)} a maximélis parositas
altal elkeriilhetS pontok halmaza, A(G) = N(D(G))— D(G) az elébbi pontokkal szomszédos tovabbi
csucsok, C(G) =V \ (D(G) U A(G)) a maradék pontok halmaza.

Ko6v.: (Edmonds-Gallai struktaratétel) Tetszoleges G = (V, E) véges grafra az X = A(G)
optimalis valasztas a Berge-Tutte formulaban: v(G) = - (|V|—0o(G — A(G))+|A(G)]). A D(G)-beli
csucsok alkotjak a G — A(G) graf paratlan komponenseit, a C'(G)-beliek pedig a parosakat.

Biz: Lattuk, hogy D(G) az Edmonds-algoritmus végén a kiils§ cstuicsokba olvasztott G-beli
csticsok halmaza. Igy A(G) a belsé csticsok halmaza, a tisztas pedig C(G). O



