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Tudnivalok

Def: Legyen A : U — V lineéris leképezés, By = {uy,us, ..., u,} az U, By pedig a V bazisa.
Az A leképezés matriza [Alf = ([A(w1)]p,|[A(u2)]B,] - -+ |[[A(un)]5,). (Az i-dik oszlop az i-dik
béazisvektor képének koordinatavektora.)

Allitas: Ha A : U — V lin. lekép. és By C U és By C V bézisok akkor[A(u)]p, =
[A]5 [ulp, Yu € U, azaz a leképezett vektor koordinatavektorat Ggy kapjuk, hogy a kiindulési
vektor koordinatavektorat balrél megszorozzuk a leképezés martixaval.

Ha pedig B : V — W is lin. lekép. és By C W bazis, akkor a kompozici6 is linearis leképezés,
aminek méatrixa [B o A]g; = [B]§§ - [AZL. (Természetesen (B o A)(u) := B(A(u)).)

Def: Az u € V vektor a A € Hom(V, V) lin. traféo A € R sajatértékhez tartozo sajdtvektora,
ha (1) u # 0 és (2) A(u) = XA -u. A v € R" vektor az A € R™" matrix A € R sajatértékhez
tartozo sajdtvektora, ha (1) v # 0 és (2) A(u) = A - u. A X sajatértékhez tartozd sajdtaltér:
{ueV:Aw)=Xu}ill. . {v e R": Av = X\ - v} attol figgben, hogy linearis transzformaciorol,
vagy matrixrol beszéliink.

Tétel: Linearis transzforméacié minden sajatvektora pontosan egy sajatértékhez tartozik.

A M-hoz tartozo sajataltér a A-hoz tartozo sajatvektorokbol és a nullvektorbol all.
A M-hoz tartozd sajataltér altér.

All.: Az A € R™ matrix A € R sajatértékhez tartozo sajatalterének elemei pontosan a
(A — M)z = 0 matrixos alakban felirt (homogén) linearis egyenletrendszer megoldasai lesznek.
(Ha A\ nem sajatérték, akkor csak a 0 lesz megoldas, azaz nincs A-hoz tartozo sajatvektor.)

Tétel: Az A € R™" matrixnak A € R pontosan akkor sajatértéke, ha det(A — A1,,) = 0.

Def: Az A € R™" métrix karakterisztikus polinomja ka(\) := det(A — \1,,) .

Tétel: A karakterisztikus polinom fiiggetlen a matrixalak felirasahoz hasznalt bazistol.

Sajatdolgok szamitasa Adott métrix sajatértékei meghatarozhatok a karakterisztikus poli-
nom gyokeiként, adott sajatértékhez tartozo sajatvektorok pedig egy homogén (azaz jobboldalan
0-t tartalmazo) linearis egyenletrendszer nemtrivialis megoldasaiként adodnak.

Gyakorlatok

1. Az A linearis transzformaciora Im (A) C Ker(A). Bizonyitsd be, hogy A? = 0.

2. AV valos vektortérnek legyen W egy altere. Adjunk példat olyan linearis transzforméciora,
melynek W a képtere. Olyanra is, amelynek W a magtere.

3. Béarmely A linearis leképezésre pontosan akkor lesz A(u) = A(v), ha u — v € Ker(A).

4. Tudjuk, hogy egy A lineéris transzformécié magtere csak a nullvektorbol all. Igazoljuk az
alabbi allitasokat: (a) Tetszdleges nemnulla vektor képe nem nullvektor. (b) Barmely két
vektor képe kiilonbozs.

5. Mely valos vektortereknek létezik olyan A linearis transzforméacioja, amire Ker(.A) = Im (A)?

6. Legyenek A : U — V tetsz6leges linearis leképezés, A pedig A (valamely bazisokban felirt)
matrixa. Bizonyitsuk be, hogy r(A4) = dim(Im A) .

7. Jelolje f egy n dimenzios vektortér olyan linearis transzforméciojat, melynek A métrixara
teljesiil, hogy A-A = 0, ahol 0 a csupa 0 matrix. Bizonyitsuk be, hogy ekkor dim(Kerf) > 3.

(ZH '98)
4
5
11 ) :
9

(V °00)

DO W W

2
8. Adjuk meg annak a ¢ linearis leképezésnek a magterét, amelynek matrixa ( 1
3
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9. Adjuk meg Im (A) és Ker(A) egy bazisat, ha A = ( 12 1 2 ) az A leképezés matrixa.
3 4 3 4

(ZH °01)



10.

11.

12.

13.

14.

15.

16.

17.

18.

A siknak, mint valés vektortérnek linearis transzformacioi a tengelyekre valo tiikrozések, az
y = x egyenesre vald tiikrozés, és minden « szogi, origoé koriili elforgatas. Adjuk meg e
leképezések matrixat a szokasos bazisban.

A legfeljebb 10-edfoki valos egyiitthatos polinomok vektorteret alkotnak R felett. Mutassuk
meg, hogy a derivalas ennek a térnek egy ® lineéris transzformacioja. Irjuk fel ® matrixat
egy tetszblegesen megvalasztott bazisban és hatarozzuk meg a kép- ill. magterét.
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hogy alkalmazzuk a | 1 5 9 ) matrix altal lefrt linearis transzforméaciot, majd az igy
2 1 -1

kapott vektort vetitjiik az yz sikra az origé koriil elforgatjuk 90°-kal gy, hogy az y tengely
a z tengelyre keriiljon. Hatarozzuk meg A métrixat a szokasos bazisban.

Hatéarozzuk meg az alabbi matrixok sajatértékeit és a sajataltereit, ha vannak.

11 1 .
3 1 4 10 0 1 01 1 ... 1
( 05 0 ) ( 01 0 1 ) 0 0
6 1 8 10 0 1 o .
010 01 1 1 Do o
00 ... 01
Mik lehetnek az A € Hom(V, V) transzformacio sajatértékei, ha A(A(v)) = A(v) minden
v € V vektorra? (ZH ’98)
Igazoljuk, hogy ha a ) skalar sajatértéke az A métrixnak, akkor sajatértéke az AT matrixnak
is. (ZH '98)
Bizonyitsuk be, hogy ha az A invertdlhaté6 matrixnak sajatértéke a A valos szam, akkor
A # 0 ¢és az A métrix A~ inverzének sajatértéke lesz az + szam. (ZH ’99)
Hatéarozzuk meg a ¢ paraméter értékét agy, hogy az A = < i i ) matrixnak a A = 3

sajatértéke legyen! Hatéarozzuk meg ekkor a legnagyobb sajatértéket, és keressiink egy
ehhez tartozo sajatvektort is. (ZH ’04)
Az A :V — V lineéris transzforméciot tikrozésnek nevezziik, ha a V valos vektortér tet-
sz6leges v vektorara A(A(v)) = v teljesiil. Mi lehet a tiikrozés métrixdnak a determinansa?
Hatéarozzuk meg a tiikkrozés transzformécio lehetséges sajatértékeit! (ZH ’00)



