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Tudnival6k
Def: Legyen A € R tetszéleges n x k méretii valos matrix. Ekkor
s(A) :=dim(A;, As, ..., A,), azaz A lin ftn sorainak max szama az A matrix sorrangja.
o(A) := dim(A!, A% ... AF), azaz A lin ftn oszlopainak max szdma az A matrix oszloprangja.

d(A) := A legnagyobb nemnulla aldetermindnsénak mérete az A matrix determindnsrangja.
Megf.: Tetsz A valos mxra (1) d(A) = d(AT), (2) o(A) = s(AT), (3) ha A lépcsés alaki, akkor s(A) = d(A).
All.: Elemi sorekvivalens atalakitas se a sorrangot, sem a determindnsrangot nem valtoztatja meg.
Ko6v.: Tetszoleges A valos matrixra s(A) = d(A).
Ko6v.: Tetszoleges A valos matrixra s(A) = d(A) = o(A), és ez az A matrix r(A) rangja.
Tétel: Tetsz6leges A matrix rangja megegyezik a Gauss-eliminacié utan kapott vezéregyesek szaméval.
Def: A valos vektorterek kozotti A : U — V leképezés linedris, ha miveletteratd, azaz
(1) additiv: A(u+v) = A(u) + A(v) Yu,v € U ill. (2) homogén: A(Mu) = A(u) VAeT, VuelU.
Az A : U — U linearis leképezés neve linedris transzformdcio. Lineéris leképezésben a linearis kombinacio
képe a képek linearis kombinacitja, azaz az (1) és (2) helyett megkovetelhets a
(3) A(Au + ) = MA(u) + pA(v)  Yu,v € U VA, pu € R tulajdonsag, vagy az annal is erdsebb linearis
kombinécio tartasi” tulajdonsag: (3”) A(Aug + Aoug + ... + Agug) = M A(ug) + AoA(uz) + ..+ ApA(uyg) .
Allitas: A linearis leképezést a baziselemeken felvett képek egyértelmiien meghatarozzak. Pontosabban:
Ha U és V' T feletti vt-k, uy,us,...,u, az U bazisa és vy,vs,...,v, € V tetszbleges, akkor pontosan egy
A U — V linearis leképezés létezik, amire A(u;) = v; Vi-re.
Def: Az A: U — V linearis leképezés
képtere Im A := {A(u) : u € U} (mindazon V-beli vektorok, amelyek elgallnak U-beli vektor képeként),
magtere pedig KerA := {u € U : A(u) = (0)} (mindazon U-beli vektorok, amik 0-ba képz&dnek).
Allitas: Ha A: U — V lin. lekép., akkor KerA < U és Im A < V, tehat a magtér és a képtér alterek.
Dimenziotétel: Ha A : U — V lin. lekép., akkor dim KerA + dimIm A = dim U.
Def: Legyen A : U — V linearis leképezés, By = {uy,us,...,u,} az U, By pedig a V béazisa. Az A
leképezés mdtriza [A]5} = ([A(w1)] g, [A(u2)]B,| - - - |[A(un)]5,). (Az i-dik oszlop az i-dik bazisvektor képének
koordinatavektora.)

Gyakorlatok

1. OHV

2. Legyen az A matrixnak 100 oszlopa, jelolje B az A els6 70 oszlopa altal alkotott matrixot, J az utolsé 70
oszlop, C pedig a kozépss 40 oszlop altal meghatarozott méatrixot. Bizonyitsuk be, hogy r(B) + r(J) >
r(A) 4+ r(C). (ZH ’04)

3. Legyenek A € R™™ és B € R™*". Bizonyitsuk be, hogy ha m < n, akkor az AB matrix szingularis,
azaz nem invertalhato.

4. Hatéarozzuk meg annak az (n x n)-es matrixnak a rangjat, melynek az (4, j) poziciéban all6 eleme x;x;
valamely rogzitett x1, xo, ..., z, esetén! (GyIV ’04)
5. Igazoljuk, hogy minden maétrix kibGvitheté egy sorral és egy oszloppal tgy, hogy a kib&vitett métrix
rangja nagyobb legyen, mint az eredetié. Mutassunk példat arra, hogy erre nem mindig elegendé az egy
sorral bovités.
6. Igazoljuk, hogy ha az n x n méreti A matrix rangja n, akkor A-nak van olyan eleme, amit alkalmas
modon megvéltoztatva a kapott matrix rangja n-nél kisebb lesz.
7. Bizonyitsuk be, hogy ha az A matrix sorai linedrisan fiiggetlenek, akkor az Axr = b egyenletrendszer
tetszGleges (értelmes) b vektorra megoldhato.
8. Tegyiik fel, hogy az n x m méreti A matrix rangja k, ahol k < m < n. Hatarozzuk meg, legalabb hany
elemét kell A-nak megvaltoztatni ahhoz, hogy a kapott métrix rangja a lehets legnagyobb legyen.
9. Linearis-e az az A : R? — R? leképezés, amelyre tetszéleges (u,v) vektor képe a) A(u,v) = (—u, 2v), b)
A(u,v) = (uv,v), ¢) A(u,v) = (4,3u) ill. d) A(u,v) = (u+v,0)?
10. Egy A : R? — R? linearis transzformacio az (1,2) vektorhoz a (6,7) vektort, a (—1,2) vektorhoz pedig
a (8,9) vektort rendeli. Mit rendel A az (5,6) vektorhoz?
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Legyen A linearis leképezés Vi-bsl Vao-be, valamint vy, ..., v, € V4. Melyek igazak az alabbi allitasok
koziil? a) Ha vy, ..., vy generatorrendszer Vi-ben, akkor A(vy),. .., A(vx) is generatorrendszer Va-ben.
b) Ha a vy, ..., v, vektorok fiiggetlenek, akkor az A(vy),. .., A(vg) vektorok is fiiggetlenek.

c) Ha az A(vq),. .., A(vg) vektorok fiiggetlenek, akkor a vy, ..., v vektorok is fiiggetlenek.

Hatarozzuk meg, hogy a sik helyvektorainak alabbi transzformécioi koziil melyek a linearis leképezé-
sek: nemnulla vektorral eltolas, (orig6 koriili) elforgatés, tengelyes tiikrozés, kozéppontos hasonlosag,
tengelyes affinitas.

Igaz-e, hogy ha A, B : V — V linearis leképezések, akkor a z — A(B(z)) leképezés is linearis?

Az A linearis transzformaciora Im (A) C Ker(A). Bizonyitsd be, hogy A% = 0.

AV valos vektortérnek legyen W egy altere. Adjunk példat olyan lineéris transzforméciora, melynek W
a képtere. Olyanra is, amelynek W a magtere.

Béarmely A linearis leképezésre pontosan akkor lesz A(u) = A(v), ha u — v € Ker(A).

Tudjuk, hogy egy A lineéris transzformacié magtere csak a nullvektorboél all. Igazoljuk az alabbi allita-
sokat: (a) Tetsz6leges nemnulla vektor képe nem nullvektor. (b) Barmely két vektor képe kiilonbhozé.
Mely valos vektortereknek létezik olyan A linearis transzformécioja, amire Ker(A) = Im (A)?

A haromdimenzios helyvektorokhoz rendeljiik az xy sikra vett vetiiletiiknek az origé koriili 90°-os elforga-
tottjat. Linearis-e az igy kapott leképezés? Ha igen, akkor adjuk meg egy altalunk valasztott bazisokhoz
tartoz6 matrixat.

A stknak, mint valos vektortérnek linearis transzforméacioi a tengelyekre vald tiikrozések, az y = x
egyenesre valo tiikrozés, és minden « sz0gi, origd koriili elforgatds. Adjuk meg e leképezések méatrixat a
szokasos bazisban.

A legfeljebb 10-edfoku valds egyiitthatos polinomok vektorteret alkotnak R felett. Mutassuk meg, hogy
a derivalas ennek a térnek egy ® linearis transzformacioja. Irjuk fel ® matrixat egy tetszélegesen meg-
valasztott bazisban és hatarozzuk meg a kép- ill. magterét.

Legyen Ps a legfeljebb 6todfokt valos egyiitthatos polinomok tere. Tekintsiik azt az f : P — Ps
leképezést, melynél f(p(z)) = ap/(x) + [ valamely rogzitett (o, 3) valos szamokra. Hatarozzuk meg
az Osszes olyan («, ) part, amire az f leképezés linearis lesz. Ha f linearis leképezés, adjuk meg egy
matrixat is. (ZH *00)



