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Tudnivaldk

Def: I, jeloli az n x n méretii eqységmdtrizot, amire (In)f = {

1 hai=j
0 hai#j

All: A1, =Aés I, B =B tetszbleges A € R¥" ill. B € R™* matrixokra.

Def: A B € R™" méatrix az A € R™™" matrix balinverze, ha B- A =1,, a J € R"*" pedig A jobbinverze,
ha A-J =1,. Az A inverze olyan A~! matrix, ami egyszerre bal- és jobbinverze is A-nak.

-

All.: Ha A-nak létezik jobb- és balinverze, akkor azok egyenlgk.

All.: Az A € R™" matrixnak pontosan akkor létezik jobbinverze, ha det A # 0.

Kov.: Az A € R™™ métrixnak pontosan akkor létezik balinverze, ha det A # 0.

AlL: Ha A € R™™ és det A # 0, akkor (A71)! = T4

All.: Az A € R™" matrix inverze megkaphat6 az (A|I,) méatrix RLA-ra hozdsdval: ha a RLA (I,]X)
alaku, akkor X az inverz, ha nem, akkor det A = 0 és A-nak nincs inverze.

Def: Tth A € R, s(A) = dim(A;, Ag, ..., A,), azaz A lin ftn sorainak max szdma az A métrix

sorrangja.

o(A) := dim(A, A% ... AF), azaz A lin ftn oszlopainak max szdma az A matrix oszloprangja.
d(A) := A legnagyobb nemnulla aldeterminansanak mérete az A matrix determindnsrangja.

Megf.: Tetsz A valés mxra (1) d(A) = d(AT), (2) o(A) = s(AT), (3) ha A 1épcsés alaku, akkor
s(A) = d(A).

Tétel: TetszGleges A valos matrixra s(A) = d(A).
Kov.: Tetszoleges A valos matrixra s(A) = d(A) = o(A), és ez az A métrix r(A) rangja.
Tétel: Tetszbleges A matrix rangja megegyezik a Gauss-elimindcié utan kapott vezéregyesek szamaval.

Gyakorlatok

1. Hatérozzuk meg az alabbi matrixok inverzeit!
1
1 2 3 X p 0 2 18 8 3 0 1
2 3 4 (112)<Z7) 1 3 1 15 2
4 5 7 2 ¢ 3 1 3 5 2 1
0 ...

2. Jeldlje I, azt az n X n méretd matrixot, aminek a mellékatlojaban 1-esek allnak, a tobbi mezén pedig
0. Mi az I} és az I, + I}, matrixok inverze? Ha A egy n x n méretd matrix, mik lesznek az I - A és a
A - I} matrixok?

3. Legyen A olyan 33 x 33-as matrix, melyre A = —A”. Bizonyitsuk be, hogy A szingularis, azaz nem
invertalhato.

PR —
/N

cos —sina
sin « cos

4. Bizonyitsuk be, hogy ha az A méatrix invertalhato, és AB pedig egy (A-val nem feltétleniil azonos méret)
csupal matrix , akkor B is csupa0 matrix.

5. Bizonyitsuk be, hogy ha az A (nxn)-es invertalhaté matrix minden eleme péros, akkor az A~! métrixnak
legalabb n eleme nem egész! (GyIV ’04)

6. Legyen A = ( o ) és B = ( ) Hatarozzuk meg az A~ - B~! szorzatot! (pZH °07)

1
2
7. Legyen A = ( 23 ) és B = ( ! ) Legyen X := A- Bl és Y := B - (A™)% Szamitsuk ki az X - Y
2
5
6

matrix inverzét. 1 3 (ppZH ’07
8. Dontslik el, invertalhtato-e az ( 2 8 ) matrix, és ha igen, adjuk meg az inverzét. (ZH 05
3 1

13 2 0
1 -2 5
Ugyanez a kérdés az | o o o ° | és az ( -3 7 16 ) matrixokra. (pZH ’05)
0 0 0 1 5 11 -25
9. Bizonyitsuk be, hogy ha A és B olyan 101 x 101 méretii matrixok, hogy A invertalhato és (AB)T = —BA,

akkor det B = 0 4ll!
10. Szamolgassuk konkrét matrixok rangjait.
11. Ha A e R™" B € R™", és r(B) < n, akkor r(AB) <n (ZH ’04)



12.

13.

14.

15.

16.

17.

18.

19.

20.

Bizonyitsuk be, hogy ha M és N Gsszeszorozhatd matrixok, akkor (M N) < min{r(M),r(N)}.
Bizonyitsuk be, hogy ha A, B € R™*" akkor r(A+ B) <r(A)+r(B) . (ZH ’02)
Legyen az A matrixnak 100 oszlopa, jelolje B az A els6 70 oszlopa altal alkotott matrixot, J az utolsé 70
oszlop, C pedig a kozéps6 40 oszlop altal meghatarozott méatrixot. Bizonyitsuk be, hogy r(B) + r(J) >
r(A) 4+ r(C). (ZH ’04)
Legyenek A € R™™ és B € R™*". Bizonyitsuk be, hogy ha m < n, akkor az AB métrix szingularis,
azaz nem invertalhato.

Hatarozzuk meg annak az (n x n)-es matrixnak a rangjat, melynek az (¢, j) poziciéban all6 eleme x;z;
valamely rogzitett x1, xo, ..., x, esetén! (GyIV ’04)
Igazoljuk, hogy minden matrix kibévithets egy sorral és egy oszloppal tgy, hogy a kib&vitett matrix
rangja nagyobb legyen, mint az eredetié. Mutassunk példat arra, hogy erre nem mindig elegendé az egy
sorral bovités.

Igazoljuk, hogy ha az n x n méretidi A matrix rangja n, akkor A-nak van olyan eleme, amit alkalmas
modon megvéltoztatva a kapott matrix rangja n-nél kisebb lesz.

Bizonyitsuk be, hogy ha az A métrix sorai linedrisan fliggetlenek, akkor az Ar = b egyenletrendszer
tetszGleges (értelmes) b vektorra megoldhato.

Tegyiik fel, hogy az n x m méretd A matrix rangja k, ahol k < m < n. Hatarozzuk meg, legalabb hany
elemét kell A-nak megvaltoztatni ahhoz, hogy a kapott méatrix rangja a lehets legnagyobb legyen.



