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Tudnivalok

Def: I, jeloli az n x n méretd egységmdtrizot, amire (I,,)

i [1 hai=j
i { 0 hai#j

All.: A- I, =A¢és I, - B = B tetszdleges A € R¥*™ ill. B € R™** matrixokra.

Def: A B € R™"™ métrix az A € R™"™ matrix balinverze, ha B- A = 1I,, a J € R™" pedig A
jobbinverze, ha A-J = I,. Az A inverze olyan A~ matrix, ami egyszerre bal- és jobbinverze is
A-nak.

All.: Ha A-nak létezik jobb- és balinverze, akkor azok egyenldk.

All.: Az A € R matrixnak pontosan akkor létezik jobbinverze, ha det A # 0.

Ko6v.: Az A € R™"™ matrixnak pontosan akkor létezik balinverze, ha det A # 0.

All: Ha A € R™" és det A # 0, akkor (A™1)] = 4.

All.: Az A € R™™ matrix inverze megkaphat6 az (A|I,,) méatrix RLA-ra hozasaval: ha a RLA
(I,|X) alaku, akkor X az inverz, ha nem, akkor det A = 0 és A-nak nincs inverze.

Def: Legyen A € R™* tetsz6leges n x k méretii valés matrix. Ekkor
s(A) == dim(Ay, Ay, ..., A,), azaz A lin ftn sorainak max szdma az A méatrix sorrangja.

o(A) :=dim(A!, A% ... A*) azaz A lin ftn oszlopainak max szdma az A matrix oszloprangja.
d(A) := A legnagyobb nemnulla aldeterminansanak mérete az A méatrix determindnsrangja.

Megf.: Tetsz A valos mxra (1) d(A) = d(AT), (2) o(A) = s(AT), (3) ha A lépcsss alak,
akkor s(A) = d(A).

All.: Elemi sorekvivalens atalakitas se a sorrangot, sem a determinansrangot nem véltoztatja
meg.

Ko6v.: Tetszoleges A valos matrixra s(A) = d(A).

Ko6v.: Tetszoleges A valos matrixra s(A) = d(A) = o(A), és ez az A méatrix r(A) rangja.

Tétel: Tetsz6leges A méatrix rangja megegyezik a Gauss-eliminéci6é utan kapott vezéregyesek
szamaval.

Def: A valos vektorterek kozotti A : U — V' leképezés linedris, ha miiveletterato, azaz
(1) additiv: A(u+v) = A(u) + A(v) Yu,v € U ill. (2) homogeén:
A(Mu) = A(u) YAeT, YuelU .

Az A : U — U linearis leképezés neve linedris transzformdcio. Linearis leképezésben a linearis
kombinacio képe a képek linearis kombinécidja, azaz az (1) és (2) helyett megkovetelhets a

(3) A(Au + pv) = MNA(u) + pA(v) Vu,v € U VA pu € R tulajdonsag, vagy az annal is erésebb
Jinearis kombinacio tartasi” tulajdonsag: (3’) A(Ajug + Agug+. ..+ Agug) = A A(ur) + Ao A(ug) +

Allitas: A lineéris leképezést a béziselemeken felvett képek egyértelmiien meghatarozzak.
Pontosabban: Ha U és V' T feletti vt-k, uq, us, ..., u, az U bézisa és vy, vy, ..., v, € V tetsz6leges,

akkor pontosan egy A : U — V linearis leképezés létezik, amire A(u;) = v; Vi-re.
Def: Az A:U — V linearis leképezés
képtere Im A := {A(u) : uw € U} (mindazon V-beli vektorok, amelyek elGallnak U-beli vektor
képeként),
magtere pedig Ker A := {u € U : A(u) = (0)} (mindazon U-beli vektorok, amik 0-ba képz&dnek).
Allitas: Ha A : U — V lin. lekép., akkor KerA < U és Im A < V, tehéat a magtér és a képtér
alterek.
Dimenziététel: Ha A : U — V lin. lekép., akkor dim Ker A + dimIm A = dim U.
Def: Legyen A : U — V lineéris leképezés, By = {uy,us,...,u,} az U, By pedig a V' bazisa.
Az A leképezés matriza [A]f: = ([A(w1)]p,|[A(u2)]p,| - - - [A(un)]B,). (Az i-dik oszlop az i-dik

bazisvektor képének koordinatavektora.)
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. Tegyiik fel, hogy az A matrix sorai (mint helyvektorok) linearisan Gsszefiiggé halmazt al-

kotnak. Hatarozzuk meg A determinansat.

. Legyen A olyan 33 x 33-as métrix, melyre A = —AT. Bizonyitsuk be, hogy A szingularis,

azaz nem invertalhato.

Bizonyitsuk be, hogy ha az A métrix invertalhato, és AB pedig egy (A-val nem feltétleniil
azonos méretl) csupal méatrix , akkor B is csupa0 matrix.

Bizonyitsuk be, hogy ha az A (n x n)-es invertalhat6 matrix minden eleme péros, akkor az
A~! méatrixnak legalabb n eleme nem egész! (GyIV '04)

. Legyen A = ( ? ; ) és B = ( ; ; ) Hatérozzuk meg az A~' - B~! szorzatot! (pZH '07)
. Legyen A = ( 2 ) és B = < b ) Legyen X := A-B71ésY := B-(A™!)2. Szamitsuk

ki az X - Y matrix inverzét. (ppZH ’07)

Bizonyitsuk be, hogy ha A és B olyan 101 x 101 méretd méatrixok, hogy A invertalhato és
(AB)T = —BA, akkor det B = 0 all!
Szamolgassuk konkrét matrixok rangjait.

Bizonyitsuk be, hogy ha M és N 6sszeszorozhat6 matrixok, akkor r(MN) < min{r(M),r(N)}.
Ha A € R™" B € R"*" ¢és r(B) < n, akkor r(AB) < n (ZH "04)
Bizonyitsuk be, hogy ha A, B € R™*" akkor (A + B) < r(A) +r(B) . (ZH °02)

Legyen az A méatrixnak 100 oszlopa, jelolje B az A els6 70 oszlopa éltal alkotott méatrixot, J
az utolso 70 oszlop, C pedig a koézépss 40 oszlop altal meghatarozott matrixot. Bizonyitsuk
be, hogy r(B) +r(J) > r(A) +r(C). (ZH "04)
Legyenek A € R™™ és B € R™*™. Bizonyitsuk be, hogy ha m < n, akkor az AB matrix
szingularis, azaz nem invertalhato.

Hatéarozzuk meg annak az (n x n)-es matrixnak a rangjat, melynek az (7, j) pozicioban allo
eleme z;z; valamely rogzitett i, z, ..., x, esetén! (GyIV '04)
Igazoljuk, hogy minden matrix kib&vithets egy sorral és egy oszloppal gy, hogy a kibévitett
matrix rangja nagyobb legyen, mint az eredetié. Mutassunk példat arra, hogy erre nem
mindig elegendé az egy sorral bévités.

Igazoljuk, hogy ha az n x n méretii A méatrix rangja n, akkor A-nak van olyan eleme, amit
alkalmas modon megvaltoztatva a kapott matrix rangja n-nél kisebb lesz.

Bizonyitsuk be, hogy ha az A matrix sorai linearisan fliggetlenek, akkor az Ax = b egyen-
letrendszer tetszéleges (értelmes) b vektorra megoldhato.

Tegyiik fel, hogy az n x m méretd A matrix rangja k, ahol k < m < n. Hatarozzuk meg,
legaldbb hany elemét kell A-nak megvaltoztatni ahhoz, hogy a kapott métrix rangja a lehetd
legnagyobb legyen.

Linedris-e az az A : R? — R? leképezés, amelyre tetszéleges (u,v) vektor képe a) A(u,v) =
(—u,2v), b) A(u,v) = (uv,v), ¢) A(u,v) = (4,3u) ill. d) A(u,v) = (u+ v,0)?

Egy A : R? — R? lineéris transzformacié az (1,2) vektorhoz a (6,7) vektort, a (—1,2)
vektorhoz pedig a (8,9) vektort rendeli. Mit rendel A az (5,6) vektorhoz?

Legyen A linearis leképezés Vi-bél Vo-be, valamint vy, ..., v, € Vi. Melyek igazak az alabbi
allitasok kozil? a) Ha vy, ..., vy generatorrendszer Vi-ben, akkor A(vy), ..., A(vg) is gene-
ratorrendszer V,-ben.

b) Ha a vy, ..., v vektorok fiiggetlenek, akkor az A(vy),. .., A(vg) vektorok is fiiggetlenek.
c) Ha az A(vq),. .., A(vg) vektorok fiiggetlenek, akkor a vy, ..., vy vektorok is fliggetlenek.



