Bevezetés a szamitaselméletbe 1.

) 6. gyakorlat, 2012. méarcius 22. 1612, IB 138
Osszeallitotta: Fleiner Tamés (fleiner@cs.bme.hu, www.cs.bme.hu/"fleiner/bszgyak)

Tudnival6k

Def: Az A négyzetes matrix i-dik soranak és j-dik oszlopanak elhagyasaval keletkezé matrix determinan-
sanak (—1)"-szerese az A, ; eldjeles aldetermindns.

Kifejtési tétel: Ha A n x n-es matrix és i rogzitett, akkor [A| = 77 a;; - A;; (sor szerinti kifejtés).
Rogzitett j-re |A| = >0 | a; ;- Aij (0szlop szerinti kifejtés). Ha k # [, akkor 2?21 ag;j A, =0=>3""a;5-Aiy
(ferde kifejtés).

Def: Ha A és B azonos méretii matrixok, akkor A + B értelmezett, és (A + B)] := A} + B). Ha az A
maétrixnak annyi oszlopa van, mint ahany sora a B matrixnak, akkor A- B értelmezett, és (A-B)! := A;- Bi(=
S AFBl). Ha A egy matrix és A € R egy skalar, akkor A - A a \-val végigszorzott matrix: (A\A)! = \- A7.

All.: Az alabbi azonossagok teljesiilnek. (Ha az egyenléségek valamelyikének egyik oldala értelmes, akkor

a masik is az.) (1) A+ B=B+ A, (2) A+ (B+C)=(A+B)+C,
(3)A-(B-C)=(A-B)-C valamint (4) A-(B+C)=A-B+A-Cilletve (A+B)-C=A-C+B-C.
Determinansok szorzastétele: Ha A, B n X n-es matrixok, akkor |A - B| = |A| - |B|.

Def: Az (a szoget bezard) a, b € R? vektorok vektoridlis szorzata az az a X b vektor, ami meréleges az a-ra
és b-re is, veliik jobbsodrasu rendszert alkot, hossza pedig |a|-|b|-sin « (azaz az a és b feszitette parallelogramma
teriilete). i j ok
ay az as

by by bs

All.: Az a = (ay,a9,a3) és b = (by, by, bs) vektorok vektoridlis szorzata az determinéns értéke,

ahol 7,7 és k a tér harom koordinatatengelyének egységvektorai.
Def: Az a,b, c € R® vektorok vegyesszorzata (a,b,c) == a - (b x ¢).
All.: A vegyes szorzat értéke az a, b és ¢ vektorok feszitette parallelepipedon elGjeles

térfogata (ami akkor pozitiv, ha a, b, ¢ jobbsordésu rendszert alkotnak). A vegyes szorzat értékét az

a; a2 as
by by b3
i C2 (3

determinans adja meg. A vegyes szorzat felirhato (a, b, c) = (a X b) - ¢ alakban is.
Megj.: A determinans szemléletes jelentése (magasabb dimenzioban is) a sorvektorok feszitette paralelle-
pipedon (ill. parallelotop) elGjeles térfogata.

. . . j 1 hai=j
A 2 ,r s, ’ ] —
Def: [, jeloli az n x n méreti egységmdtrizot, amire (1,)] { 0 haij

All.: A- I, =A¢s I, - B = B tetszbleges A € R¥™ ill. B € R™* matrixokra.

Def: A B € R™" matrix az A € R™" matrix balinverze, ha B-A = 1,, a J € R"" pedig A jobbinverze,
ha A-J =1, Az A inverze olyan A~! matrix, ami egyszerre bal- és jobbinverze is A-nak.

All.: Ha A-nak létezik jobb- és balinverze, akkor azok egyenlsk.

All.: Az A € R™™ matrixnak pontosan akkor létezik jobbinverze, ha det A # 0.

Kov.: Az A € R™" méatrixnak pontosan akkor 1étezik balinverze, ha det A # 0.

All: Ha A € R™™ és det A # 0, akkor (A~1)! = %.

All.: Az A € R™" matrix inverze megkaphat6 az (A|l,) métrix RLA-ra hozdsaval: ha a RLA (I,]X)
alakid, akkor X az inverz, ha nem, akkor det A = 0 és A-nak nincs inverze.

Gyakorlatok

1. Tegyiik fel, hogy az A méatrix sorai (mint helyvektorok) linearisan Gsszefiiggé halmazt alkotnak. Hata-
rozzuk meg A determinénsat.

2. Legyenek fi(x), fa(x),..., fu(x) legfeljebb (n — 2)-edfoki polinomok, ay,as, ..., a, pedig valos szamok.
Bizonyitsuk be, hogy az alabbi determinans értéke mindenképpen nulla. (V ’00)

filar)  fi(az2) ... fi(an)
f2(a1)  faaz) .. fa(an)

fular) falas) oo falan)

3. Mutassuk meg, hogy ha A olyan nxn méretdi matrix, amire |A| # 0, akkor A-nak van olyan (n—1)x(n—1)
méretli A’ részmatrixa, amire |A’| # 0. Igazoljuk, hogy minden 0 < k < n egészre az A matrix barmely
k sorabol kivalaszthato olyan k x k méretii A, matrixa, amire |Ax| # 0.
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Bizonyitsuk be, hogy ha A és B olyan n x n méret méatrixok, amikre az A - B matrix elsé és utolso sora
megegyezik, akkor |A| = 0 vagy |B| = 0 teljesiil.

Bizonyitsuk be, hogy ha az A métrix determinansa létezik és nem 0, akkor van A-nak olyan eleme, amit
megvaltoztatva elérhets, hogy a determinéns 0 legyen.

Legyen A € R™" egy n x n méreti valos matrix. Igaz-e, hogy ha A* = 0 valamely 0 < k € N-re, akkor
|A| = 07 Igaz-e, hogy ha |A| = 0, akkor A¥ =0 valamely 0 < k € N-re?

Legyen A € R™™ egy n X n méreti valés méatrix. Jelolje B azt a matrixot, aminek i-dik soranak j-dik
eleme az A;; elGjeles aldeterminans értéke. Hatarozzuk meg az AB szorzatot!

A 100 x 100-as A és B matrixokra teljesiil, hogy A minden sordban az elemek 6sszege 1, a B matrix
minden eleme 2. Hatarozzuk meg az AB szorzatot!

Bizonyitsuk be, hogy ha A és B osszeszorozhat6 matrixok, akkor (A - B)T = BT . AT,

Legyen A és B matrixok mindegyike n x k méretti. Bizonyitsuk be, hogy az A- BT és az AT - B métrixok
féatloiban szerepld szamok Gsszege megegyezik.

Mutassuk meg, hogy nincsenek olyan n x n méreti A és B matrixok, amire AB — BA = [, teljesiil, ahol
I, az n X n méretl egységmatrix.

Mutassuk meg, hogy tetsz6leges szigoru fels6 hdromszogmatrixnak valamelyik pozitiv egész kitevGs hat-
vanya nullmatrix.

Legyen A = ( _1 8 ) Mely B maétrixokra lesz AB = BA? (ZH °01)
Bizonyitsuk be, hogy tetszdleges a, b, ¢ € R? vektorokra teljesiil, hogy a x (b+¢) =axb+a x c.
Tegyiik fel, hogy ha az n x n méretd, valos A matrixra A? + A+ I,, = 0 teljesiil, ahol I,, az n x n méret
egységmatrix. Hatarozzuk meg az A%°'0 hatvanyt!

Hatarozzuk meg az alabbi méatrixok inverzeit!
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Jelolje I azt az n x n méretd matrixot, aminek a mellékatlojaban 1-esek &llnak, a t6bbi mezén pedig
0. Mi az I/, és az I, + I/ matrixok inverze? Ha A egy n x n méretd matrix, mik lesznek az I/, - A és a
A - I, matrixok?
Legyen A olyan 33 x 33-as matrix, melyre A = —AT. Bizonyitsuk be, hogy A szingularis, azaz nem
invertalhato.

Nl= o

Bizonyitsuk be, hogy ha az A méatrix invertalhato, és AB pedig egy (A-val nem feltétleniil azonos méretii)
csupal matrix , akkor B is csupal matrix.

Bizonyitsuk be, hogy ha az A (n x n)-es invertdlhaté matrix minden eleme paros, akkor az A~! matrixnak
legalabb n eleme nem egész! (GyIV '04)

Legyen A = ( (1) ; > és B = ( ; ;’ ) Hatarozzuk meg az A~! - B~! szorzatot! (pZH '07)
Legyen A = ( f ;’ ) és B = ( (1) :1)’ ) Legyen X := A- B ' é¢s Y := B- (A7)% Szamitsuk ki az X - YV
matrix inverzét. 1 2 3 (ppZH ’07
Dontsiik el, invertalhtato-e az ( 2 5 8 | matrix, és ha igen, adjuk meg az inverzét. (ZH *05
3 6 10
13 2 0 L s
Ugyanez a kérdés az 8 [1) g i’ és az ( -3 7 -16 ) matrixokra. (pZH ’05)
0 0 o0 1 5 11 -2
Bizonyitsuk be, hogy ha A és B olyan 101 x 101 méretii matrixok, hogy A invertalhato és (AB)T = —BA,

akkor det B = 0 all!



