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Tudnivalék
Def: A \v; + Agvo + ... + \,v, linearis kombinacié trividlis, ha A\; = 0 teljesiil i = 1,2, ..., n esetén.
Def: AV vektortér F'részhalmaza (linedrisan) figgetlen, ha F-belieknek csak a trivialis linearis kombinacio
allitja elé a 0-t. Azaz pl F = {v1,v2,...,0,} esetén > - A\v; = 0 = VA; = 0. A fenti rendszer (linedrisan)
dsszefiiggd, ha nem lin.ftn, azaz a 0 el§all nemtriv. lin. komb.-ként: > " | \jv; = 0, és A; # 0 valamely i-re.
All.: Az F C V vektorhalmaz pontosan akkor lin ftn, ha egyetlen F-beli sem all el6 a t6bbi vektorbol lin
komb-ként.
Def: A by,b,,...b, vektorrendszer a V' vektortér bdzisa, ha lin. ftn. és generédlja V-t.
Tétel: Ha b1b,...b, pontosan akkor a V' bazisa, ha Vv € V' egyértelmiien all el6 a b;-k lin. komb.jaként.
Def: Ha B = {by,bs,...b,} a V vektortér bazisa, és u = Y. \ib;, akkor az u vektor B bdzis szerinti

M
Azz ) oszlopvektor.
An

Megf.: A koordinatavektorokkal pontosan gy kell szamolni, mint az oszlopvektorokkal, azaz [u + v]p =
[ulg + [v]g ill. [Au]p = A[u]p teljesil tetsz u,v € V, A € R esetén.

Def: A V vektortér dim(V') dimenzidja a V' egy tetszéleges bazisanak elemszama.

Kicserélési tétel: Ha F = {fi, fo..., fu} CV lin ftn é&s G = {g1,92,...,9x} C V generalja V-t, akkor
Vfie FF 3g; € G: F\{fi}U{g;} lin ftn.

Ko6v.: Ha lils,.. .1, lin. ftn. és g1go, . .. gx generalja V-t, akkor n < k.

Ko6v.: Vektortér barmely két bazisa azonos elemszamii, igy a dimenzi6 fogalma joldefinialt.

kooridindatavektora az [u]p == (

Gyakorlatok

1. (a) Legyen a, b, c egy valos vektortér linearisan fliggetlen elemhéarmasa. Linearisan fiiggetlen-e ebben
a térben a +b, b+ ¢, c+ a?
(b) Legyenek a, b, ¢ egy valos vektortér olyan vektorai, melyekre a+b, b+c¢, c+a linearisan fiiggetlenek.
Lineérisan fiiggetlen-e ebben a térben a, b, c?
2. Legyenek u és v egy valds vektortér fiiggetlen elemei, és legyenek a, b, ¢, d valés szdmok. Mi a feltétele
annak, hogy az au + bv és a cu + dv vektorok is fiiggetlenek legyenek?
3. Egy valos vektortérben az a,,a,,...,a; vektorok is, a by,b,,...,b, vektorok is kiilon-kiilon linearisan
fiiggetlen rendszert alkotnak. Bizonyitsuk be, hogy ha (a;,a,,...,a;) N (by, by, ..., b)) = {0}, (vagyis a
két generalt altér metszete csak a nullvektorbol all), akkor ez a k + [ darab vektor egyiitt is linearisan

fiiggetlen!

4. Legyenek egy valos vektortér vy, vs, ..., v, vektorai linearisan fiiggetlenek. A ¢ paraméter mely értékeire
lesz a vy — V9, V9 — V3, ..., v, — cv; vektorrendszer linearisan fiiggetlen? (ZH ’98)

5. Bizonyitsuk be, hogy ha a V' valds vektortérben az {a,, a,, ..., q;} egy linearisan fiiggetlen rendszer és a
{01, 0y, ..., by, } Pedig egy generatorrendszer, akkor a két vektorrendszer koziil pontosan az egyik bazist
alkot V-ben.

6. Legyenek a,,a,,...,a, egy valos vektortér linearisan fliggetlen vektorai és legyen z = Zle Aia;. Bizo-

nyitsuk be, hogy a, € (z,a,,as,...,a;) akkor és csak akkor teljesiil, ha A\; # 0!

7. Legyenek a, b, c linearisan fiiggetlen vektorok és X skalar egy valos vektortérben. Elkészitjiik az a+b+c,
a—b—c, b— Ac vektorokat. Hatarozzuk meg, hogy a A skalar mely értékei mellett lesz ez utébbi harom
vektor linearisan fiiggetlen és melyeknél Gsszefiiggs.

8. A V vektortér két alterének, Vi-nek és Vo-nek a nullvektor az egyetlen kozos eleme. Bizonyitsuk be, hogy
dim(V7) + dim(V,) < dim(V). (ZH *99)
9. Legyen a V térnek {aq,aq,...,a,} egy bazisa. Tekintsiik a kovetkezd n vektort:

b == a;+ a0 hai=1,2,...,n—2
b1 = Ap+a;

b, = a,+ ay



10.
11.

12.

13.

14.

(a) n = 3 esetén bazist alkotnak-e a vektorok?

(b) n = 4 esetén bazist alkotnak-e?

(Szorgalmi feladat: altalaban n-re bazist alkotnak-e 7 ) (ZH ’00)
Igaz-e, hogy minden véges dimenzios vektortérnek véges sok altere van? (ZH °01)
Legyenek S; és Sy az n dimenzi6s valos tér olyan alterei, melyekre minden x € S és y € S5 esetén tel-
jesiil, hogy z és y linearisan fiiggetlen (feltételezve, hogy egyikiik sem egyenld a 0 vektorral). Legyenek

aW 2@ 2k ¢ S linearisan fiiggetlen vektorok és y(), y .. 4™ € S, szintén linearisan fiigget-
len vektorok. Bizonyitsuk be, hogy ekkor az Gsszesen (k 4+ m) vektort tartalmazo, M 2@ k)
yM y@ .y vektorokbol llo vektorrendszer is linearisan fiiggetlen. (ZH °01)
Mutassuk meg, hogy a legfeljebb n-edfokt polinomok linearis terében bézist alkotnak az
Lr—1,(z—1)2 (x =173 ... (2 —1)"

polinomok. (V'99)
A valos szamok feletti V' vektortérnek by, bo, ..., b, egy béazisa. Legyen

v, = Oéb1—|-bg—|—b3—|—bn s

Vy = bl+0éb2+b3+...bn s

Up = b1+b2+...+bn_1+0ébn .
Az o paraméter milyen értékeire lesz vy, v, ..., v, szintén a V vektortér bazisa? (V °00)

Tegyiik fel, hogy vy, vs,...,v, egy linearis tér valamely bazisa. Igaz-e, hogy bazist alkotnak az alabbi
vektorok is?

U1 — 203+ 03, U2 — 20340y, oo, Vit — 205 Vig1y - ey Uni2 — 2051+ Uy, Upo1 — 20, + U1, Up — 201+ U2
(V °00)



