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Tudnivalók
Def: A λ1v1 + λ2v2 + . . . + λnvn lineáris kombináció triviális, ha λi = 0 teljesül i = 1, 2, . . . , n esetén.
Def: A V vektortér F részhalmaza (lineárisan) független, ha F -belieknek csak a triviális lineáris kombináció

állítja el® a 0-t. Azaz pl F = {v1, v2, . . . , vn} esetén
∑n

i=1 λivi = 0 ⇒ ∀λi = 0. A fenti rendszer (lineárisan)
összefügg®, ha nem lin.ftn, azaz a 0 el®áll nemtriv. lin. komb.-ként:

∑n
i=1 λivi = 0, és λi 6= 0 valamely i-re.

Áll.: Az F ⊆ V vektorhalmaz pontosan akkor lin ftn, ha egyetlen F -beli sem áll el® a többi vektorból lin
komb-ként.

Def: A b1, b2, . . . bn vektorrendszer a V vektortér bázisa, ha lin. ftn. és generálja V -t.
Tétel: Ha b1b2, . . . bn pontosan akkor a V bázisa, ha ∀v ∈ V egyértelm¶en áll el® a bi-k lin. komb.jaként.
Def: Ha B = {b1, b2, . . . bn} a V vektortér bázisa, és u =

∑n
i=1 λibi, akkor az u vektor B bázis szerinti

kooridinátavektora az [u]B :=

(
λ1
λ2

.

.

.

λn

)
oszlopvektor.

Megf.: A koordinátavektorokkal pontosan úgy kell számolni, mint az oszlopvektorokkal, azaz [u + v]B =
[u]B + [v]B ill. [λu]B = λ[u]B teljesül tetsz u, v ∈ V , λ ∈ R esetén.

Def: A V vektortér dim(V ) dimenziója a V egy tetsz®leges bázisának elemszáma.
Kicserélési tétel: Ha F = {f1, f2 . . . , fn} ⊆ V lin ftn és G = {g1, g2, . . . , gk} ⊆ V generálja V -t, akkor

∀fi ∈ F ∃gj ∈ G : F \ {fi} ∪ {gj} lin ftn.
Köv.: Ha l1l2, . . . ln lin. ftn. és g1g2, . . . gk generálja V -t, akkor n ≤ k.
Köv.: Vektortér bármely két bázisa azonos elemszámú, így a dimenzió fogalma jólde�niált.

Gyakorlatok

1. (a) Legyen a, b, c egy valós vektortér lineárisan független elemhármasa. Lineárisan független-e ebben
a térben a + b, b + c, c + a?

(b) Legyenek a, b, c egy valós vektortér olyan vektorai, melyekre a+b, b+c, c+a lineárisan függetlenek.
Lineárisan független-e ebben a térben a, b, c?

2. Legyenek u és v egy valós vektortér független elemei, és legyenek a, b, c, d valós számok. Mi a feltétele
annak, hogy az au + bv és a cu + dv vektorok is függetlenek legyenek?

3. Egy valós vektortérben az a1, a2, . . . , ak vektorok is, a b1, b2, . . . , bl vektorok is külön-külön lineárisan
független rendszert alkotnak. Bizonyítsuk be, hogy ha 〈a1, a2, . . . , ak〉 ∩ 〈b1, b2, . . . , bl〉 = {0}, (vagyis a
két generált altér metszete csak a nullvektorból áll), akkor ez a k + l darab vektor együtt is lineárisan
független!

4. Legyenek egy valós vektortér v1, v2, . . . , vn vektorai lineárisan függetlenek. A c paraméter mely értékeire
lesz a v1 − v2, v2 − v3, . . . , vn − cv1 vektorrendszer lineárisan független? (ZH '98)

5. Bizonyítsuk be, hogy ha a V valós vektortérben az {a1, a2, . . . , ak} egy lineárisan független rendszer és a
{b1, b2, . . . , bk+1} pedig egy generátorrendszer, akkor a két vektorrendszer közül pontosan az egyik bázist
alkot V -ben.

6. Legyenek a1, a2, . . . , ak egy valós vektortér lineárisan független vektorai és legyen x =
∑k

i=1 λiai. Bizo-
nyítsuk be, hogy a1 ∈ 〈x, a2, a3, . . . , ak〉 akkor és csak akkor teljesül, ha λ1 6= 0!

7. Legyenek a, b, c lineárisan független vektorok és λ skalár egy valós vektortérben. Elkészítjük az a+ b+ c,
a− b− c, b− λc vektorokat. Határozzuk meg, hogy a λ skalár mely értékei mellett lesz ez utóbbi három
vektor lineárisan független és melyeknél összefügg®.

8. A V vektortér két alterének, V1-nek és V2-nek a nullvektor az egyetlen közös eleme. Bizonyítsuk be, hogy
dim(V1) + dim(V2) ≤ dim(V ). (ZH '99)

9. Legyen a V térnek {a1, a2, . . . , an} egy bázisa. Tekintsük a következ® n vektort:

bi := ai + ai+2 ha i = 1, 2, . . . , n− 2

bn−1 := an−1 + a1

bn := an + a2



(a) n = 3 esetén bázist alkotnak-e a vektorok?
(b) n = 4 esetén bázist alkotnak-e?
(Szorgalmi feladat: általában n-re bázist alkotnak-e ? ) (ZH '00)

10. Igaz-e, hogy minden véges dimenziós vektortérnek véges sok altere van? (ZH '01)

11. Legyenek S1 és S2 az n dimenziós valós tér olyan alterei, melyekre minden x ∈ S1 és y ∈ S2 esetén tel-
jesül, hogy x és y lineárisan független (feltételezve, hogy egyikük sem egyenl® a 0 vektorral). Legyenek
x(1), x(2), . . . , x(k) ∈ S1 lineárisan független vektorok és y(1), y(2), . . . , y(m) ∈ S2 szintén lineárisan függet-
len vektorok. Bizonyítsuk be, hogy ekkor az összesen (k + m) vektort tartalmazó, x(1), x(2), . . . , x(k),
y(1), y(2), . . . , y(m) vektorokból álló vektorrendszer is lineárisan független. (ZH '01)

12. Mutassuk meg, hogy a legfeljebb n-edfokú polinomok lineáris terében bázist alkotnak az

1, x− 1, (x− 1)2, (x− 1)3, . . . , (x− 1)n

polinomok. (V '99)

13. A valós számok feletti V vektortérnek b1, b2, . . . , bn egy bázisa. Legyen

v1 := αb1 + b2 + b3 + . . . bn ,

v2 := b1 + αb2 + b3 + . . . bn ,
...

...

vn := b1 + b2 + . . . + bn−1 + αbn .

Az α paraméter milyen értékeire lesz v1, v2, . . . , vn szintén a V vektortér bázisa? (V '00)

14. Tegyük fel, hogy v1, v2, . . . , vn egy lineáris tér valamely bázisa. Igaz-e, hogy bázist alkotnak az alábbi
vektorok is?
v1− 2v2 + v3, v2− 2v3 + v4, . . . , vi−1− 2vi + vi+1, . . . , vn−2− 2vn−1 + vn, vn−1− 2vn + v1, vn− 2v1 + v2

(V '00)


