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Tudnivalék

Def: A V nemiires halmaz valds vektortér, ha (O) V-n értelmezett a + miivelet és Vu,v,w € V esetén
0l) u+ (v+w)=(u+v)+w, (62) u+v=v+u, (63) I0eV: u+0=u, (64) 3 —ueV:u+(—u)=0.
(Sz) A valosak és a V-beli vektorok kozott értelmezett egy - miivelet, melyre teljesiil, hogy VA, k € R, Vu,v € V
(sz1) (A + K)u = \u + Ku, (s72) AM(u +v) = Au+ Ao, (s23) (AR)u = A(Kku), (s74) lu=u .

P1l: Sikbeli/térbeli helyvektorok, oszlopvektorok, valos polinomok, valos fiiggvények.

Tétel: Ha V valos vektortér, akkor (1) \0=0 VAeT (2)0v=0 YoeV (3) (-l)jv=—-v YveV
(4) dv=0= (A=0vagy v=0).

Def: A V valés vektortér W részhalmaza V' vektortér altere, ha W is valos vektortér ugyanazokra a
miiveletekre, mint V. Jelolése: W <V .

Tétel: Ha V egy valos vektortér, akkor W C V' pontosan akkor altere V-nek, ha zart a +, - miiveletekre.

Def: A V valés vektortér vy, v, ... v, vektorainak linedris kombindcidjin egy Z?:l Aiv; = M + Aavg +
...+ A\yv, vektorosszeget értiink, ahol VA, € R. A Z?Zl Aiv; lin. komb. trividlis, ha V\; = 0.

Def: A V vektortér U részhalmaza generdlja v € V-t, ha v elGall U-beli vektorok lineéaris kombinacidjaként.
Az U &ltal generalt vektorok halmazat (U) jeloli. Az U a V vektortér generdtorrendszere, haU C V és (U) = V.

Tétel: Tetsz6leges U vektorrendszer altal generalt vektorok alteret alkotnak, azaz (U) < V.

Gyakorlatok

1. Valos vektorteret alkotnak-e az egész szamok?
Valos vektorteret alkotnak-e a differencidlhato valos fliggvények?

(2)
(b)
c¢) Valos vektorteret alkot-e Q a szokésos Osszeadéssal és a A © r := |\ - ] szorzassal?
)
)

((d Valos vektorteret alkotnak-e a pozitiv valos szamok a u @ v :=u - v és A ©® v := v" miveletekkel?

(e) A 3-dimenzios tér két origon atmend sikjanak Gsszege a két sikra meréleges, origon atmend sik. Egy
S sik A-szorosadn magat S-t értjiikk. Valos vektorteret alkotnak-e az origon atmend sikok ezekkel a
miiveletkekkel?

(f) Valos vektorteret alkotnak-e a sik részhalmazai a valosak felett, ha két részhalmaz Osszegét az
uniojuk, egy részhalmaz A\-szorosa pedig az origobol A aranyu hasonloséggal kapott képe?

(g) Valos vektorteret alkot-e az azonosan 0 fiiggvény azokkal a folytonos fiiggvényekkel egyiitt, amelyek
nem polinomok?

(h) Vektorteret alkotnak-e a sik helyvektorai az u @ v = u Osszeadasra és a szokasos skalarral vald
szorzasra?

(i) Vektorteret alkotnak-e a sikbeli helyvektorok a szokésos Osszeadasra és a A © u = 0 skalarral valo

szorzasra?

A

2. Igazoljuk, hogy a vektorosszeg felcserélhetdségét kimondo (62) axioma kovetkezik a tobbi vektortéraxi-
6mabol, igy azt nem sziikséges sem feltenni, sem ellenérizni a vektortérstruktira bizonyitasdhoz.
(Otlet: vizsgaljuk az (14 1)(u + v) kifejezést!)
3. Bizonyitsuk be, hogy ha A a V' valos vektortér altereinek egy halmaza, akkor NA := (., U <V, azaz
tetsz6legesen sok altér metszete is altér.
4. Alteret alkotnak-e a 4 magassagu oszlopvektorok terében az alabbi részhalmazok?

U:z{(ié):x;;z()}, V:z{(i%):mzl}, W::{<§2)1x1+x320}

5. Az a, b, és c vektorok elemei, V' pedig altere egy véges dimenzios, valos vektortérnek, tovibba a+b € V|
c+3a€V, de b+ 2c ¢ V. Mutassuk meg, hogy 6a +3b+ceV,ésba+3b+cg V.

6. (a) Igaz-e, hogy ((1,2,3),(5,6,7)) = ((1,2,3),(5;6;7),(6,8,10))?
(b) Igazoljuk, hogy tetszéleges V' vektortérre ha a,b,c € V', akkor (a,b,c) = (a + b,a + ¢,b+ ¢) teljesiil.

7. Igazoljuk, hogy a haromdimenzios valos térnek V = {(z,y,2) : 3z + 2y + z = 0} altere. Adjunk meg
minél kevesebb vektort a térbél amiknek a generatuma V.



