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Tudnivalék

Def: Adott Descartes-féle koordinatarendszer esetén a 3-dimenzids tér pontjait a valoés szamhéarmasokkal azonosit-
hatjuk. Egy szamharmas jelentheti az origobdl az adott pontba mutaté irdnyitott szakaszt is. Ha S egy sik a 3-dimenzios
térben, akkor n az S normdlvektora, ha n mergleges S minden egyenesére. Az e egyenesnek v # 0 irdnyvektora, ha v
parhuzamos e-vel.

Megf.: Az (a,b,c) koordinataju iranyitott szakasz hossza va? 4+ b2 + 2.

Megf.: Az (a,b,c) és (a/,V', ) irdnyitott szakaszok pontosan akkor merdlegesek, ha aa’ 4+ bb' + ¢’ = 0.

All.: A P(z0,0,20) ponton atmend, n = (a,b,c) normalvektora S sik normdlvektoros egyenlete ax + by + cz =
azo + byo + czo. (Pontosan azok a Q(z,y, z) pontok elemei S-nek, amikre igaz a fenti egyenlet.)

All.: A P(zo,y0,20) ponton atmends, v = (vi,ve,vs) irdnyvektora e egyenes paraméteres egyenletrendszere © =
o+ Av1, Yy = yo + Ava, 2 = zg + \vz. (Pontosan azok a Q(z,y, z) koordinataju pontok elemei e-nek, amire alkalmas
A € R-re fennallnak a fenti egyenlségek.) A A\ paramétertsl (annak kifejezésével vagy v; = 0 esetén az elhagyasaval)
megszabadulva a sik irdnyvektoros egyenletrendszerét kapjuk:
v1v2v3 # 0 esetén “ 0 = y;;"’ = Z;;“,
valamint v; # 0 = v = vs-ra y = v, 2z = v3 az egyenletrendszer.

Def: Az (n magas) oszlopvektor egy n valos szambol all6 szamoszlopot jelent, az egyes oszlopbeli szamok az adott
oszlopvektor koordindtdi. Oszlopvektorokat 6sszeadhatunk és kivonhatunk (koordinatanként) ill. valos szammal szoroz-

, — T—x0 _ Y=vYo , _,
ha vivy # 0 = v3 akkor *—F¢ = Lt 7 = s,

hatunk (szintén koordinatanként). Egy v oszlopvektor kifejezhetd a vy, v, ..., v, oszlopvektorokbol, ha v elgallithato
az utébbi vektorokbdl a fenti miiveletek segitségével.

Megf.: Ha az uy,u,, ..., u; oszlopvektorok mindegyike kifejezhets a vy, v,,...,v, oszlopvektorokbdl és w kifejez-
het6 az wy, U, . .., u; oszlopvektorokbdl, akkor w kifejezhets a vy, v,,...,v,, oszlopvektorokbdl is.
Gyakorlatok

1. Hatéarozzuk meg a P(2,3,4) és Q(—1,3,—5) pontok tavolsagat.

A z mely értékei mellett meréleges az (5,—3,2) és a (7,4, z) vektor egymasra? Milyen 2z paraméter esetén lesz
parhuzamos e két vektor?
Legyen a = (2,—2,1) és b = (2, 3,4). Bontsuk fel b-t egy a-val parhuzamos és egy a-ra meréleges Gsszetevore.

2. Irjuk fel a (3,4,5) ponton atmend, a 3z +y — 3z = 8 egyenlet(i sikkal parhuzamos sik egyenletét.

3. Irjuk fel a (12, —1,9) ponton atmend és az x = 3 +7t, y = —8+ 5t, z = —t egyenlet(i egyenessel parhuzamos
egyenes paraméteres egyenletrendszerét. Allitsuk el6 az egyenest két sik metszeteként is, azaz adjuk meg az
irdnyvektoros egyenletrendszert.

4. Irjuk fel a P(0,0,1),Q(1,—1,0) és R(1,1,1) pontokon 4tmend sik egyenletét. Hatarozzuk meg a PQ felez6pontjan
és R-n atmend egyenes egyenletrendszerét.

5. Irjuk fel annak az S siknak az egyenletét, ami dtmegy a P(1,4,—1) ponton és merdleges az 52 = Y10 = =8
egyvenletrendszerrel leirt egyenesre.

Irjuk fel annak az egyenesnek az egyenletrendszerét, ami atmegy a Q(2, —5, —2) ponton és meréleges a z = 4 +7
egyenleti sikra!

6. Tekintsiik az A(2,2,3) és B(5,—1, 3) pontokat és az %‘4 = 4_73’ = z—T egyenletrendszeri e egyenest. Hataroozzuk
meg e-nek azt a P pontjat (ha van ilyen), amire |AP| = |BP)| teljesiil.

7. Adjuk meg a p paraméter Gsszes valds értékét, melyre az x +y + 2z = 1 és 2o + y = 3 egyenletekkel megadott
egyenes egy pontban metszi az 5z + 3y + pz = 11 sikot! (ZH ’98)

8. (a) Adjuk meg p és g értékét ugy, hogy a 2oz + 3y — 2z =6, x — 3y + 2z = 5 és 4o — 3y + pz = q egyenletd sikok

egy egyenesre illeszkedjenek.
(b) Most ugy valasszuk meg p és g értékét, hogy a sikoknak ne legyen kozos pontjuk.
(c) Milyen eset van még?
9. Mi az alabbi sikok metszete?

(a) r+yt+z = 6 (b) 22+3y—2z = 4 (c) 2:Ex++3?;i_z z 461
2v+3y—2 = 4 —Sr—45y+3z = 2 —r—y+2z = 1

10. Létezik-e olyan egyenes, amely a 2o +4y+3z = 1, x + Ty + 423, ill. 3z — 5y — 2z = 2 egyenletd sikok mindegyikével
pérhuzamos? Ha igen, akkor adjuk meg koziiliik az origbn dtmendt.

1 0 0 1 1
11. Tekintsiik az (1) , 1 , (1) oszlopvektorokat. Kifejezhets-e ezekbdl az ? és 8 oszlopvekto-
0 0 1 0 1
rok valamelyike?
1 0 1 1 0
Ugyanez a kérdés az ? , ; , 1 ill. (l) , (1) oszlopvektorokbol.
2 3 1 0 1

12. Igaz-e, hogy ha a w oszlopvektor kifejezhets az w,, uo, . .. u;, oszlopvektorokbol, de ezek egyike sem fejezhetd ki a
Vy, Vg, ... v, oszlopvektorokbol, akkor w sem fejezhetd ki a v, vektorokbol?
Lehetséges-e, hogy az uy, u,, . . . u;, oszlopvektorok koziil kizarolag u, fejezhetd ki a t&bbibsl?



