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Tudnivalék

Def: A G graf dsszefiiggd (6f), ha barmely két pontja kozott vezet séta.

Def: A véges egyszerti G graf fa, ha G 6sszefiiggd és kormentes.

All.: Ha az F fanak n cstcsa van, akkor éleinek szama |E(F)| =n — 1.

All: A véges, egyszerid G graf pontosan akkor fa, ha az alabbi allitasok koziil legalabb 2 teljesiil:

(1) G 0Osszefiiggd (2) G kormentes (3) G-nek eggyel kevesebb éle van, mint ahany pontja.

Def: Az F fa levele az F elséfoku csicsa. All: Minden legalabb kétponta fanak van legalabb két levele.

Def: A G graf sikbarajzolhato, ha létezik G-nek egy olyan diagramja, melyben az éleknek megfelels gorbék (torott-
vonalak) csak végpontokban metszhetik egymast. A sikbarajzolas a sikot tartomdnyokra (lapokra) osztja. Lesz egy
végtelen tartomény, az un. kilsd tartomany. Gombre rajzolason lényegében ugyanezt értjik, csak sik helyett a gémb
felszinén dolgozunk, kiils§ tartoményrol nem beszéliink.

Tétel: A G graf pontosan akkor sikbarajzolhato, ha gombre rajzolhato.

Ko6v.: Tetszbleges konvex poliéder élhaloja sikbarajzolhato.

Tétel: Ha G sr, n csicsa, e éle, k komponense és t tartomanya van, akkor n +t=e+k+ 1

Ko6v.: Ha G sr, akkor barmely sikbarajzolasanak ugyanannyi tartoménya van.

Ko6v.: (Euler-formula) Ha egy 6f, n-pontu, e-éli graf ¢ tartoméannyal sikbarajzolhato, akkor n +t = e + 2.

Ko6v.: Ha G egyszert, legalabb 3-pont, sr graf, akkor e < 3n—6 . Ha G-ben nincs haromszoglap, akkor e < 2n—4.

Kov.: Ha G sr és egyszer, akkor van legfeljebb 5-6dfoku csucsa, azaz §(G) < 5.

Ko6v.: Sem K5, sem K33 nem sikbarajzolhato.

Def: A G és H grafok topologikusan izomorfak, ha H megkaphatdé G-bdl az alabbi lépésekkel:

(1) Torliink egy wwv élt, és bevesziink egy 1j cstcsot, u és v szomszédokkal.
(2) Torliink egy masodfoka a cstcsot, és éllel 6sszekotjiik a két szomszédjat.
Kuratowski tétel: A G graf pontosan akkor sr, ha nem tartalmaz sem K3 3-mal, sem Ks-tel top. izom. részgrafot.
Fary-Wagner tétel: Ha G egyszertd, sr graf, akkor létezik G-nek olyan sikbarajzolasa is, melyben minden él
egyenes szakaszként van lerajzolva.
Def: Legyen G = (V, E) sikbarajzolt graf, legyen V* G lapjainak halmaza. G* = (V* E*) a G dudlisa, ahol
E* ={e*:e € E} és e* az e-t hatarolo tartomany(oka)t osszekots él.
Def: A Q C E(G) élhalmaz vdgds, ha @ egy olyan élhalmaz, hogy elhagyasakor G komponenseinek szama megnd,
és @ egy legsziikebb ilyen élhalmaz, azaz ) semelyik valodi részhalmazara ez nem teljestil. Az e él elvdgd él, ha {e}
vagas. A G graf e és €’ élei soros élek, ha {e, e’} vagas.
Tétel: Legyen G = (V, E) sr. (1) Ha G* a G dualisa, akkor G* sr és of.
(2) f(e) :=e* egy E(G) — E(G*) természetes bijekciot definial, G lapjai pedig bijektiven G* pontjainak felelnek meg.
(4) Ha e, f a G, e*, f* a megfelels dualis élek, akkor e € E(G) a G hurokéle (elvago éle) <= f(e) a G* elvago éle
(hurokele) e, e’ € E(G) parhuzamos (soros) élek <= f(e), f(€') soros (parhuzamos) élek, valamint C' C E(G) a G
kore (vagasa) <= f(C) G* vagasa (kore).
(5) Ha G of, akkor G = (G*)*, és ekkor G pontjai bijektiven G* lapjainak felelnek meg.
(6) Ha G 6f, akkor F' C E(G) a G feszit6faja < f(F) a G* egy feszitéféjénak komplementere.

Def: A G graf a H graf absztrakt dudlisa, ha létezik egy ¢ : E(G) — E(H) bijekcid

ugy, hogy C a G kiore <= (C) a H vagasa és Q a G vagasa < ¢(Q) a H kore.
Whitney tétel: A G grafnak pontosan akkor létezik absztrakt dudlisa, ha G sr.
Def: G és H grafok gyengén izomorfak (2-izomorfak), ha éleik kozott létezik egy ¢ : ‘
E(G) — E(H) bijekcio ugy, hogy C pontosan akkor kore a G grafnak, ha a C éleinek
megfelels élek (azaz ¢(C) = {p(c) : ¢ € C}) a H kore.

Whitney tétele: Ha G sikbarajzolhato, tovabba G és H gyengén izomorf, akkor
(1) H is sikbarajzolhato, (2) G* és H* gy. izom., végiill ~ (3) G és (G*)* gy. izom. . s G’

Tétel: (Whitney) Ha G és H gyengén izomorf, akkor H elGallithatdo G-bdl a jobb
oldali 4bran lathatd 3 operacio ismételt alkalmazasaval.

Def: Az f: A — B fliggvény injektiv, ha kiilonb6z6 elemek képe kiillonb6z6, azaz © # y = f(x) # f(y). Az f
szirjektiv (raképezés), ha B = f(A) := {f(a) : a € A}, azaz B minden eleme valamely A-beli elem képe. Ha f injekcio
és sziirjekci6 is, akkor bijekcid, magyarul kdlesénosen egyértelmi leképezés.

Def: Az A halmaz szdmossdga azonos a B halmaz szamossagaval (|A| = |B|), ha létezik f : A — B bijekcio. Az
A halmaz szdmossdga kisebb vagy egyenld a B halmaz szamossagaval (|A] < |B|), ha létezik f : A — B injekcio, vagy
mas szoval, ha az A halmaz és a B halmaz egy részhalmaza kozott létezik bijekcio.

Megf.: Tetszdleges A, B, C halmazok esetén |A| < |B| < |C| = |A] < |C| (tranzitivitas), ill. |A] < |A| (szimmetria).

Def: A trichotomia az a tulajdonsag, hogy barmely két A és B halmaz kozott az alabbi tulajdonsagok koziil pontosan egy teljesiil:
|A| < |B|, |A| = |B| ill. |A| > |B].

Megj.: A trichotomia a kivalasztasi axiomabol kévetkezik, a nélkiil nem igaz.

Def: Az A halmaz hatvanyhalmaza az A részhalmazainak halmaza, azaz P(A) = {X : X C A}.

A kwdlasztdsi arioma szerint barmely A nemiires halmazhoz létezik f: P(A) \ {0} — A kivdlasztdsi fiiggvény, amire f(X) € X teljestil
minden () # X C A esetén.

A kivalasztéasi axioma fiiggetlen a halmazelmélet "maradék" axiémaitol, azaz akar a kivilasztasi axiomat, akar annak tagadéasat vessziik
axiomanak, ettél nem keriil ellentmondas a rendszerbe.

Cantor-Bernstein tétel: Ha |A| < |B| és |B| < |A|, akkor |A| = |B|.



Def: Az A halmaz megszamlalhato, ha |A] < |N|. Ekkor |[A] = Rg

Megf.: Ez pontosan akkor igaz, ha A elemei sorba rendezhetsk: A = {ay,as,...}.

Def: Az A halmaz kontinuum szdmossdgi, ha |A] = |P(N)|. Jelolése: |A| = c.

Cantor tétel: TetszSleges X halmaz szamossaga kisebb P(X) szdmossaganal.

Ko6v.: Nincs legnagyobb szamossaga halmaz.

Tétel: Ha I a (0,1) nyilt intervallum, akkor |I%| = |I|, azaz kontinuum sok kontinuum szdmossigti halmaz unidja
kontinuum szamossag.

Kontinuum hipotézis A megszamlalhatoan végtelen és a kontinuum kozott nincs mas szamossag.

A kontinuum hipotézis fiiggetlen a halmazelmélet tobbi axiomaitol, még a kivalasztasi axiomat is beleértve.

Gyakorlatok
1. Hany pontja van annak a T fanak, amire |E(T)| = 15 - |[E(T)| teljesiil? (V ’00)
2. Egy 20-cstcst poliédernek 12 lapja van, mindegyik k oldala sokszdg. Mennyi a k értéke? (V 799)
3. Egy konvex test minden lapja 4-sz6g vagy 8-sz0g, tovibba minden csticsban 3 lap talalkozik. Mennyi a 4-szoglapok
és 8-szoglapok szamanak kiilonbsége? (V ’00)
4. Bizonyitsuk be, hogy ha G n ponti, egyszert, sikbarajzolhato graf, akkor a) G barmely sikbarajzolasakor ugyan-
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annyi tartomany keletkezik tovabba b) G-nek van legfeljebb harmadfoku cstucsa vagy G tetszleges sikbarajzola-
sanak van haromszoglapja. (ZH '01)
Hény csticsa van annak a sikbarajzolhato grafnak, amelynek harom haromszoglapja, harom négszoglapja és egy
Otszoglapja van?

A K5 5 grafot ugy rajzoltuk le a sikra, hogy az élek toréttvonalak, és egy ponton legfeljebb két él metszi egymast.
Bizonyitsuk be, hogy a lerajzolaskor legalabb 9 élmetszéspont keletkezik. (V ’00)
Sikbarajzolhatoak-e a Kg, K42, K43, K5 — €, K3 3 — e grafok. Hat az alabbiak?
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Van-e olyan 9-pontt G graf, hogy sem G sem a G komplementere nem sikbarajzolhat6? V '01)
Mutassunk olyan sikbarajzolt grafot, ami nem dualisa a dualisanak.

. Bizonyitsuk be, hogy ha a G sr graf sem elvago élt, sem pedig soros éleket sem tartalmaz, akkor létezik G-nek

olyan G* duélisa, ami egyenes szakaszokkal rajzolhaté sikba.

Mutassuk meg, hogy a K35, és a K3 3 grafok mindegyike toruszra (Gszogumira) rajzolhat6. Bizonyitsuk be, hogy
ha a G graf sitkbarajzolhato, és G-be behtizunk egy e élt, akkor a kapott G + e graf toruszra rajzolhato.
Bizonyitsuk be, hogy nem létezik 5 olyan orszag, amik paronként szomszédosak!

Bizonyitsuk be, két fa pontosan akkor gyengén izomorf, ha ugyanannyi pontjuk van!

Igazoljuk, hogy ha G n pontu sr graf, és G izomorf G*-gal, akkor G-nek 2n — 2 éle van! Tetsz6leges n > 3-ra
mutassunk példat ilyen G-re!

Tth G sr, és G minden lapja haromszog, ill., hogy G* minden lapja négyszog. Hany pontja és hany éle van G-nek?
A K5 5 grafot agy rajzoltuk le a sikra, hogy az élek toréttvonalak, és egy ponton legfeljebb két él metszi egymast.

Bizonyitsuk be, hogy a lerajzolaskor legalabb 9 élmetszéspont keletkezik. (V ’00)
Legalabb hany élmetszéspontnak kell lennie a Petersen graf sikeli diagramjan?
Van-e olyan 9-pontit G graf, hogy sem G sem a G komplementere nem sikbarajzolhat6? (V’01)

Mutassunk olyan sikbarajzolt grafot, ami nem dualisa a dualisanak.

Bizonyitsuk be, hogy ha a G sr graf sem elvagd élt, sem pedig soros éleket sem tartalmaz, akkor létezik G-nek
olyan G* duélisa, ami egyenes szakaszokkal rajzolhaté sikba.

Mutassuk meg, hogy a K5, és a K3 3 grafok mindegyike toruszra (Giszégumira) rajzolhat6. Bizonyitsuk be, hogy
ha a G graf sikbarajzolhato, és G-be behtizunk egy e élt, akkor a kapott G + e graf toruszra rajzolhato.
Bizonyitsuk be, hogy nem létezik 5 olyan orszag, amik paronként szomszédosak! Mutassunk ra, miért helytelen
a bizonyitasunk.

Bizonyitsuk be, két fa pontosan akkor gyengén izomorf, ha ugyanannyi pontjuk van!

Igazoljuk, hogy ha G n pontu sr graf, és G izomorf G*-gal, akkor G-nek 2n — 2 éle van! Tetsz6leges n > 3-ra
mutassunk példat ilyen G-re!

Tth G sr, és G minden lapja haromszog, ill., hogy G* minden lapja négyszog. Hany pontja és hany éle van G-nek?
Tanultuk, hogy az N halmaz részhalmazainak szdmossidga kontinuum. Mi a szamossaga az N halmaz véges
részhalmazainak?

Mi a valos szamok R halmazanak szamossaga? Hat a komplex szamoké?

Mennyi kontinuum sok kontinuum szdmossagi halmaz uniéjanak szamossaga?

Legyen [n] az els6 n pozitiv egész halmaza. Mi a szamossaga az [1] x [2] x [3] x ... halmaznak, tehat annak,
aminek elemei azok a végtelen aq, as, as, ... sorozatok, amire a; € [i] teljestil minden i-re?

Mennyi az R, C, R? ill. C? halmazok szdmossaga?

Mennyi kontinuum sok kontinuum szémossagi halmaz unidjanak szamossaga?

Mi a szdmossaga az olyan x valés szamok halmazénak, melyekhez talalhato olyan n pozitiv egész szdm, amire x”
raciondlis? (V 799)
Mennyi a komplex egységgyokok szamossaga?

Hany megszamlalhato részhalmaza van R-nek?

Mennyi az f : R — R fliggvények szamossaga? Hat az f : N - Nésaz f: N — Rill. az f : R — N fiiggvényeké?



