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Tudnivalék
Def: A komplex szamok halmaza C = {a + bi : a,b € R}, ahol a z komplex szam kanonikus (algebrai) alakja
z = a + bi, valds része Re z = a, képzetes része Im z = b, konjugdltja Z = a — bi. Az sszeadést, kivonast,

szorzast gy végezziik, mintha az i valtozo lenne, amire 72 = —1:
(a+bi)+ (a + Vi) =(a+a)+ (b+ V)i, (a+bi)—(a +Vi)=(a—a)+ (b-0V)i,
(a+bi)-(a +b'i) = (aa’ —bV') + (ab + a’b)i . Osztani a nevezs konjugalttal valdo bovitésével tudunk:
a+bi _ (a+bi)(a’=bi) _ aad’—bb'+(ab/+a’b)i _ aa’—bb’ (ab’—i—a’b)i
a’+b’i - (a’+b’i)(a’fb’i) - a’2+b’2 - a/2+b/2 a/2+b/2

A z € C komplex szam abszolit értéke |z| = V22 = Va2 + b2, trigonometrikus alakja z = |z|(cos a + isina),
ahol a a komplex szamsik pozitiv valés tengelyének és az origobdl a z-nek megfelel pontba mutaté vektornak
az el6jeles szoge. Az e € C szam n-dik egységgyok, ha e = 1(= 1+ 0i).

Tétel: Tetszbleges z,w,t € C komplex szamokra teljesiil, hogy (1) z kanonikus alakja egyértelm, (2) zZ = z,
B)zfw=z4w, z—w=zZ—w, zw = zw, (4) ha0 # 2z € C,akkor 0 < z-zZ € R, (5) 2+ w = w + z,
aw = wz, (z+w)+t=z+w+1), (2wt = z(wt), z(w+t) =zw+zt, z2—w=2+0—-w), 2 =z 1
(6) zw =0 <= z=0vagyw = 0, (7)|z] > 0, tovabba [z| = 0 <= 2z = 0, (8) a z-nek megfelel6 pont
tavolsaga a komplex szamsik origojatol |z|, (9) |z + w| < |z| + |w|, (10) komplex szamok szorzasakor az abszoltt
értékek szorzodnak, a szogek Osszeadddnak, mig osztaskor az abszolat értékeket osztjuk, a szogeket kivonjuk,
(11) a trigonometrikus alak nem egyértelmd (ha z szoge «, akkor o + 2k7 is megfelel, z = 0-nak barmely «
a szoge), (13) a komplex egységgyokok abszolut értéke 1, (14) az n-dik komplex egységgyokok szama n, ezek

az origd kozept, egységsugara kordn egy szabalyos, n-oldald sokszoget alkotnak, aminek egyik csiicsa az € = 1.

Formalisan: €1,¢9,...,¢&, az n-dik egységgyokok, ahol e, = cos %T’T + isin 2’“7” .
Def: Az n € N szam faktoridlisa n! = { L2 Tll Ezzzg . Az ,n alatta k7 (vagy ,n alatt a k™?)

binomidlis egyiitthatd pedig (}) = k,(nnilk), :

Def: n elem k-adosztdlyi (ismétlés nélkili) varidcidja: n kiillonboz6 elem kozil k db sorba rendezése, ismét-
16dés nincs. Szamuk V(n, k) = (nﬁilk)'
n elem k-adosztdlyi ismétléses varidcidja: n kiilonbozd elem koziil k£ db sorba rendezése, ismétlédés lehetséges.
Szamuk Vign(n, k) = n*
n elem k-adosztdlyd (ismétlés nélkili) kombindcidja: n kilonbozs elem koziil k db kivalasztésa, ismétlgdés nincs,
sorrend nem szamit. Szamuk: C(n, k) = (})
n elem k-adosztdlyd ismétléses kombindcidja: n kilénbozs fajta elem koziil k db kivalasztasa, ismétlédés lehet-
séges, sorrend nem szamit. Szamuk: Cjgp(n, k) = (n+,]:71)
n elem permutdcidja: n kiillonbo6z6 elem sorbarendezése, ismétlédés nincs. Szamuk n!
n elem k-adosztdlyu ismétléses kombindcioja: adottak a k1, ks, ..., k; pozitiv egészek, melyekre k1 +ko+...+k; =
n. Az egyes elemfajtdkbol rendre ki, ko, ...,k db van. Az ismétléses permutécié ezen elemek egy lehetséges

AlL: (1): () = (%), @ () = (") + (:20)
AlLs (1: (a+ 07 = 57 (Dait " (25 () () + oo+ () =20 B): () = ()4 () =0
Gyakorlatok

_ (d) 22+2z2+1=0 (ZH, 1993.),
. 8 2121993"2" () 1fiz=7z (ZH, 1991.),
(©) 2242+41=0 (f) 141z - = 0 ' » (V, 1999.)
’ (g) =z(1+i)—z(1—1i)=2 (ZH ’99)
2. (a) Mi a mértani helye a komplex szamsikon az f_’g alaki szdmoknak, ha t befutja a valés szédmok

halmazat? 4
(b) Ugyanez a kérdés, csak a vizsgalando kifejezés legyen most %
(¢) Mely z komplex szamokra lesz z/Z tiszta képzetes?
(d) Mely z komplex szamokra lesz z + z2 valos?
(e) Mely komplex szamokra teljesiil, hogy 2? +Z =22 + 2 ? (ZH ’98)
3. Mi |z|, |21 — 22|, iz geometriai jelentése? Milyen szamokat kapunk, ha az a+ bi komplex szamnak megfelel
pontot tiikkrozziik a valos, a képzetes tengelyre, illetve az y = x egyenlet egyenesre?
4. Jellemezziik azon komplex (a,b) szamparokat, melyekre a + b € R, ab € R.
5. Milyen pozitiv egész n-re lesz valos a (v/3 — i)™ szam? (ZH ’01)
6. Miaz=(1-14)%0% —4(1+ )22 komplex szam kanonikus alakja? (ZH ’00)
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Mi a (hasznéalhato) sziikséges és elégséges feltétele annak, hogy a 21, z2 és z3 kiilob6z6 komplex szamok
egy egyenesbe essenek a komplex szdmsikon?

Adjuk meg a kovetkezs komplex szamok trigonometrikus alakjat. 14 i, 5 — 12i, v/3 — 4, sina — i cosa.
'\ 2000

Mia G o nonikus alakja ? Hat a ( i ) -67 (V ’99)

142000 2—4i
Mutaséuk)meg, hogy egységgyokok szorzata is egységgyok. Mi a feltétele annak, hogy két egységgyok
Osszege is egységgyok legyen?
Mennyi az n-edik komplex egységgyokok Osszege, illetve szorzata?
Van-e a 9-dik egységgyokok kozott hat, melyek osszege 07 Es hét? (V '92)
Igazoljuk, hogy az 1995-6dik egységgyokok koziil kivalaszthato 876, melyek Gsszege 0.
Legyen z 4+ 27! = 2cos a. Mennyi 21997 4 2 ~19977
A cirkusz porondjara 3 tigris, 4 oroszlan és 2 parduc vonul be libasorban. Hényféle lehet a sorrend, ha az
azonos faju allatokat nem tudjuk megkiilénboztetni?
Egy versenyen 22-en indulnak; az Gjsagok az elsG nyolc helyezett nevét kozlik. Hanyféle lehet ez a lista?
Hany 6toslottod szelvényt kell kitolteniink, hogy biztosan legyen telitalalatosunk? Es hatoslotto szelvényt?
Hény szelvény sziikséges a toton a legalabb 6t talalathoz (a tizenharombol)?
Héanyféleképpen juthatunk el New Yorkban a 14. utca és a 10. avenue sarkarol a 23. utca és az 5. avenue
keresztez6désébe, ha mindig kozteriileten kell a cél felé haladnunk?
Egy 15 tagt klub elnokot, titkart és jegyzét valaszt. Hanyféleképpen tehetik ezt? Es ha a népszerti Kovacs
urnak mindenképpen szeretnének valamilyen tisztséget adni?
Egy gimnéziumban 16 osztaly van, az osztalylétszam mindeniitt 40. Mindegyik osztaly 5 taga kiildottséget
kiild az iskolai didkbizottsagba. Hanyféle lehet a didkbizottsag Osszetétele?
Hény olyan tizjegyi szam van, amiben van 5-0s szamjegy? (Tizjegyd szam nem kezdSdhet 0-val.)
Egy adott n X k méretd csokoladébol hanyféleképpen lehet kisebb csokoladét torni? (A csokoladét nem
olvaszthatjuk be, csak a rovatka mentén torhetiink.)
Tudomanyosan igazolt tény, hogy az atlantiszi orszagok zéaszlaja 3 vizszintes sdvbol all, minden sav a piros,
fehér, zold, kék, sarga, fekete szinek valamelyikére van szinezve, tgy, hogy a szomszédos savok kiilonbozd
szintiek legyenek. Természetesen kiilonboz6 orszagok lobogdi egymastol kiillonbozsek. Legfeljebb hany
orszag létezhetett atlantiszban? Legfeljebb hany olyan orszag lehet, melynek zéaszlajaban van piros sav?
Egy 99 elemd halmaznak paros vagy paratlan részhalmazabol van-e tébb? Hét egy 100-elemti halmaznak?
Feldobunk tiz egyforma dobokockat. Hanyféle lehet az eredmény?
Hany bastyat lehet elhelyezni ugy a sakktablan, hogy egyik se iisse a masikat? Es hanyféleképpen helyezhetd
el ez a maximalis szamu bastya a sakktablan ugy, hogy ne alljanak titésben? (Mik a valaszok futokra? (*))
Bb: barmely pozitiv egész n szamra Y, i(’}) =n-2""1 .
Hany olyan 10 hossztu dobéassorozat van a dobokockéval, melyben a dobott szamok 6sszege 3-mal oszthato?

Hényféleképp lehet kitolteni egy MIE[T[A[MJA]J]T|[E[MJA[JT]I[K][A
otoslottoszelvényt? Hany 5-, 4-, 3- E|ITIAIM|A|T E/M|A|T|IT] K|A|T
ill. 2-talélatos lesz ezek kozt a sor- TAIMIA|T E/MAT| I KIAITE

14 tan? AIM|A|T|E M|A|T 1 K|A|T|E|M
0as tian 1 |M|A|[T|E|M|A|T|IT|K|A|T|E|M|A
Hényféleképpen lehet az aldbbi

R 21 1. . A|T|E|M|A|T I | K T| E| M|A|T
tablazatbol kiolvasni a METAMA- TTETITM I AT T I T IR ITATT I EIMIATT I
TEMATIKATEMATIKA sz6t, ha EIMIA|ITII KIAITIEIMIAITIIIK
csak jobbra és lefelé haladhatunk? M|{A|T|TI[K[A|T|E|[|M[A[T|I|K|A

Hanyféleképpen iiltethetiink le n? embert n db, egyenként n {iléses sorba tgy, hogy minden egyes sorban
az ott 1ilék életkoruk szerint balrol jobbra névekvs sorrendben foglaljanak helyet? (Tegyiik fel, hogy mind
az n? szerepld életkora kiilonbozd. ) (ZH *98)
Nyolc ember szeretne teniszezni harom teniszpalyan gy, hogy az egyik palyan parost, a két masikon egyénit
jatszanak. Hanyféleképpen tehetik ezt meg, ha a pélydkat kiilonbozdeknek tekintjiik, de ugyanazon palya

két térfelét nem kiilonboztetjiik meg? (A jatékosokat kiilonbozéknek tekintjik, és az is szamit, hogy a

paros meccset jatszo négy jatékos kozil ki kinek a partnere.) (ZH "99)
Hanyféleképp oszthato egy 30 f6s osztaly hat, 6tfGs csapatra? (ZH ’01)
Egy moziban n széksor van, az egyes sorokban ki, ko, ..., k, szék. Hanyféleképp iiltethetiink le a teremben

m embert? Hat egy k székbdl allo sorba hanyféleképp iilhet le [ hazaspar, ha a parok egymas mellé tilnek?
Ha n focicsapat kormérkézéses bajnokségot jatszik, akkor hany mérk&zésre van sziikség? Kieséses rend-
szerben mennyi a sziikséges mérkézések szama? (*)

Kovécs tr és neje négy masik hazaspart 1lat vendégiil. Megeérkezéskor a kozeli baratok kezet fognak (a
ndk is). Természetesen senki sem fog kezet a hazastarsaval. Az este egy késGbbi pillanatdban Kovécs uar
megkérdezi a jelenléviket, hogy hanyszor fogtak kezet, s erre csupa kiilonbo6zé valaszt kap. Hany emberrel
fogott kezet Kovacsné? (*)



