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Tudnivalék

Def: Legyen A : U — V lineéaris leképezés, By = {uy, ug,...,un} az U, By pedig a V bazisa. Az A leképezés mdtriza
[A]g; = ([A(u1)] B, [[A(u2)] B, | - - - [[A(un)]B,). (Az i-dik oszlop az i-dik bazisvektor képének koordinatavektora.)

Allitas: Ha A : U — V lin. lekép. és By C U és By C V bagisok akkor[A(u)]p, = [.A]g; [ulp, Yu € U, azaz a
leképezett vektor koordinatavektorat ugy kapjuk, hogy a kiindulési vektor koordinatavektorat balrol megszorozzuk a
leképezés méartixaval.

Ha pedig B : V. — W is lin. lekép. és By C W bazis, akkor a kompozicié is linearis leképezés, aminek matrixa
[Bo Alp = B3 - [AfL. (Természetesen (B o A)(u) := B(A(u)).)

Def: Az u € V vektor az A lin. trafé6 A € R sajdtértékhez tartozod sajatvektora, ha (1) u # 0 és (2) A(u) = A - u.
A v € R™ vektor az A € R™™"™ matrix A € R sajdtértékhez tartozd sajdtvektora, ha (1) v # 0 és (2) A(v) = A-u. A
A sajatértékhez tartozo sajdtaltér: {u € V : A(u) = X-u} ill. . {v € R™ : Av = X - v} attdl fliggSen, hogy linearis
transzforméciorol, vagy matrixrol beszéliink.

Tétel: Linearis transzformacié minden sajatvektora pontosan egy sajatértékhez tartozik.

A X-hoz tartozo sajataltér a A-hoz tartozo sajatvektorokbol és a nullvektorbél all. A A-hoz tartozo sajataltér altér.

All.: Az A € R™*"™ matrix A € R sajatértékhez tartozo sajatalterének elemei pontosan a (A — AI)z = 0 matrixos
alakban felirt (homogén) linearis egyenletrendszer megoldasai lesznek. (Ha A nem sajatérték, akkor csak a O lesz
megoldas, azaz nincs A-hoz tartozo sajatvektor.)

Tétel: Az A € R™*™ matrixnak A € R pontosan akkor sajatértéke, ha det(A — AI,) = 0.

Def: Az A € R™*™ matrix karakterisztikus polinomja ka(\) := det(A — AI,) .

Tétel: A karakterisztikus polinom fiiggetlen a matrixalak felirasdhoz hasznalt bazistol.

Sajatdolgok szamitiasa Adott matrix sajatértékei meghatarozhatok a karakterisztikus polinom gyokeiként, adott
sajatértékhez tartozo sajatvektorok pedig egy homogén (azaz jobboldalan O-t tartalmazd) linearis egyenletrendszer
nemtrivialis megoldasaiként addédnak. Egy adott sajatértékhez tartozé sajataltar dimenzidja ezen linearis egyenlet-
rendszer szabad paramétereinek szdma, és a sajataltér egy bézisa pl. azok a megoldasok adjék, amelyekben egyetlen
szabad paramétert 1-nek a tobbit pedig 0-nak valasztjuk az Gsszes lehetséges modon.

Gyakorlatok

1. A siknak, mint valos vektortérnek linearis transzformacioi a tengelyekre valo tiikkrozések, az y = x egyenesre valo
tiikrozés, és minden « szogi, origo koriili elforgatas. Adjuk meg e leképezések méatrixat a szokasos bazisban.

2. A legfeljebb 10-edfoku valos egyiitthatos polinomok vektorteret alkotnak R felett. Mutassuk meg, hogy a derivalas
ennek a térnek egy ® linearis transzformacioja. Irjuk fel ® matrixat egy tetszolegesen megvalasztott bazisban és
hatarozzuk meg ® kép- ill. magterét.

sina cosa

3. Legyen A, = ( cosa sina ) Hatarozzuk meg az A" matrixot minden k& > 0 egészre.

4. Tekintsiik a 3-dimenzios valos térnek azt az A liearis transzforméciojat, amit igy kapunk, hogy alkalmazzuk a
3 1 4
< 15 9 > matrix altal leirt linearis transzforméciot, majd az igy kapott vektort vetitjiik az yz sikra az origod
2 1 -1
koriil elforgatjuk 90°-kal tigy, hogy az y tengely a z tengelyre keriiljon. Hatarozzuk meg A méatrixat a szokasos
B ={(1,0,0),(0,1,0),(0,0,1)} bazisban.
5. Legyen A olyan lineéris transzformacié R2-en, amire (2,3) a A = 3-hoz tartozo sajatvektor és (1,2) € Ker(A).
Hatéarozzuk meg az A leképezésnek a B = {(1,0), (0, 1)} bazishoz tartozo matrixat.
6. Hatarozzuk meg az alabbi matrixok sajatértékeit és a sajataltereit, ha vannak.
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7. Mik lehetnek az A : V — V linearis transzforméacio sajatértékei, ha A(A(v)) = A(v) minden v € V-re? (ZH ’98)
8. Tegyiik fel, hogy az A € R™*™ matrixnak sajatértéke a A = 5. Hatarozzuk meg az B = 34 — 81, és C = A3 —TA
matrixok egy-egy sajatértékét.

9. Igazoljuk, hogy ha a A skalar sajatértéke az A matrixnak, akkor sajatértéke az AT matrixnak is. (ZH '98)
10. Bizonyitsuk be, hogy ha az A invertalhaté matrixnak sajatértéke a A valos szam, akkor A # 0 és az A matrix
A~ inverzének sajatértéke lesz az % szam. (ZH ’99)

11. Hatarozzuk meg a c¢ paraméter értékét ugy, hogy az A = ( i i

) matrixnak a A = 3 sajatértéke legyen!
Hatéarozzuk meg ekkor a legnagyobb sajatértéket, és keresslink egy ehhez tartozo6 sajatvektort is. (ZH '04)
12. Az A : V — V lineéris transzforméciot tikrozésnek nevezziik, ha a V valos vektortér tetszdleges v vektorara
A(A(v)) = v teljesiil. Mi lehet a tiikrozés matrixanak a determinansa? Hatérozzuk meg a tiikrozés transzformacio

lehetséges sajatértékeit! (ZH ’00)



