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Tudnivalok

Def: A komplex szamok halmaza C = {a + bi : a,b € R}, ahol a z komplex szam kanonikus (algebrai)
alakja z = a + bi, valds része Re z = a, képzetes része Im z = b, konjugdltja Z = a — bi. Az Osszeadast,
kivonast, szorzast ugy végezziik, mintha az i valtozo lenne, amire i2 = —1:

(a+bi)+ (a + Vi) =(a+d)+ (b+ V)i, (a+bi) — (a/ + Vi) =(a—a)+ (b—V)i,
(a+bi) - (a' + Vi) = (aa’ — bV') + (ab' + a'b)i . Osztani a nevezd konjugalttal valo bévitésével tudunk:
a+bi  (a+bi)(a =Vi)  ad b+ (ab +a'b)i  ad' =00 (ab' + a'b)

a + Vi - (a’—l—b’i)(a’ _ b’i) - a2+ b2 g2 v a2+ b2 g
A z € C komplex szam abszoltt érteke |z| = v/2Z = Va2 + b2, trigonometrikus alakja z = |z|(cos a + isina),
ahol o a komplex szamsik pozitiv valés tengelyének és az origébdl a z-nek megfelels pontba mutaté vektornak
az elGjeles szoge. A w € C komplex szam a z € C szam n-dik gyoke, ha w" = z. Az ¢ € C szam n-dik
eqységgyok, ha €™ = 1(= 1+ 01).

Tétel: Tetszleges z,w,t € C komplex szamokra teljesiil, hogy (1) z kanonikus alakja egyértelmd, (2)
Z2=2z,3)zFtw=z4+w,z—w=z—w,zw=2z2w, (4) haO0#£2€C,akkor 0 < z-Z€R, (5) z+w=w+ 2,
cw=wz, (z+w)+t=z+ (w+t), (zw)t = z(wt), z2(w+t)=z2w+z2t, z—w=2+(0—-w), Z =2+ (6)
2w =0 <= z=0vagy w=0, (7)]z] >0, tovabba |z| =0 <= z =0, (8) a z-nek megfeleld pont tévolsaga
a komplex szamsik origojatol |z|, (9) |z +w| < |z| + |w], (10) komplex szamok szorzasakor az abszolut értékek
szorzodnak, a szogek Osszeaddodnak, mig osztaskor az abszolut értékeket osztjuk, a szogeket kivonjuk, (11) a
trigonometrikus alak nem egyértelmi (ha z szoge «, akkor « + 2k is megfelel, z = 0-nak barmely « a szoge),
(12) ha z = |2|(cos a+isin a), akkor z n-dik gySkének trigonometrikus alakja w = {/|z|(cos O2MT 4 j g @E2ET)
ahol k =1,2,... n, (13) a komplex egységgyokok abszolit értéke 1, (14) az n-dik komplex egységgyokok szama
n, ezek az origd kozept, egységsugara korén egy szabalyos, n-oldala sokszoget alkotnak, aminek egyik csiicsa

az € = 1. Formélisan: €1, ¢9,...,¢c, az n-dik egységgyokok, ahol e = cos %Tﬂ + i sin %Tﬂ .
Gyakorlatok
> (d) 2242z+1=0 (ZH, 1993.),
a) z+z=2|z|, , .l
1 Ebg 7 = ;1996 . (e) 1/iz=1z , (ZH, 1991.),
BT O dreoee0 i)
’ (g) 2z(14i)—z(1—1)=2i (ZH ’99)
2. (a) Mi a mértani helye a komplex szamsikon az 1=2 alaku szamoknak, ha ¢ befutja a valos szamok
halmazat?

1+t
t+i °

(b) Ugyanez a kérdés, csak a vizsgalando kifejezés legyen most

(¢) Mely z komplex szamokra lesz z/Z tiszta képzetes?

(d) Mely z komplex szamokra lesz z + z2 valos?

(e) Mely komplex szamokra teljesiil, hogy 2% +z =22+ 2 ? (ZH *98)

3. Mi |z|, |z1 — 22|, iz geometriai jelentése? Milyen szamokat kapunk, ha az a + bi komplex szamnak
megfelel6 pontot tiikkrozziik a valos, a képzetes tengelyre, illetve az y = = egyenletli egyenesre?

4. Jellemezziik azon komplex (a,b) szampéarokat, melyekre a + b € R, ab € R.

5. Milyen pozitiv egész n-re lesz valés a (v/3 —4)" szam? (ZH '01)
6. Miaz=(1—14)% — (1 + %)% komplex szam kanonikus alakja? (ZH ’00)
7.

Mi a (hasznéalhato) sziikséges és elégséges feltétele annak, hogy a 21, 25 és 23 kiilob6z6 komplex szamok

egy egyenesbe essenek a komplex szamsikon?

8. Adjuk meg a kivetkezd komplex szamok trigonometrikus alakjat. 1+, 5 —12i, v/3 —i, sina —icosa.

Mi a % kanonikus alakja 7 Hat a (23:Zi)2000—é? (V'99)
9. Mutassuk meg, hogy egységgyokok szorzata is egységgyok. Mi a feltétele annak, hogy két egységgyok
Osszege is egységgyok legyen?

10. Mennyi az n-edik komplex egységgyokok Osszege, illetve szorzata?

11. Van-e a 9-dik egységgyokok kozott hat, melyek osszege 07 Es hét? (V '92)

12. Igazoljuk, hogy az 1995-0dik egységgyokok koziil kivalaszthato 876, melyek osszege 0.

13. Legyen z + 27! = 2cos . Mennyi 2!97 4 219977




