Bevezetés a szamitaselméletbe 1.
2. ZH javitékulcs (2012.04.19.)

Az ttmutaté mintamegoldasokat tartalmaz. A pontszamok tajékoztato jelleggel lettek megal-
lapitva az értékelés egységesitése céljabol. Egy pontszam el6tt szereplo allitas kimondasa, tétel
felidézése nem jelenti automatikusan az adott pontszam megszerzését. Az adott részpontszam
megitélésenk az a feltétele, hogy a megoldashoz vezet6 gondolatmenet megfelel6 részének vé-
giggondolasa vilagosan kideriiljon a dolgozatbdl. Ha ez utébbi kideriil, am a kérdéses allitas,
tétel, definicié nincs rendesen kimondva, akkor a részpontszam legalabb részben jar.
Természetesen az ismertetettektol eltérd, am helyes megoldasokért teljes pontszamok, rész-
megoldasokért pedig az itmutatobeli pontozas intelligens k6zelitésével meghatarozott aranyos
részpontszamok jarnak. Szamolasi hibaért altalaban 1 pontot vonunk le.

1. Legyen az A(z) olyan n x n méretii matrix, aminek bal fels6 sarkdban az x valtozd, a maradék n? — 1
helyen pedig konkrét valds szamok allnak. Tegyiik fel, hogy det(A(x)) = 3z — 7 teljesiil minden x
valds szamra. Hatdrozzuk meg annak az A’ métrixnak a determindnséat, amit A els6é sordnak és elsé
oszlopanak elhagyaséval kapunk.

Az A(x) métrix determindnsét az elsé sor szerint kifejtve azt kapjuk, hogy
3u — 7= |A(x)| =z |A'] + (A@))}(A(2))12 + (A@))}(A(@))13 + ... + (A@))7(A(2)1 - (5 pont)
A jobb oldalon az els6é utan kovetkezo tagok mindegyike egy valds szam, igy az x valtozo kizardlag az

elsé tagban fordul eld. (3 pont)
Ennek alapjan 3z = x - |A'|, tehat |A'| =3 (2 pont)
032
2. Legyen X az A= [ 112 | métrix inverze. Hatdrozzuk meg az X - (4% + A) métrixot.
011
Tudjuk, hogy A pontosan akkor invertalhaté, ha determinansa nem nulla. Jelen esetben az elsé oszlop
szerint kifejtve |A| =1 - <—' i D = —(3-1—2-1) = —1, tehdt az X métrix létezik. (1 pont)
Ekkor X - (A2 4+ A) = A1 (A24+A)=A"1 A2+ A4 A= (4 pont)
132 :Ail'AQ—f—Ail'A:A‘l‘Ig:(4p01’lt)
:A+13:<122> (1 pont)
012
114
Természetesen nem tilos kiszdmitani az X = A1 = 10 —2 | méatrixot sem, (3 pont)
Ezt koveti A2 = [ 166 | kiszamitdsa, (3 pont)
123 3810
majd A2+ A= |27 8| felirdsa utdn (1 pont)
mar csak egy matrixszorzas van hétra. 13 4 (3 pont)

21 0
3. Hatdrozzuk meg azt az A méatrixot, amire A1 = (0 1 —1) .
10 1

Mivel A az A~! métrix inverze, ezért az éran tanult médon jarunk el a megadott matrix inverzének
kiszdmitasakor. (2 pont)

21 0j100 10 11001 10 100 1 10 110 0 1 10 1] 001 100 1-1-1
01-1010 -01-1010 -01-101 0 -01-10 1 0 —-01~-1] 010 — 010(-1 2 2
10 1j001 21 0(100 01-2/10-2 00 —-1j1 -1 -2 00 1|-112 001-1 1 2
(7 pont)
1-1-1
Tehat 1étezik a keresett A matrix, és nem mas mint A = <1 2 2) (1 pont)
-1 1 2

4. Legyen A : U — V linedris leképezés, By az U, B, pedig a V tér egy bazisa. Tegyiik fel, hogy az A
0131

leképezést e két bazisban felirva az A = (2 11 5) matrixot kapjuk. Hatarozzuk meg A képterének

1123

dimenzidjat.




Az Tm(A) képteret az A - v oszlopvektorok alkotjak. (1 pont)
Az 6ran lattuk, hogy ezek az oszlopvektorok az A oszlopainak a v koordindtai szerint vett linedris

kombindcidi, azaz a képteret A oszlopai generdljak. (1 pont)

Ezek szerint a képtér dimenzidja megegyezik az A oszlopai éltal generalt vektortér dimenzidjaval, azaz

az A oszlopai koziil kivalaszthato linearisan fiiggetlen oszlopok szamanak maximumaval. (2 pont)

Ez pedig nem maés, mint A rangja, (1 pont)

amit az éran tanult médszerrel (1épcsos alakra hozéssal, és a vezéregyesek leszamlédlasaval) hatarozunk

meg;: (1 pont)
0131 1123 1 1 2 3 1123 1123

(2115) — (2115) i (0—1—3—1) — <0131> — (0131) (3 pont)
1123 0131 0 1 3 1 0131 0000

Lépcsés alakot, és abban két vezéregyest kaptunk, tehat dim(Im(A)) =r(A) = 2. (1 pont)

Az is jarhat6 1t, hogy meghatdrozzuk az értelmezési tartomany dimenzidjat (ami 4) 1 pontért, fel-
irjuk a dimenziétételt 2 pontért és meghatdrozzuk a Ker(A) dimenzidjat, azaz a homogén linedris
egyenletrendszer megoldasakor kapott szabad paraméterek szamat 7 pontért.

. Tekintsiik az R? vektortéren azt az A leképezést, ami tetszdleges (z,y, z) vektorhoz az (y, z,x) vek-
tort rendeli. Dontsiik el, linearis-e az A leképezés, és ha igen, akkor irjuk fel a matrixat a B =
{(1,0,0),(0,1,0),(0,0,1)} bazisban.

A leképezés miivelettarté tulajdonsdgat, azaz az additivitast (6sszeadds megtartdsét) és a homogeni-

tast (skaldrral valé szorzattartast) ellenérizziik. (2 pont)
Az additivitdas: A((z,y,2) + (2/,y,2') = Alx + 2y +y,2+2) = W+ vy,z+ 2,2 +2') =
(y,z,2) + (v, 2, 2") = A(z,y,2) + A(2', v/, 2’),tehat A additiv. (1 pont)
Szorzattartdas: A\ - (x,y,2)) = A(Az, Ay, A\z) = (A\y, Az, x) = A - (y,2,2) = X - A(z,y, 2), tehdt A
homogén is. (1 pont)

Az A matrixanak felirasahoz a bazisvektorok képeinek koordinatavektorait kell meghataroznunk, de
a bazis szerencsés véalasztdsa folytdn e koordinatavektorok magukkal a vektorokkal esnek egybe. (1
pont)
Az igy kapott képvektorokatbdl a tanultak szerint gy kapjuk A matrixat, hogy oszlopvektorokat
képeziink, és azokat egymds utan irjuk. 010 (2 pont)
Hat tessék: [A]B = (0 0 1> (3 pont)
100

. Tegyiik fel, hogy a négyzetes A méatrixnak v egy sajatvektora. Igazoljuk, hogy v az A% —2A métrixnak
is sajatvektora.

Azt kell megmutatni, hogy (A% — 2A) - v = X - v teljesiil alkalmas \ € R skaldrra. ( )
Léssuk: (A2 —2A)-v =A% - v— (24) v = ( )
=A-(Av)—-2-(Av)=A-(A-v)—2-X-v= (3 pont)
A(Av)=2- X o= X-v=2-X-v=(\=2)\) v, ( )
tehat v az A% — 24 matrixnak a A\? — 2 sajatértékhez tartozoé sajatvektora, és innen a feladat allitdsa
kozvetleniil adédik.. (1 pont



