Bevezetés a szamitaselméletbe 1.
1. ZH javitékulces (2012.03.12.)

Az ttmutaté mintamegoldasokat tartalmaz. A pontszamok tajékoztato jelleggel lettek megal-
lapitva az értékelés egységesitése céljabdl. Egy pontszam el6tt szerepl6 allitas kimondasa, tétel
felidézése nem jelenti automatikusan az adott pontszam megszerzését. Az adott részpontszam
megitélésenk az a feltétele, hogy a megoldashoz vezet6é gondolatmenet megfelel6 részének vé-
giggondolasa vilagosan kideriiljon a dolgozatbdl. Ha ez utébbi kideriil, &m a kérdéses allitas,
tétel, definicié nincs rendesen kimondva, akkor a részpontszam legalabb részben jar.
Természetesen az ismertetettektol eltérd, am helyes megoldasokért teljes pontszamok, rész-
megoldasokért pedig az atmutatdbeli pontozas intelligens k6zelitésével meghatarozott aranyos
részpontszamok jarnak. Szamolasi hibaért altalaban 1 pontot vonunk le.

1. Rajta van-e az origbé a P(—1,1,0),Q(0,4,—1) és R(—4,0,—1) pontok altal meghatarozott sikon?

Az eredeti mintamegoldds hibds volt (a P_Q vektor egyik koordinatéja rossz volt), az aldbbi mér a javitott valtozat. Elnézést

kérek. FT
Keressiik meg elészor a harom pont feszitette S sik n(a, b, ¢) normélvektorat. Mivel n L PQ = (1,3,-1)
ésn L RQ = (4,4,0), ezért a skaldrszorzatuk 0: a + 3b — ¢ = 0 ill. 4a +4b =0 (3 pont)
A masodik egyenletbél b = —a adddik, amit az els6be helyettesitve —2a — ¢ = 0-t kapunk. Innen
¢ = —2a, tehdt a = 1 valasztdssal n = (1, —1,—2) az S egy lehetséges normalvektora. (3 pont)
Egytttal azt is latjuk, hogy P, @ és R valéban sikot feszitenek. (0 pont)
Az S sik normélvektoros egyenlete a P pont alapjan tehdt x —y — 2z =—-1—-1= -2. (2 pont)
Ebbe az egyenletbe az O(0,0,0) pont koordinatait behelyettesitve nem teljesiil az egyenldség, (1 pont)
tehdt az origd nem a kérdezett sikon fekszik. (1 pont)

2. Tegyiik fel, hogy a V' vektortérnek a H = {a,b,c,d, e, f} részhalmaza rendelkezik azzal a tulajdonsaggal,
hogy H barmely 3-elemii X részhalmazdra X és H \ X ugyanazt az alteret generélja. Igazoljuk, hogy
ha {a, b, c} linedrisan fiiggetlen vektorok, akkor H-nak barmely 3 vektora linearisan fiiggetlen.

Jelolje U az H 4&ltal generalt alteret: U := (a,b,c,d,e, f). Tudjuk, hogy (a,b,c) = (d,e, f), ezért

d,e, f € {a,b,c), tehat (a,b,c) = (a,b,c,d,e, f) =U. (3 pont)
Ugyanilyen médon beldthaté, hogy H barmely hdrom vektora generalja U-t. (2 pont)
Mivel {a,b,c} linedrisan fiiggetlen, ezért U generdtorrendszereként az U egy bézisat alkotja, tehat
dim(U) = 3. (2 pont)
Ezért U barmely 3-elemii generatorrendszere az U bézisa, tehdt linearisan fiiggetlen, (2 pont)
igy a fentiek miatt H barmely 3-elemi részhalmaza is linedrisan fiiggetlen. (1 pont)

1 1 3 1
3. Linedrisan fiiggetlenek-e az u = (O), V= (2) , W= <2> ést= (0) oszlopvektorok?
1 3 1 3

1 0 0

Az 6ran lattuk, hogy a 3 magassagi oszlopvektorok alkotta vektorteret generaljdk a (8) , (1) , <0>

0 1

vektorok. (2 pont)
Az éran azt is tanitottdk (a kicserélési tétel kovetkezményeként), hogy ha G generdtorrendszer, F' pedig
linedrisan fiiggetlen egy V' vektortérben, akkor |F'| < |G| teljesiil. (3 pont)
Innen az adédik, hogy a 3 magassagu oszlopvektorok alkotta vektorterében tetszOleges linedrisan fiig-
getlen halmaznak legfeljebb 3 eleme lehet. (4 pont)
Innen pedig azonnal kovetkezik, hogy a {u,v,w,t} halmaz nem linedrisan fiiggetlen. (1 pont)

Lehet persze egy linedris kombinaciébol megkapni a nullvektort, és megmutatni, hogy az ebbdl az
egylitthatokra felirt egyenletrendszernek van nemtrivialis megoldasa. Tkp elég egy 0-t el6allité nemtri-
vialis linearis kombinacié megaddsa, nem muszaj indokolni, hogy jott ra a versenyz6. Ugyanigy azt is
elég megmutatni, hogy a 4 vektor valamelyike hogyan &ll el6 a tobbibdl, az egyiitthatok kiszamolasa itt
sem feltétleniil nem része az indoklasnak. De itt a standard megoldas értékelése is:

Tegyiik fel, hogy Au + kv + pw + vt = 0. ( )
Az a kérdés, fennallhat-e a fenti egyenléség gy, hogy A, i, k, és v kozott van nemnulla is. ( )
Felirjuk, hogy az egyes koordinatakra milyen egyenlOségek teljesiilnek: (1 pont)
A+ r+3u+rv=0,26+2u+v=0ill. \+3x+pu+3v=0. ( )
Elkészitjiik a fenti egyenletrendszer kibdvitett egyiitthatomatrixat, ( )




és az 6ran tanult médon keressiik a megoldéasokat:

1131|0 11 31j0 11 310 11 310 113 10
02200 — 02 20[0 — 01 10[0 — 01 10[0 — 011 0[0 (3 pont)
1313|0 02 -220 01-11}0 00-21|0 001—%0
Szabad paramétert kaptunk, tehdt végtelen sok megoldés van. (1 pont)
Eszerint van a A = k = u = v = 0-t6l kiilonb6zé megoldas is, a négy oszlopvektor nem linedrisan
fiiggetlen. (1 pont)
Ha valaki kiszdmol egy megoldast, akkor persze nem kell megmagyaraznia, hogy jott ra:

1 1 3 1 0
Vegyiik észre, hogy 4 - (g) +1- (3) +(-1)- (?) +(-2)- (g) = <g>, (8 pont)
tehat a kérdezett vektorok nem linedrisan fiiggetlenek, hiszen nemtrividlis linearis kombinacidjukként
megkaphaté a nullvektor. (2 pont)

. A boltban arult haromféle miizli alkalmas 6sszekeverésével 1 kg olyan miizlit szeretnénk késziteni, ami
10 dkg mazsolat, 50 dkg zabpelyhet, 10 dkg cerbonat és 30 dkg gytimdlesot tartalmaz. A boltban arult
egyik fajta miizli 20% mazsoldt, 70% zabpelyhet, 0% cerbondt és 10% gyiimolesst tartalmaz, mig a
maésik két fajtara ezek az ardnyok 20%, 40%, 20%, 20% ill. 0%, 10%, 40%, 50%. Kikeverhet6-e a kivant
miizli, és ha igen, akkor mennyit hasznaljunk az egyes tipusokbdl?

Tegyiik fel, hogy lehetséges a kivant keverék, mégpedig az egyes tipusokbdl rendre x, y és z dkg felhasz-

naldsaval. Vildgos, hogy = 4+ y + z = 100, hiszen 1 kg miizlit készitiink. (1 pont)
Az egyes Osszetevikre is adddik egy-egy egyenlet, nevezetesen 0, 2240, 2y = 10, 0, 72+0, 4y+0, 1z = 50,
0,2y + 0,4z = 10, valamint 0, 1x + 0,2y + 0,5z = 30. (2 pont)

A kivant keverék pontosan akkor lehetséges, ha vannak olyan nemnegativ x,y és z szamok, amikkel a
fenti egyenletek mindegyike igaz. A kapott egyenletrendszert tehat az éran megismert Gauss-eliminédcidt

alkalmaz6 médszerrel oldjuk meg. (2 pont)
1 1 1/100 11 1(100 1 1 1| 100 11 1({100 11 1(100 111 100
0,2 0,2 0 10 22 0/100 0 0 —2|-100 0 0 2/100 012|200 012 200
0,70,40,1) 50 — 741500 — 0 -3 —6/—-200 — 036/200 — 036(200 — 00 0{—400. (4p0nt)
00,2 0,4| 10 024|100 0 2 4| 100 024|100 024|100 0 0 0|—300
0,10,2 0,5 30 12 5(300 0 1 2| 200 012|200 002|100 00 2| 100
Tilos sort kaptunk (mindjart kettét is), és ez azt jelenti, hogy nincs megoldasa az egyenletrendszernek.
Tehat nem lehetséges a kivant miizli kikeverése a harom bolti tipusbdl. (1 pont)
. Legyen o : {1,2,...,2n} — {1,2,...,2n} az a permutacié, amire i = 1,2,...,n esetén o(i) = 24 ill.
j=n+1,...,2n esetén o(j) = 2j —n — 1 teljesiil. Hatarozzuk meg az I(o) inverziészamot.

A feladat hibdsan lett kitlizve: j > n esetén o(j) = 2§ — 2n — 1 a helyes definicié. Miutdn ezt kb 30 perc utdn kihirdettiik,
ha valaki az eredeti feladattal foglalkozott, és arrél mutatta meg, hogy butasig, vagy részeredményt ért el abban, akkor

vita esetén kérem, hozzam juttassitok el a dolgozatot. FT
Az inverziészam azon (i, j) parok szadma, amire i < j és o (i) > o(j) teljesiil. (2 pont)
Vildgos, hogy ha 1 < i, j < n, akkor i és j nem allnak inverzidban, (2 pont)
és ugyanez elmondhaté an + 1 <i,j < 2n esetre is. (1 pont)
Tehat ha i < j és az (i, j) par inverziéban all, akkor i < n < j teljesiil. (1 pont)
A o permutaci6 definicéjabdl adéddan ¢ = 1 csak j = n+1-gyel all inverzidéban, ¢ = 2 csak j = n+1-gyel
és j =n + 2-vel, i = 3 kizardlag j = n + 1,n + 2,n + 3-mal, stb. (3 pont)
A keresett inverziészam tehat I(o) =14+24...+n = %n(n +1). (2 pont)

. Tegyiik fel, hogy a 10 x 10 méretii A valés matrix minden sordsszege és minden oszloposszege egyarant 10.
Készitsiik el a 11 x 11 méreti A’ matrixot tgy, hogy A-hoz jobbrdl hozzairunk egy csupa 1-esekbdl 4116
oszlopot, majd a kapott matrix ald frunk egy csupa 10-esbdl 4116 sort. Mutassuk meg, hogy det(A’) = 0.

Az 6rén azt tanitottak, hogy a determindns nem véltozik, ha az adott méatrix egyik sordt hozzdadjuk a

matrix egy madsik sordhoz vagy kivonjuk beldle. (2 pont)
Vonjuk ki A’ utolsé sorabdl az els6 sorat, majd a mdsodikat, a harmadikat, egészen az 10-dik sorig.
Vizsgédljuk a kapott A” métrixot. (4 pont)
Mivel A minden oszlopdsszege 10 volt, ezért A” utolsé sordnak elsd 10 eleme 0 lesz, (1 pont)
mig A” jobb alsé mezejében pedig 10 — 10 - 1 = 0 fog 4llni. (1 pont)
Olyat is tanitottak, hogy ha egy négyzetes matrix valamelyik sora csupa0, akkor a determinédnsa is 0,

(1 pont)

ezért det(A’) = det(A”) = 0, nekiink pedig pontosan ezt kellett igazolnunk. (1 pont)



