Bevezetés a szamitaselméletbe 11.
1. ZH javitékulcs

A zh-k megbeszélése utani végleges eredményeket legyetek szivesek a kartonokra bejegyezni. Akinek
még nincs kartonja, tessék annak keresni. Ha nem lesz, akkor gyartani. Természetesen az itmutatéban
szerepl6tdl eltérd, am helyes megoldasért teljes pontszam, részmegoldasért aranyos részpontszam jar.

1. Létezik-e Euler-kore a K, ,, teljes paros graf L(Ky, ) élgrafjanak?

Mivel K, p, barmelyik két éle kozott vezet élsorozat, ezért L(Ky, ) Osszefiiggs. (2 pont)
Az L(K, ) élgraf e élnek megfelel§ csucsanak foka megegyezik az e-vel kozos ponttal bird, K, ,-beli (e-tdl
kiilonb6zs) élek szaméaval. (3 pont)
Az e él mindkét szinosztilyban (n — 1) maésik éllel szomszédos. Ezek az élek paronként kiilonboznek, ezért az
e-nek megfelels csucs foka az L(K,, ,) élgratban 2(n — 1). (3 pont)
Azt kaptuk, hogy L(K,, ,) Osszefiiggs és minden pontjanak foka paros, ezért az 6ran tanult tétel szerint létezik
Euler-kore. (2 pont)

2. Tegyiik fel, hogy a G grafnak létezik hat kiilonb6zd csticsa azzal a tulajdonsiggal, hogy akarhogyan festiink
e hat pont koziil harmat pirosra és szinezziik a masik harmat zoldre, a piros pontokbdl zéld pontokba futoé,
belséleg pontdiszjunkt utak maximaélis szama legfeljebb 5 lesz. (Két utat belsSleg pontdiszjunktnak mondunk,
ha az esetlegesen egybees§ végpontjaiktol eltekintve nincsenek kozds belsd pontjaik.) Bizonyitsuk be, hogy
G-nek nincs Hamilton kore!

Indirekt bizonyitunk: tegyiik fel, hogy G-nek létezik egy C' Hamilton-kdre. (

A C koron végighaladva szinezziik felvaltva pirosra és zldre a megadott hat pontot! (

A megadott pontok C-t hat ivre bontjak fel, (2 pont
(
(

Ez ellentmond a feladatbeli feltételnek,
az indirekt feltevés tehat hamis, azaz G-nek csakugyan nincs Hamilton kore. (1 pont

3. Tegyiik fel, hogy G egy 2006 csucsu, sikbarajzolhaté graf. Bizonyitsuk be, hogy a G graf komplementerének

kromatikus szaméara x(G) > 400 All!

Ha @ sikbarajzolhaté, akkor az éran tanultak szerint G 6t szinnel szinezhetd. (
Lesz tehat olyan szin, amit legalabb 2006/5 > 400 pont szinezéséhez hasznéltunk fel. (
Ezek a pontok paronként Osszekotetlenek G-ben, (1 pont
tehdt a G gréafban klikket alkotnak. (
(

Innen w(G) > 400 adddik,
vagyis x(G) > w(G) > 400 teljesiil. (2 pont

4. Igaz-e, hogy az aldbbi halézatban a maximalis folyamérték 197 (Az élekre irt szamok a megfelels kapacitasokat
jelolik.)

A maximalis folyamérték megegyezik a minimalis vagas értékével. (3 pont)
Ha az 5 kapacitasid él nincs benne egy minimalis vigasban, akkor e vigésban csak 3-mal oszthaté kapacitasa
élek szerepelnek, azaz a vagasérték 3-mal oszthato. (3 pont)
Ha az 5 kapacitasu él benne van egy minimaélis vagasban, akkor (mivel minden méas kapacitas 3 tobbszordse)
a vagas értéke 3-mal osztva 2 maradékot ad. (3 pont)
A 19-et 3-mal osztva 1 maradékot kapunk, ezért a minimélis vigaskapacitas nem lehet 19, tehat a maximalis
folyamérték sem lehet ennyi. (1 pont)

Meg lehet oldani persze a feladatot a maximaélis folyam meghatarozasaval is.

A javité utak mddszerével meghatiroztunk egy 20 értéki folyamot az dbran lathaté modon.
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(a kis szdmok a folyam altal felvett értékeket jelentik.) (8 pont)
Tehat a maximalis folyamérték legalabb 20, vagyis nem 19. (2 pont)
(Mellesleg a maximalis folyamérték pontosan 20, mégpedig a jelzett 20 kapacitast vagas miatt.) (0 pont)




5. Bizonyitsuk be, hogy ha G egy n > 4 csucsu, egyszeri, |—§-|—szeresen Osszefliggs graf, akkor G-nek létezik
Hamilton-kore. (Itt [z] jeloli az z szam fels§ egészrészét, vagyis azt a legkisebb egész szédmot, amely nem
kisebb z-nél.)

Ha G egy [2]-szeresen Osszefiiggs graf, akkor G tetszdleges, legfeljebb [2] — 1 csticsénak elhagyésa utan is

Osszefliggé marad. (2 pont)
Ezért G barmely v csticsanak fokszama d(v) > [2], (2 pont)
hisz ha v nincs minden mas cstccsal 6sszekbtve, akkor v szomszédait elhagyva a graf szétesne. (2 pont)
Teljesiil tehé4t a Dirac tétel feltétele, azaz, hogy minden cstics fokszdma legaldbb 7. (2 pont)
A Dirac tétel szerint tehat G-nek létezik Hamilton-kore. (2 pont)

6. Tegyiik fel, hogy a G = (A, B; E) egyszerd paros graf A szinosztilya a vy, vs,. .., v, pontokbdl all; tovabba,
hogy a v; csics fokszamara d(v;) > i teljesiil i = 1,2, ...,k esetén. Mennyi a 7(G) értéke, azaz a G grafban a
lefogd pontok minimalis szama?

Megmutatjuk, hogy G-nek létezik A-t feds parositasa, azaz v(G) = k. (2 pont)
Innen k = |A| > 7(G) > v(G) = k alapjan 7(G) = k kovetkezik, ami megvélaszolja a feladat kérdését.(2 pont)
(Nem annyira elegéns azt mondani, hogy

»A Konig tétel szerint v(G) = 7(G), tehat inne 7(G) = k adodik.”, de ez is (2 pont))
Az A-t feds péarositas létezésének igazolasahoz a Hall tétel értelmében csupan a Hall-feltétel teljesiilését kell
ellendrizniink, (1 pont)
azaz azt, hogy tetszéleges X C A esetén |[N(X)| > | X]| all-e. (1 pont)
Legyen X C A tetszéleges, és tegyiik fel, hogy |X| = I. Mivel a vy, vs,...,v_1 cstucsok szama [ — 1, ezért X
tartalmaz olyan v; csticsot, melyre ¢ > [. (2 pont)
A feltevés szerint |N(X)| > d(v;) > i >1=|X]|, (1 pont)
ezért a Hall-feltétel csakugyan teljesiil, 1étezik tehat G-ben A-t fedd parositas. (1 pont)
Az utolsé 6 pont a Hall tétel nélkiil is megszerezhetd.

Valasszunk sorra a wvy,vs,...,v; cstcsoknak egy-egy pért agy, hogy barmely két csticsnak kiilonbozé part
valasszunk! (2 pont)
Ezt megtehetjiik, mert amikor v;-nek valasztunk péart, akkor ¢ — 1 el6z6leg valasztott part zarunk ki v; szom-
szédai koziil, (1 pont)
azonban v;-nek legalabb d(v;) > i szomszédja van, (1 pont)
tehat v;-nek is tudunk az eddigiektdl kiilonbozs part talalni. (1 pont)
Csakugyan létezik tehat G-ben olyan pérositas, mely az A szinosztaly mindahany cstcsat fedi. (1 pont)

7. Tegyiik fel, hogy a G grafnak n = 9999 pontja van, legyen maximalis fokszama A(G) = 2006, élkromatikus
szama pedig x.(G) = 2006 (més jeloléssel x'(G) = 2006). Bizonyitsuk be, hogy G-nek van 2006-nal kisebb
fokszamu csicsal
Indirekt bizonyitunk, tegyiik fel, hogy G minden cstcsénak a fokszama 2006 ! (2 pont)

Mivel G élei 2006 szinnel szinezhetSek, ezért G minden egyes cstcsabol 2006-féle szint él indul ki. (2 pont)
Ha tehat rogzitjiik valamelyik (mondjuk a piros) szint, akkor azt kapjuk, hogy G minden egyes csticsabol indul

ki piros szind él. (2 pont)
A piros szind élek fiiggetlenek, (1 pont)
ezért G egy teljes parositasat alkotjak. (1 pont)
Azonban G-nek péaratlan szami csticsa van, nincs tehét teljes parositésa. (1 pont)
A kapott ellentmondas az indirekt feltevés helytelenségét igazolja, tehat G nem 2006-regularis, azaz létezik
G-nek legfeljebb 2005-6dfoku csicsa. (1 pont)

8. Legyen G, az a graf, amit 4gy kapunk, hogy felosztjuk a K, , teljes paros graf egy uv élét, azaz toroljik uv-t
és bevezetiink egy 1j x csicsot, illetve az zu és xv éleket. Adjuk meg az Gsszes olyan pozitiv egész n szamot,
melyre G, perfekt!

Vilagos, hogy G1 egy 3-pontu it, ami péaros graf, igy perfekt. ( )
Kiilonben n > 2 esetén létezik egy, a felosztott uv élt6l diszjunkt wz éle K, ,-nek. ( )
Ekkor uvwz a Kp n-ben egy C4 kort alkot, ( )
ami feszitett részgraf is, hisz (mondjuk) uw, vz & E(Kp ). (2 pont)
Az uw él felosztasa utan ebbdl a feszitett Cy korbdl G, egy feszitett Cs korét kapjuk, ( )
amit perfekt graf nem tartalmazhat. ( )
Tehat G,, pontosan n = 1-re lesz perfekt graf. ( )



