Bevezetés a szamitaselméletbe I1.
2. p6tZH javitékules

Az utmutaté mintamegoldasokat tartalmaz. A pontszamok tajékoztaté jelleggel lettek megallapitva az értékelés egységesi-
tése céljabol. Egy pontszam elGtt szerepld allitas kimondasa, tétel felidézése nem jelenti automatikusan az adott pontszam
megszerzését: ennek feltétele az is, hogy a megoldashoz vezetS gondolatmenet megfelels részének végiggondolasa is kide-
riiljén a dolgozatbol.

Természetesen az alabb ismertetettektdl eltérd, am helyes megoldasokért teljes pontszamok, részmegoldasokért pedig az
atmutatobeli pontozas intelligens kozelitésével meghatarozott részpontszamok jarnak.

Szolgalati kozlemény: A zh-k megbeszélése uténi végleges eredményeket legyetek szivesek a kartonokra bejegyezni.
Akinek még nincs kartonja, tessék annak keresni. Ha nem lesz, akkor gyartani. Mihamarabb legyetek szivesek egy listat
adni Katénak azokrol a hallgatokrol, akik megszerezték az alairast.

1. Héany O-ra végzédik a (100) binomialis egyiitthaté meghatérozta szam tizes szamrendszerbeli alakja?

Azt kell meghatarozni, hogy melyik az a legmagasabb hatvanya a 10-nek, ami osztéja az n = (') = 2% szdmnak.
(1 pont)
Ehhez kiszamitjuk n kanonikus alakjaban az 5 és a 2 primtényezdk kitevdit, és ezek koziil a kisebb lesz az altalunk
keresett szam. (1 pont)
100! kiszamitasakor 20 db 5-tel oszthato és 4 db 25-tel oszthat6 szamot szorzunk Gssze, ezért 100!-ban az 5 primtényezs
kitevGje 20 + 4 = 24. (1 pont)
Ugyanez a kitevs 42! esetén 8 db 5-tel és 1 db 25-tel oszthaté szdm miatt 8 + 1 = 9, mig 58! esetén 11 + 2 = 13.
(1 pont)
Az n kanonikus alakjaban tehét az 5 primtényezs kitevGje 24 — (9 +13) = 2 . (1 pont)
A 100!-ban a 2 kitevGje 50 + 25 + 12 + 6 + 3 + 1 = 97, hisz ennyi 2-vel, 4-gyel, ..., 64-gyel oszthat6 szamot szorzunk
Gssze. (1 pont)
A 2 kitevéje 42!-ban hasonl6 okokbél 21 + 10+ 5+ 2 + 1 = 39, (1 pont)
mig 58!-ban 29 + 14+ 7+ 3+ 1 = 54, (1 pont)
tehat n oszthato 207~ (54+39) = 24 pel. (1 pont)
A fent elmondottak szerint tehat n kanonikus alakjan = 2%-52-..., azaz 100 | n de 1000 { n, teh4t a ( ) binomiélis
egylitthaté pontosan két nullara végzadik. (1 pont)
2. Legfeljebb hany pozitiv osztoja lehet egy olyan n pozitiv egésznek, ami harom, nem feltétleniil kiilonb6z6 prim
szorzata?
Ha az n pozitiv egész kanonikus alakja n = p{* - p3? - ...pp*, akkor n pozitiv osztéinak szama (o +1) - (a2 +1) -

- (g + 1) az 6ran tanultak szerint. (
Azt kell tehat megvizsgalnunk, hogy legfeljebb mekkora lehet az utobbi mennyiség, ha ay +as+...+a = 3. (
A kanonikus alakban szerepl6 kitevék az alabbiak lehetnek: 1,1,1 vagy 2,1, vagy 3. (2 pont
A pozitiv osztok szdma rendre 2-2-2 = 8, 3-2 = 6, ill. 4 lesz. (
Azt kaptuk, hogy n-nek legfeljebb 8 oszt6ja lehet, (
és ennyi pontosan akkor van, ha n harom kiilénb6z6 primszdm szorzata. (

3. Oldjuk meg a 42z = 132 (mod 57) kongruenciat!

A megoldhatoség sziikséges feltétele, hogy (57,42) | 132 teljesiiljon. (3 pont)
Az euklideszi algoritmus alapjan (57,42) = (42,15) = (15,12) = (12,3) = (3,0) = 3 | 132 teljesiil, (1 pont)
a megoldasok szama tehat 3 lesz modulo 132. (0 pont)
A 3-mal val6 osztas ekvivalens atalakitas, ha a modulust is leosztjuk 3-mal: 14z = 44 (mod 19) . (3 pont)
Modulo 19 redukélva pedig —5z = 25 (mod 19) ado6dik. (1 pont)
Az 5 és a 19 relativ primek, ezért batran oszthatunk 5-tel, ekvivalens atalakitast végziink: —z = 5 (mod 19) . (1 pont)
Innen pedig z = —5 (mod 19) a megoldas. (1 pont)
Ezt atirhatjuk éppenséggel z = 14 (mod 19) alakba is, de akar meghatarozhatjuk a megoldasokat modulo 57 is:
z = 14 (mod 57) vagy z = 33 (mod 57) vagy z = 52 (mod 57). (0 pont)
4. Hatarozzuk meg mindazon z pozitiv egész szdmokat, amelyekre 5z = 2006 (mod 2z) teljesiil!
A kongruencia definici6ja szerint azon z pozitiv egészeket kell megalalnunk, amelyekre 2z | 2006 — 5z teljesiil. (2 pont)
Figyeljiik meg, hogy 2 | 2z, ezért 2 | 2006 — 5z, tehat 2 | 5z, ahonnan 2 | z-t kapjuk. (2 pont)
Masrészt = | 2z, ezért x | 2006 — 5z, ahonnan z | 2006 adodik. (2 pont)
Tehat a keresett z-k mindegyike 2006 paros (pozitiv) osztéja. (1 pont)
A 2006 kanonikus alakja 2006 = 2 - 17 - 59, ezért z kizardlag 2, 2 - 17, 2- 59 vagy 2 - 17 - 59 lehet. (1 pont)

Ellen6rizziik mind a négy esetet: 10 = 2 = 2006 (mod 4), tehat z = 2 megoldas, 170 = 34 = 2006 (mod 68), tehat
= 34 is megoldas, 590 = 59 = 2006 (mod 236), tehat z = 118 is megoldas, végiil 10030 = 2006 (mod 4012), tehat
= 2006 is megoldas. (2 pont)

Az utolsé rész helyett jo ez is: Ha  péaros, és 2006 osztoja, akkor 2006 = k - z valamilyen paratlan k£ szdmra. Ekkor
2006 — 5z = (k — 5)z, ami k — 5 paros lévén a 2z tobbszordse. Tehat 2006 imént emlitett négy paros osztojanak
mindegyike megoldés. (2 pont)

. Legyen G egy véges csoport, és legyenek ki és ko a G csoport olyan elemei, melyek barmely csoportelemmel felcserél-

hetGek, azaz ki g = gki és kog = gk, teljesiil tetszGleges g € G-re. Bizonyitsuk be, hogy ekkor G barmely g elemére
(k1k2)g = g(k1ko) all!

Legyen tehat g € G tetsz6leges. Ekkor (ki - k) - g =Fky - (k2 - g) = a szorzds asszociativitdsa miatt (2 pont)
=ki-(9 k)= a ko felcserélhetGsége miatt (2 pont)
=(ki-g) ke = a szorzas asszociativitdsa miatt (2 pont)
=(9 k) ko = a k; felcserélhetGsége miatt (2 pont)
=g (ki k2) a szorzas asszociativitdsa miatt. (2 pont)
. Bizonyitsuk be, hogy n > 2 esetén az S,, szimmetrikus csoportnak létezik n-edrendd eleme!
Az S, elemei az 1,2,...,n elemek permutécioi, a mivelet pedig a permuticiok egymasutinja. Egy o € S, rendje
az a legkisebb k szam, amire a o permutéciot k-szor elvégezve S, egységelemét, azaz a minden elemet fixen hagyo
identikus permutéaciot kapjuk. (2 pont)
Ha pl 0 az a permutécio, amire o (i) := i + 1 (mod n) minden 1 < i < n-re, (5 pont)
akkor o* (i) =i+ k (mod n), (1 pont)
tehat a legkisebb olyan k, amire o* (i) = i lesz, az a k = n. (1 pont)
Mivel 0™(i) = i minden i = 1,2,...,n-re, ezért o rendje csakugyan n, vagyis o egy kivant tulajdonsigt elem. (1 pont)

Ha valaki szemléletesen elmondja, hogy egy n méreti ciklikus permutacié hatvanyai korbeforgatjsk az elemeket, és
éppen n-edikre ér korbe minden elem, az is megkaphatja a 10 pontot, ha egyébként helyes az érvelése.

. Hatérozzuk meg a Dj diédercsoport részesoportjainak szamaét!

Az o6ran tanultuk, hogy a Ds diédercsoport elemszdma 10 és van 5 eleme, ami tiikrozés, ill. 5 eleme, ami forgatas
(ut6bbiak kézott van a a helybenhagyés is). (2 pont)
A Lagrange tétel miatt D5 részcsoportjainak elemszama 1,2, 5 vagy 10 lehet. (2 pont)
Vilagos, hogy egyelemii részcsoport csak egyetlen egy van, mégpedig az, amelyik csak az egységelemet tartalmazza.
Ha viszont egy részcsoport 10 elemd, akkor az bizonyosan az egész D5 csoport. Ezek tehét a trividlis részcsoportok,
amikbdl sszesen ketts van. (2 pont)
A valodi részesoportok rendje 2 vagy 5 lehet. Mivel minden tiikrdzés rendje 2, és 2 1 5, ezért a Lagrange tétel szerint
5 elemi részcsoportban nem lehet tiikrozés. Az egyetlen 5 elemi részcsoport jelolt tehat az 5 forgatas halmaza.

(1 pont)
A forgatéasok azonban egy 5-elemii ciklikus csoportot alkotnak, ami csakugyan Ds részcsoportja. Igy Ds-nek pontosan
egy 5-6drendii részcsoportja van. (1 pont)

A 2 elemii részcsoportok mindegyike az egységelemen kiviil egy 2 rend elemet tartalmaz, igy az 5 tiikr6zés mindegyike
az egységelemmel egyiitt egy-egy ilyen részcsoportot alkot, azaz pontosan 6t masodrendi részcsoport van Dj-ben.

(1 pont)
A fentiek szerint Dy Gsszes részcsoportjainak szama 2 +1+5=28 . (1 pont)

. Bizonyitsuk be, hogy ha G egy 35 elemii csoport, és a H halmaz a G csoport 8 kiilénb6z6 elemét tartalmazza, akkor

a H 4ltal generélt részcsoport maga a G csoport.

Azt kell igazolnunk, hogy a G csoport semelyik 8 eleme sem generalhatja G-nek valodi részcesoportjat, azaz, hogy G

barmelyik valodi részcsoportja legfeljebb 7 elemdi. (3 pont)
A Lagrange tétel miatt G tetszéleges részcsoportjanak elemszama osztéja a 35-nek, (5 pont)
tehat 1,5, 7 vagy 35 lehet. (1 pont)
Innen az kovetkezik, hogy ha egy részcsoport legalabb 8 elemi, akkor az 35 elemi, azaz maga a G csoport, és éppen
ezt kellett igazolunk. (1 pont)



