Bevezetés a szamitaselméletbe II.
1. ZH javitokulcs

A zh-k megbeszélése utani végleges eredményeket legyetek szivesek adminisztralni, és idével a kartonokra
is bejegyezni.

Az itmutaté mintamegoldasokat tartalmaz. A pontszamok téjékoztato jelleggel lettek megéllapitva az értékelés egységesi-
tése céljabol. Egy pontszam el6tt szerepld allitas kimondésa, tétel felidézése nem jelenti automatikusan az adott pontszam
megszerzését: ennek feltétele az is, hogy a megoldashoz vezets gondolatmenet megfelel§ részének végiggondolasa is kide-
riiljén a dolgozathol.

Természetesen az alabb ismertetettektdl eltérd, am helyes megoldasokért teljes pontszamok, részmegoldasokért pedig az
atmutatobeli pontozés intelligens kozelitésével meghatarozott részpontszamok jarnak.

1. Legyenek a G graf csucsai az uq, vi,uz, s, ..., U100, V100 pontok, élei pedig ujvy, ugvs,. .., u100v100, tovabba ujus,
UgUz, - . . , UgoU100, Valamint v1ve, Vav3, ..., VogU100. DOntsiik el, létezik-e G-nek Fuler-kore, illetve Hamilton kore!

A G graf a kovetkezéképpen néz ki: (3 pont)
Szemlatomast wuy, ug, . . ., U100, V100, V99, - - - ; V2, v1 egy Hamilton kor. (2 pont)
Tehat G-nek létezik Hamilton kore. (1 pont)
Az uy csuces fokszdma 3, ami paratlan. (2 pont)
A tanult tétel szerint tehédt nincs G-nek Euler-kore. (2 pont)

(A G grafot nem sziikséges felrajzolni egy teljes értékd megoldashoz.)

2. Létezik-e Hamilton kire a Kogos,2006 teljes paros graf L(Kaoos,2006) €lgrafjanak?
A Kopos,2006 graf osszefiiggs ( )
és minden pontjanak foka 2006, (1 pont)
ami péros. ( )
Az oran tanult tétel szerint tehat Kagoe,2006-nak létezik Euler-kore, ( )

ami meghatéarozza a Koos 2006 éleinek egy ciklikus sorrendjét. Ugyanebben a sorrendben végigjarva az élgraf megfelels

csticsait, annak éppen egy Hamilton-korét jarunk végig. (3 pont)

Tehat létezik az L(Ka006,2006) grafnak Hamilton kore. (1 pont)

3. Tegyiik fel, hogy egy (G, s,t,c) hilézatban a maximalis folyam értéke k, és az a célunk, hogy ezt az értéket minél
jobban leszoritsuk. Az egyetlen eszkdziink erre, hogy a graf egy tetszdleges élét tordlhetjiik (azaz kapacitasat 0-va
tehetjiik). Igaz-e, hogy optimalis valasztas esetén mindig egy minimalis st-vagasban talalhato élt torliink?

e

Rajzoltunk egy halozatot: (5 pont)
Ebben bejeloltiink egy 2 kapacitasn vagast, ezért a 3 kapacitasi él nem lehet minimélis vagasban. (2 pont)
(Egyébként konnyen lathatd, hogy van 2 értéki folyam is.) (a megoldas szempontjabol nem érdekes, 0 pont)
A minimalis vagasban tehat csak 1 kapacitasu élek lehetnek. Egy ilyen élt torolve még mindig marad 1 értékd
folyam, (1 pont)
mig a 3 kapacitasi él torlésekor a maximalis folyamérték 0-ra csokken. (1 pont)
Az optimalis vélasztas itt tehat egyértelmien a 3 kapacitast ¢l megsemmisitése, tehét a feladat kérdésére ,nem” a
helyes valasz. (1 pont)

Megjegyzés: Igaz, hogy ha egy minimalis vagasbeli e élt torliink, akkor a maximalis folyameérték az e ¢l c(e) ka-
pacitasaval csokken, ha pedig olyan f élt torliink, amelyik nem szerepel minimdlis vigasban, akkor a csokkenés
mértéke hatérozottan kisebb az f €l ¢(f) kapacitasanal (a cs6kkenés akar 0 is lehet). Mindez azonban nem jelenti
azt, hogy a maximalis mértékii csokkentés minimalis vagas élének torlésekor adodik. Ha vki az elsé mondatbeli
tényeket megallapitja, kapjon 4 pontot.
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4. Tegyiik fel, hogy a (G, s,t,c) hilozatban minden élkapacits 5 vagy § vagy % Bizonyitsuk be, hogy létezik olyan

maximélis f folyam, ami minden élen egy egész szam huszadrészét veszi fel értékkent!

Tekintsiik a (G, s,t,20 - ¢) halozatot, melyben tehat minden kapacitas az eredeti érték husszorosa. (2 pont)
Ebben a hélézatban a maximalis folyamok gy kaphatéak az eredeti hélézat maximaélis folyamaibdl, hogy minden

élen 20-szal megszorozzuk a folyam altal felvett értékeket. (2 pont)
Figyeljiikk meg masfell, hogy az 4j halozatban minden kapacitas egész, (2 pont)
tehat az egészértékiiségi lemma miatt létezik a maximalis folyamok kozott egészfolyam is. (2 pont)

Ez a folyam tehat egy, az eredeti halézatban maximélis f folyam hisszorosa ami éppen a feladat altal kivant
tulajdonsédgot teljesiti. (2 pont)

5. Legyen F' egy 30-csucstu fa, v pedig F egy tetszéleges csicsa. Tegyiik fel, hogy v-tél 1, 2, 3, ill. 4 tavolsagra rendre

3,7,10, ill. 9 cstcs talalhato. Bizonyitsuk be, hogy F-nek nincs teljes parositésal

Minden fa (igy F is) paros graf. (2 pont)
Vilagos, hogy F' minden v-vel szomszédos (azaz v-t6l 1 tavolsara levs) csticsa v-vel ellentétes szinosztélyba tartozik.

(2 pont)
Ebbdl adédoan a v-tél 2 tavolsagra levs csiicsok v-vel azonos, a 3 tavolsagra talalhatoak v-étél kiilonbdzs, végiil
pedig a 4 tavolsagra levk v-vel azonos szinosztalyba tartoznak. (2 pont)
A v-t nem tartalmazo szinosztalyba tehat 3 4+ 10 = 13 cstcs tartozik. (2 pont)
A teljes parositas létezésének sziikséges feltétele, hogy a két szinosztaly mérete megegyezzék, azaz jelen esetben 15
legyen. (1 pont)
Ez nem teljesiil, tehat F-nek nincs teljes péarositasa. (1 pont)

(Igazabol talaltunk egy 13 méreti lefogoé ponthalmazt, ahonnan 13 > 7(F') = v(F') adodik, vagyis legjobb esetben is
csak 13 éld parositas talalhato.)

. Tegyiik fel, hogy a G paros grafra teljesiil a kivetkezs. G csticsainak barmely X részhalmazara igaz, hogy az X

halmaz pontjainak (és az X-beli pontokra illeszkeds éleknek) a torlésével keletkezd G — X graf legfeljebb | X | izolalt
pontot tartalmaz. Bizonyitsuk be, hogy G-nek létezik teljes parositasal

Legyenek G szinosztalyai A és B. A Frobenius tétel feltételeit fogjuk ellendrizni, (1 pont)
azaz, hogy |A| = |B| (1 pont)
és hogy |N(X)| > |X] teljesiil minden X C A esetén. (1 pont)
Ha A pontjait elhagyjuk, akkor B minden pontja izolalt pont lesz, ezért |B| < |A|, a B szinosztaly pontjainak

elhagyaséval pedig |A| < |B| adddik. (2 pont)
Eszerint [A| = |B| . (1 pont)
Legyen most X C A tetsz6leges. Ha elhagyjuk az X-beli pontok szomszédainak N (X) halmazat, akkor ezaltal minden
X-beli pont izolalt pontté vélik. (3 pont)
A feltétel szerint tehat [N (X)| > | X|, és éppen ezt kellett bizonyitanunk. (1 pont)

. Hatéarozzuk meg az dbran lathato G graf kromatikus szamat!

Ha G-t sikeriilt kiszinezni, akkor a harom ,kiils¢” pont szine paronként kiilonb6zé lesz, tehat legalabb 3 szinre van
sziikség. (2 pont)
Szinezziik tehat ezeket a pontokat haromféle szinnel, és probaljuk meg csupan ezeknek a szineknek a felhasznala-
saval kiszinezni az egész grafot! Harom olyan kiszinezetlen pont van, melynek van szinezett szomszédja, ezeknek a
pontoknak a szine nem lehet azonos egyik kiszinezett szomszéd szinével sem, tehat kitelezGen a harmadik lehetséges
szint kapjak. (2 pont)
Ismét van harom olyan pontunk, amit nem szineztiink még ki, de mindegyiknek van méar két kiilonbéz6 sziniire

szinezett szomszédja, tehat ezen pontok szine is meghatarozott. (2 pont)
A kozépss pontnak ekkor mindharom szomszédja ki lesz szinezve, rdadasul kiilonbozd szinekkel. (1 pont)
Ez azt mutatja, hogy 3 szin nem elég G pontjainak kiszinezésére. (1 pont)
Ha azonban a kizépss pont egy negyedik szint kap, akkor G pontjainak egy jo szinezését kapjuk. (1 pont)
A fentiek szerint G nem szinezhet§ harom szinnel, néggyel azonban igen, tehat x(G) = 4. (1 pont)

Ha valaki pusztan talal egy 4-szinezést, és kijelenti, hogy x(G) < 4 (vagy azt, hogy x(G) = 4), az kapjon 3 pontot.

. Legyenek a G graf csicsai a k korvonal Iy, I, ..., I, ivei, és két csiies kozott akkor fusson él, ha a megfelel ivek

metszik egymast. Igaz-e, hogy G az ivek tetszdleges valasztéasa esetén perfekt graf?

A k korvonalon megadhatoak az Iy, I», ..., I5 kérivek tigy, hogy I; N I5 # 0 legyen, és ezen kiviil csak a fenti

felsorolashan szomszédos korivek messék egymast. (4 pont)
Az ezen ivek altal meghatarozott G graf a Cs korrel izomorf, (2 pont)
ami nem perfekt. (3 pont)
A feladat kérdésére tehat ,nem” a helyes valasz. (1 pont)



