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BevezetésEz a jegyzet a BME-n, a 2005/2006-os tanév els® félévében az informatikus-hallgatók számárael®adott �Bevezetés a számításelméletbe� . el®adáshoz kapsolódik, és els®sorban az említett tárgybóltörtén® vizsgára való felkészülés segédanyaga. Nem pótolja azonban a rendelkezésre álló, könyvformá-tumú jegyzeteket, amellyekkel számos tekintetben egyezik. El®nye talán mégis annyi, hogy szorosabbankapsolódik az órán leadott anyaghoz, és így konentráltabban tartalmazza a vizsgán számonkért tu-dást. Jelen jegyzet valamennyire túl is mutat azonban az el®adáson elhangzottakon, így olyan részeket istartalmaz, amik nem hangzottak el az el®adáson, illetve amiket nem kérünk számon a vizsgán. Ha tehátvalaki egészen véletlenül komolyabban érdekl®dik egy-egy témakör iránt (bár, ®szintén szólva, szkep-tikus vagyok ezzel kapsolatban), azok számára odabiggyesztettem néhány, általam érdekesnek ítéltmegjegyzést. Ezek lábjegyzetben1 ill. apró bet¶s szedéssel olvashatóak. Ne felejtsük el azonban, hogy ezeksupán a tananyagot kiegészít® megjegyzések: ahhoz, hogy egy adott anyagrészben valaki ténylegesenelmélyülhessen, a megfelel® szakirodalmat (is) élszer¶ tanulmányoznia.A bizonyítások végét olyan kiskoka jelzi, mint amilyen pl. ebben a sorban is áll. �Hogyan is jött létre a jegyzet? Egy el®adássorozat tervezésekor az el®adónak élszer¶ saját hasz-nálatára vázlatot készítenie az elhangzó anyagról, hogy az minél egységesebb és szervesebben felépül®lehessen. Hála a korszer¶ tehnológiák elharapózásának, immár ott tartunk, hogy nem lényegesen bo-nyolultabb egy ilyesfajta anyagot digitálisan szerkeszteni ill. tárolni, mint a hagyományos papíralapon2.A jegyzet els®sorban tehát az el®adó saját segédanyagaként került összeállításra. Ennek egy következ-ménye, hogy a stílus meglehet®sen tömör. Nem kell meglep®dni, ha egy-egy mondat teljes megértéséhezakár több dolgot is át kell gondolni. Szerensére nem bukkannak fel lépten-nyomon ilyen mondatok.Minden er®feszítés ellenére valószín¶leg számos hiba maradt az alábbi jegyzetben. Lehetne per-sze több is. Szerensére voltak, akik segítettek. Úgyogy köszönetet mondok Simonyi Gábornak f®lega síkgráfokkal kapsolatos részekhez adott tanásokért, Jüttner Alpárnak a szövegszerkesztéshez nyúj-tott segítségért, és számos villamosmérnök-hallgatónak, akik a jegyzet korábbi verziójában találhatóproblémákra hívták fel a �gyelmem. Természetesen minden megmaradt hibáért a felel®sség egyedül aszerz®é. Az ezekkel kapsolatos megjegyzéseket és a konstruktív hozzászólásokat köszönettel fogadom afleiner�s.bme.hu ímen.Jelen jegyzet jelent®s része szellemi termék, és nemsak a szerz®é. Kizárólagos terjeszt®je a BME Szá-mítástudományi és Informáióelméleti Tanszéke, forgalombahozatala önköltségi áron történik. A szerz®ijogok tekintetében a szerz® elképzelései az alábbiak. A jegyzet szabadon felhasználható, másolható, ter-jeszthet®, de kizárólag a szerz® ill. a forrás pontos megjelölésével és ingyenesen. Ugyanez a megkötésörökl®djék minden olyan szerz®i jog hatálya alá es® dologra, ami a fenti típusú felhasználásból származik.Az emített®l eltér® élú felhasználáshoz jelen munka szerz®jének engedélye szükséges.Minden olvasónak sikeres felkészülést és eredményes vizsgázást kívánok. Fleiner Tamás

1Mint pl. ez is, itt.2illetve dehogyisnem... Valaha egy vázlatos anyag volt a jegyzet ®se: akkor ez még (többé-kevésbé) igaz volt rá. Kés®bbelkezdett b®vülni, és egyre inkább jegyzetformája lett. Na ez már egy pinduri kis szöszmötöléssel járt.2



1. Komplex számokMotiváió. Ebben a fejezetben a számfogalom egy kiterjesztésér®l lesz szó. Korábbi tanulmányaink során ta-lálkoztunk a természetes számokkal (N = {0, 1, 2, . . .}), az egészekkel (Z = {0, 1,−1, 2,−2, . . .}), a raionális számokkal(Q = { p

q
: p ∈ Z, 0 < q ∈ N}) illetve a valós számok R halmazával. Érdemes arra is visszemlékezni, mi motiválta az egyesszámhalmazok bevezetését ill. kib®vítését. Ha valamit meg akarok számolni, akkor a természetes számokkal dolgozom.Hasznos, ha m¶veleteket vezetünk be, melyek megkönnyítik annak kiszámolását, hogy mennyi sirkém lesz, ha van most18 és veszek még (vagy eladok) 5-öt. De megtudhatom azt is, hogy egy 100m×100m-es vagy egy 90m×110m-es földdarabér-e többet. A negatív egészek bevezetésével egyrészt a tartozás tényét lehet jól leírni, másrészt elérhet®, hogy a kivonásm¶velete gond nélkül elvégezhet® legyen. A raionális számok bevezetésével az osztás lesz lényegében elvégezhet® (perszea 0 nevez®t kizárjuk), azonban a gyakorlatban is szükség van a törtekre: ha 3 testvér 100 pénzt örököl egyforma arányban,sak úgy tudnak igazságosan megosztozni, ha nem egész szám írja le az örökséget. A valós számok bevezetését indokolja az,hogy elméletileg pontosan akarjuk megmérni mondjuk a négyzet átlóját, a kör területét, vagy más, hasonló mennyiséget.Az eddigi számfogalmakban közös tehát, hogy mindegyik alkalmas arra, hogy megmérjen valamit, azaz a számo-kon van egy természetes rendezés, melynek segítségével bármely két, különböz® számról egyértelm¶en el lehet dönteni,melyik a nagyobb. A számfogalmak bevezetésére alkalmas motiváió, hogy mérhet® dolgokat tudjak megmérni. A számo-kon értelmezett m¶veletek (összeadás, kivonás, szorzás, osztás, hatványozás, gyökvonás, logaritmus, szögfüggvények, stb)mindegyikér®l elmondható, hogy arra valóak, hogy kiszámítsuk egy-egy mennyiség nagyságát bizonyos más mennyiségekismeretében.A komplex számok bevezetésekor szakítunk az eddigi gyakorlattal. Továbbra is arról van szó, hogy a megismertlegb®vebb számkört tovább b®vítjük, azonban egyszer, s mindenkorra le kell számolnunk azzal az intuíióval, hogy a számvalamely dolog nagyságát jelenti: a komplex számokon nem lesz olyasfajta rendezés, mint ami az eddigi nagyságviszonyvolt.3 A motiváió itt sokkal inkább az, hogy bizonyos m¶veletek nem voltak elvégezhet®ek a valós számokon, és valamilyenrejtélyes okból szeretnénk pl. a √

−1-nek értelmet tulajdonítani.Lássuk mindezt a gyakorlatban. A komplex számok halmaza
C := {a + bi : a, b ∈ R} ,tehát minden komlex szám egy formális a + bi alakú összegként írható fel, ahol a és b tetsz®leges valósszámok, az i-t (melynek neve képzetes egység) pedig valamiféle �ismeretlenként� tekintjük. Ezt a z = a+bifelírást nevezzük a z komplex szám kanonikus alakjának, a z szám valós része Re(z) := a, képzetes része

Im(z) := b, és a de�níió alapján kimondhatjuk, hogy két komplex szám (mondjuk z és z′) pontosanakkor egyenl®, ha kanonikus alakjuk z = a + bi és z′ = a′ + b′i megegyezik, azaz, ha a = a′ és b = b′.Ahogy említettük, a valós számok halmaza részhalmaza a komplexekének; konkrétan, ha a ∈ R,akkor a kanonikus alakja a = a + 0i.Meg kell persze mondani, hogyan végzünk m¶veleteket a komplex számokkal. Ezeket a m¶veleteketráadásul úgy kell de�niálnunk, hogy azok a valós számokon végzett m¶veletek kiterjesztései legyenek. Azalapm¶veletek esetén úgy járunk el, mintha az i ismeretlen volna, ill. használjuk az i2 = −1 azonosságot:
(a + bi) + (c + di) = (a + c) + (b + d)i, (a + bi) − (c + di) = (a − c) + (b − d)i

(a + bi)(c + di) = (ac − bd) + (ad + bc)iAz osztás azonban nem ilyen egyszer¶. Ehhez érdemes de�niálni a z = a + bi komplex szám z-vel jelöltkonjugáltját, melynek kanonikus alakja z := a − bi .Lemma: Tetsz®leges z, w ∈ C komplex számokra(1) z = z , ill. (2) z + w = z + w, z − w = z − w, zw = z · w teljesülnek.(3) Ha 0 6= z ∈ C, akkor 0 < z ·z ∈ R, azaz bármely, nullától különböz® komplex számot megszorozvaa konjugáltjával, pozitív számot kapunk.Biz: (1): Triviális. (2): A kanonikus alakokat behelyettesítve könnyen ellen®rizhet®.(3) Legyen z = a + bi, ekkor z · z = (a + bi)(a − bi) = a2 + b2 + (ab − ab)i = a2 + b2 > 0, hiszen
a2 ≥ 0 ≤ b2, és a2 = b2 = 0 esetén z = 0 lenne. �Ezek után osztás is könnyen elvégezhet® a konjugálttal való b®vítés segítségével. Tegyük fel tehát,hogy z = a + bi és 0 6= z′ = a′ + b′i. Ekkor

z

z′
=

a + bi

a′ + b′i
=

(a + bi)(a′ − b′i)

(a′ + b′i)(a′ − b′i)
=

(aa′ + bb′) + (a′b − ab′)i

a′2 + b′2
=

aa′ + bb′

a′2 + b′2
+

a′b − ab′

a′2 + b′2
iKönnyen ellen®rizhet®, hogy a szokásos m¶veleti azonosságok továbbra is érvényesek, azaz z, t, u ∈ Cesetén z + t = t + z, zt = tz, (z + t) + u = z + (t + u), (zt)u = z(tu) ill. z(t + u) = zt + zu. A kivonásraés osztásra vonatkozó azonosságok a z − t = z + (0 − t) ill. z

t
= z · 1

t
azonosságokból következnek. Egyfontos tulajdonságot bizonyítunk is:3Természetesen a komplex számoknak is tulajdonítható valamiféle � jelentés�, azonban erre ebben a jegyzetben nem állmódunk részletesen kitérni. 3



Lemma: A z, w komplex számokra pontosan akkor lesz zw = 0, ha z = 0 vagy w = 0.Biz: Könnyen ellen®rizhet®, hogy 0w = 0 tetsz®leges w komplex számra. Azt kell igazolni, hogy haa szorzat 0, akkor valamelyik tényez®je 0. Tegyük fel tehát indirekt, hogy zw = 0 és z 6= 0 6= w. Ekkor
0 =

1

z
· 0 · 1

w
=

1

z
· (zw) · 1

w
=

(

1

z
· z
)

·
(

w · 1

w

)

= 1 · 1 = 1 ,ellentmondás. �Láttuk, hogy a komplex számok egyértelm¶en jellemezhet®ek két valós �koordinátával�, akársak asíkbeli koordinátarendszer pontjai. Természetesen adódik tehát egy kölsönösen egyértelm¶ megfelelte-tés a komplex számok és a (koordinátarendszerrel ellátott) sík pontjai között: a z = a + bi komplexszámnak megfelel az (a, b) koordinátájú pont a komlex számsíkon. Vizsgáljuk meg, mi itt az alapm¶ve-letek jelentése! Ha z, z′ komplex számok a számsíkon, akkor a z + z′ komplex számnak megfelel® pontotúgy kapjuk, hogy az origót eltoljuk azzal a vektorral, melyet úgy kapunk, hogy az origóból z-be mutatóvektorhoz hozzáadjuk az origóból z′-be mutató vektort. (Kivonásnál az utóbbi vektort kivonjuk.) Aszorzás � jelentésének� megértéséhez de�niáljuk egy komplex szám szögét. Azt mondjuk, hogy a z ∈ Ckomplex szám szöge α, ha az origóból a z-be mutató vektor a valós tengely nemnegatív részével α szögetzár be. Vigyázat: α el®jeles, így pl. i szöge π
2 , (−i)-é pedig −π

2 , vagy ha úgy tetszik 3π
2 . De�niáljuktovábbá a z = a + bi komplex szám abszolút értékét a |z| :=

√
zz =

√
a2 + b2 képlettel. Tegyünk isnéhány meg�gyelést.Lemma: (1) Ha z ∈ C, akkor |z| valós, és |z| ≥ 0. Továbbá |z| = 0 ⇐⇒ z = 0.(2) |z| nem más, mint a komplex számsíkon a z komplex számnak megfelel® pont távolsága az origótól.(3) Ha a z komplex szám szöge α, akkor z = |z|(cosα + i sinα).(4)Ha z, w ∈ C komplex számok, akkor |z + w| ≤ |z| + |w|.Biz: (1) A z = a+bi kanonikus alakból zz = a2 +b2 ≥ 0, így |z| egy nemnegatív szám négyzetgyöke,ami szintén nemnegatív. Pontosan akkor lesz 0, ha a2 + b2 = 0, azaz a = b = 0, tehát, ha z = 0.(2) Az (a, b) koordinátájú pont távolsága az origótól épp az a, b befogókkal rendelkez® derékszög¶háromszög átfogója, ami Pitagorasz tétele szerint éppen √

a2 + b2 = |z|.(3) Ha a z-nek megfelel® pont a számsíkon |z| távolságra van az origótól, és a nemnegatív valóstengelyt®l α szögre látszik, akkor z valós koordinátája Re(z) = |z| cosα, képzetes koordinátája pedig
Im(z) = |z| sinα.(4) Legyen O az origója, és legyen Z ill. T a z-nek ill. z + w-nek megfelel® pontok a komplexszámsíkon. Az abszolút értékr®l ill. összeadásról tett korábbi meg�gyeléseink alapján |z + w| = |OT | ≤
|OZ| + |ZT | = |z| + |w|, az OZT háromszögre vonatkozó háromszög-egyenl®tlenségb®l. �A z komplex számnak a fenti lemma (3) részében megadott felírását a z szám trigonometrikusalakjának nevezzük. Jegyezzük meg, hogy míg a kanonikus alak egyértelm¶, addig a trigonometrikusnem az: egyrészt α helyett választhatunk α + 2kπ szöget is (tetsz®leges k egész paraméterrel), ill. a
z = 0 felírásában α tetsz®leges valós lehet.A trigonometrikus alak egyik jelent®sége, hogy segítségével a szorzásnak és az osztásnak is szemléletesjelentést tulajdonítható.Lemma: Legyen a z ill. w komlex számok trigonometrikus alakja z = |z|(cosα + i sinα) ill. w =
|w|(cos β + i sinβ). Ekkor a szorzat ill. hányados trigonometrikus alakja zw = |z||w|(cos(α + β) +

i sin(α + β)), ill. z
w

= |z|
|w|(cos(α − β) + i sin(α − β)) lesz. Más szóval: szorzás esetén az abszolút értékekösszeszorzódnak, a szögek összeadódnak, míg osztásnál az abszolút érték a két abszolút érték hányadosa,és a szög a két szög különbsége lesz.Biz: zw = |z|(cosα + i sin α)|w|(cos β + i sinβ) = |z||w|(cosα cosβ − sin α sin β + i(cosα sin β +

sin α cosβ)) = |z||w|(cos(α + β) + i sin(α + β)) adódik. A hányadosra azt kapjuk, hogy
z
w

= |z|(cos α+i sin α)
|w|(cosβ+i sin β) = |z|(cosα+i sin α)|w|(cos β−i sin β)

|w|(cos β+i sin β)|w|(cosβ−i sin β) = |z||w|(cosα cos β+sin α sin β+i(− cos α sin β+sin α cos β))
|w|2(cos2 α+sin2 α)

=
|z|(cos(α−β)+i sin(α−β))

|w|·1 = |z|
|w|(cos(α − β) + i sin(α − β)) �A komplex számok pozitív egész kitev®s hatványait is értelmezhetjük, hiszen zn kiszámításához z-t n-szer kell önmagával összeszorozni, de ehelyett elegend® azt az origótól |z|n távolsára elhelyezked®pontot tekinteni, melybe mutató vektor a valós tengely pozitív részével nα szöget zár be, ahol z szöge

α. Érdekes meg�gyelni, hogy ha |z| > 1, akkor z hatványai egy, az origó körüli, táguló spirálvonalon,míg ha |z| > 1, akkor z hatványai egy, az origóra sz¶kül® spirálvonalon helyezkednek el. |z| = 1 esetén zminden hatványának abszolút értéke 1, ezért mindezen hatványok az origó közep¶, egységsugarú köröntalálhatóak.A fentiek szerint tetsz®leges z = |z|(cosα + i sinα) komplex számnak meg tudjuk határozni az n-dik gyökét (helyesebben: gyökeit), tetsz®leges 1 ≤ n egész esetén. Az n
√

z az a w komplex szám lesz,4



melyre wn = z. Ha w = |w|(cos β + i sinβ), akkor wn = |w|n(cos(nβ) + i sin(nβ)), azaz |w| = n
√

|z| és
α = nβ +2kπ valamely k ∈ Z egészre. Innen β = α+2kπ

n
adódik, azaz minden (0-tól különböz®) komplexszámnak pontosan n db n-dik gyöke van.A továbbiakban az 1 abszolút érték¶ komplex számokkal foglalkozunk. Az ε komplex számot n-dikegységgyöknek nevezzük, ha zn = 1. A fentiek szerint a komplex egységgyökök abszolút értéke 1, azaz akomplex számsík origó körüli egységsugarú körén helyezkednek el.Meg�gyelés: (1) Az ε komplex szám pontosan akkor n-dik egységgyök, ha ε = cos 2kπ

n
+ i sin 2kπ

nalakúak, valamely k egészre. Pontosan n db n-dik egységgyök van.(2) A komplex számsíkon az n-dik egységgyököknek megfelel® pontok az origóközep¶ egységkörönegy szabályos n-szög mentén helyezkednek el úgy, hogy az ε = 1 is egységgyök.Biz: (1) Az n-dik gyökvonásról elmondottak alapján azonnal adódik, hisz azt |ε| = 1, és α = 0-rakell alkalmazni.(2) Minden egységgyök az egységkörön van, egymástól 2π
n

szögnyi �távolságra�, és az 1 sakugyanegységgyök. �Hasznos tudnivaló az egységgyökök összegének és szorzatának ismerete.Állítás: Ha ε1, ε2, . . . εn az n-dik egységgyökök (ahol εk = cos 2kπ
n

+ i sin 2kπ
n

és n > 1). Ekkor
n

X

k=1

εk = ε1 + ε2 + . . . + εn = 0 , továbbá n
Y

k=1

εk = ε1 · ε2 · . . . · εn =



1 ha n páratlan
−1 ha n párosBiz: Legyen S = ε1 + ε2 + . . . + εn. Ekkor (1 − ε1)S = ε1 + ε2 + . . . + εn − ε1(ε1 + ε2 + . . . + εn) = ε1 + ε2 + . . . + εn −

ε2 − ε3 − . . . − εn − ε1 = 0, tehát (1 − ε1)S = 0, ahonnan S = 0 adódik. (Felhasználtuk, hogy ε1 · εk = εk+1 a trigonometrikusalakból adódóan.) (Itt tkp azt bizonyítottuk, hogy egy szabályos n-oldalú soksög középpontjából a súspontokba mutató vektorokösszege 0. Ez triviális, ha n páros, hisz ekkor a vektorok ellentett párokba rendezhet®ek. Egyébként, ha az összeg egy v vektor,akkor a súsokba mutató vektorok 2π
n
-nel való elforgatottjait összeadva az összeg egyrészt a v vektor 2π

n
-nel való elforgatottjalesz, másrészt pedig nem változik, hisz ugyanazokat a vektorokat adtuk össze. Innen 0 < 2π

n
< 2π miatt v = 0 adódik.)Az egységgyökök szorzatával kapsolatban vegyük észre, hogy ha ε n-dik egységgyök, akkor ε is az, hiszen εn = εn = 1 = 1.Az n-dik egységgyökök tehát konjugált párokba állíthatóak, kivéve a valós egységgyököket, amelyek önmagukkal állnak párban.Vegyük észre még, hogy ha |ε| = 1, akkor ε · ε = 1. Ezért minden konjugált pár szorzata 1, és az önmagával párban álló 1hozzájárulása is 1 a szorzathoz. Tehát az összes n-dik egységgyök szorzata attól függ, hogy az ε = −1 vajon n-dik egységgyök-e:ha igen, akkor a szorzat −1, ha nem, akkor a szorzat 1. A −1 pedig pontosan akkor lesz n-dik egységgyök, ha (−1)n = 1, azazpontosan akkor, ha n páros. �Láttuk, hogy a komplex számok alkotta matematikai struktúrában nem igaz számos olyan tulajdonság, amit a valós számokonmegszoktunk, pl. nem lehet ugyanolyan értelemben beszélni a számok �nagyságáról�. Azonban nem is ez a komplex számkörbevezetésének igazi jelent®sége, hanem sokkal inkább az, hogy a valós számokon megszokott legfontosabb tulajdonságok igazak,azaz C egy ú.n. testet4 alkot, ami annyiban �jobb� a valós számtestnél, hogy ebben minden polinomnak van gyöke, más szóval,hogy algebrailag zárt. Err®l szól az algebra alaptétele:Tétel: Ha p(x) egy komplex együtthatós, legalább els®fokú polinom, akkor létezik olyan α komplex szám, melyre p(x) =

(x − α) · r(x) alakba írható, ahol r(x) egy p(x)-nél eggyel alasonyabb fokú, komplex együtthatós polinom. �Megjegyzés: A fenti tétel következménye, hogy ha p(x) valós együtthatós, akkor találunk egy α gyökét, ami vagy valós (éskiemelhetjük a gyöktényez®t) vagy α képzetes része nemnulla. Utóbbi esetben (mint az könnyen látható) α is gyöke p(x)-nek, azaz
p(x) = (x − α)(x − α)r′(x) alakba írható, ahol r′(x) egy p(x)-nél kett®vel alasonyabb fokú, valós együtthatós polinom. (Utóbbiabból adódik, hogy q(x) = (x−α)(x−α) egy valós együtthatós másodfokú polinom. (Értelemszer¶en q(x) diszkriminánsa negatív,és a másodfokú egyenlet megoldóképlete éppen α-t és α-t adja.))Az algebra alaptételének ismételt alkalmazásából az adódik, hogy minden valós együtthatós polinom felírható legfeljebbmásodfokú valós együtthatós polinomok szorzataként, és ez a tétel bár a valós számkörre vonatkozik, nehezen bizonyítható akomplex számkör megkerülésével.2. Lineáris egyenletrendszerekEgy n-ismeretlenes, m egyenletb®l álló lineáris egyenletrendszer alatt m olyan egyenl®séget értünk,melyek mindegyike n rögzített ismeretlen konstansszorosait, konstansokat és ezek összegét (ill. különb-ségét) tartalmazza. Megtehetjük, hogy minden egyes egyenletet rendezünk, azaz baloldalra gy¶jtjük azismeretlent tartalmazó tagokat, ezeket a bennük szerepl® ismeretlenek egy rögzített sorrendjében írjukfel, és jobbra rendezzük a konstansokat. Ezáltal a lineáris egyenletrendszer egy rendezett alakját kapjuk.Ebben az alakban szerepl® együtthatók és konstansok egy táblázatba rendezhet®ek. Ezek alkotják azábrán is jelzett kib®vített együtthatómátrixot. A kib®vített együtthatómátrixot léps®s alakúnak nevez-zük, ha minden sorában az els® nemnulla elem 1 (a léps®s alakban ezeket a mátrixelemeket nevezzükvezéregyeseknek), ezen kívül bármely két vezéregyes úgy helyezkedik el, hogy a feljebb lév® oszlopa balralegyen a lejjebb lév® oszlopától. Úgy is de�niálhatóak a léps®s alakú mátrixok, mint mindazon mátrixok,amik megkaphatóak a supa0 mátrixból az alábbi két lépés tetsz®leges sorrendben történ®, tetsz®legesensokszori ismételt alkalmazásával. (1): egy M mátrixhoz baloldalt hozzáveszünk egy supa0 oszlopot, ill.(2): egy M mátrixhoz balról hozzáveszünk egy supa0 oszlopot, majd a kib®vített mátrix tetejére egy
1-gyel kezd®d® (egyébként tetsz®leges) sort biggyesztünk. Az alábbi ábra hivatott szemléltetni a fentide�níiókat.4Ennek pontos jelentésével a második félévben fogunk megismerkedni; itt legyen elég annyi, hogy a most következ® line-áris algebra fejezetekben feltetelezzük ugyan, hogy a skalárokon valós számokat értünk, minden további nélkül m¶ködnekaz elmondottak komplex skalárokkal is. 5



Lineáris egyenletrendszer (kib®vített) együtthatómátrix léps®s alak
α1,1x1 + α1,2x2 + . . . + α1,nxn = b1

α2,1x1 + α2,2x2 + . . . + α2,nxn = b2...
αn,1x1 + αn,2x2 + . . . + αn,nxn = bn











α1,1 α1,2 . . . α1,n b1

α2,1 α2,2 . . . α2,n b2... ... ... ...
αn,1 αn,2 . . . αn,n bn
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A redukált léps®s alak olyan léps®s alak, aminek minden vezéregyesére igaz, hogy az adott vezére-gyes az egyedüli nemnulla elem a saját oszlopában, más szóval a vezéregyesek felett is sak 0-k állhatnaka mátrixban.Azt mondjuk, hogy (s1, s2, . . . , sn) megoldása a fenti lineáris egyenletrendszernek, ha az x1 = s1, x2 =
s2, . . . , xn = sn helyettesítés az egyenletrendszerben szerepl® összes egyenl®séget igazzá teszi. A lineárisegyenletrendszer egyértelm¶en megoldható, ha pontosan egy megoldása van. Célunk egy olyan mód-szer keresése, aminek segítségével egy lineáris egyenletrendszerr®l eldönthet®, hogy létezik-e megoldása,ha létezik, akkor pedig a megoldás(ok) könnyen megtalálható(ak). Ezért olyan operáiókat vizsgálunk,amik a megoldások halmazát nem változtatják, és segítségükkel a lineáris egyenletrendszer egy könnyenmegoldható, speiális alakú lineáris egyenletrendszerré alakítható. Célszer¶ ezeket az operáiókat a (ki-b®vített) együtthatómátrixon megadni. A kib®vített együtthatómátrix elemi sorekvivalens átalakításaitehát az alábbiak:(1) két sor felserélése,(2) valamely sor elemeinek egy λ 6= 0 számmal történ® végigszorzása, ill.(3) valamely sornak egy másik sorhoz való (elemenkénti) hozzáadása.(4) (valamely sor konstansszorosának hozzáadása egy másik sorhoz)(5) (supa 0-sor elhagyása)Állítás: Elemi sorekvivalens átalakítás során a lin. egyrsz. megoldásainak halmaza nem változik.Biz: Els®ként belátjuk, hogy az elemi sorekvivalens átalakítás után minden korábbi megoldás to-vábbra is megoldás marad, azaz supán annyi történhet, hogy olyan új megoldások keletkeznek, amikkorábban nem voltak megoldások. Ez az állítás világos, ha meggondoljuk, mit jelentenek az egyes lépé-sek az egyenletrendszer szempontjából. (1) két egyenlet felserélését, (2) egy egyenletnek egy nemnullaszámmal való végigszorzását, (3) egy egyenletnek egy másik egyenlethez való hozzáadását, míg (5) egy
0 = 0 egyenl®ség elhagyását jelenti. (4) esetén egy egyenlet konstansszorosának egy másik egyenlethezvaló hozzáadásáról van szó, ami bár közvetlenül is látszik, de megvalósítható egy (2)-es, egy (3)-as, majdegy (2)-es átalakítás egymásutánjaként is.Ezt követ®en azt kell igazolni, hogy egyik átalakítás során sem keletkezhetett új megoldás. Eztúgy bizonyítjuk, hogy mindegyik fajta átalakításról megmutatjuk, hogy (1),(2) és (3) átalakításokkalvisszakaphatjuk az eredeti egyenletrendszert, tehát az újonnan keletkezett megoldások megoldják azeredeti egyenletrendszert is, így új megoldás tényleg sehol sem léphetett be. (1) esetén ez világos, seréljükismét fel a megfelel® sorokat, ami egy (1) típusú átalakítás. (2) esetén szorozzuk meg az adott sort 1

λ
-val, ami egy (2)-es átalakítás, és az eredeti együtthatómátrixot adja vissza. Ha a (3)-as átalakításban az

i-dik sorhoz adtuk hozzá a j-dik sort, akkor szorozzuk meg a j-dik sort (−1)-gyel, adjuk hozzá az i-diksorhoz, majd ismét szorzzuk végig a j-dik sort (−1)-gyel, miáltal visszakapjuk az eredeti mátrixot, éssak (2)-es ill. (3)-as átalakítást végeztünk. Láttuk, hogy a (4)-es átalakítás (2)-es és (3)-as átalakításokegymásutánja, így az állítás arra is igaz. Az (5)-ös átalakításra az állítás közvetlenül látszik, de ezt nemfogjuk használni a továbbiakban. �Miel®tt megmutatnánk, hogyan érdemes használni a fenti átalakításokat, rögzítünk néhány mátrixosjelölést. Ha egy M mátrixnak m sora és n oszlopa van, akkor azt mondjuk, hogy M egy m × n méret¶mátrix. Rm×n a valós, m × n-es mátrixok halmazát jelöli. (Ha R helyett C-t írunk, akkor komplexmátrixokról beszélünk. Minden, amit ebben a fejezetben elmondunk, komplex mátrixokra ill. komplexegyütthatós lineáris egyenletrendszerekre is igaz. S®t: raionálisakra is.) Ha M egy mátrix, akkor Mijelöli az M mátrix i-dik sorát, M j a j-dik oszlopát, M j
i pedig az (i, j) pozíióban álló elemét.Tétel: Elemi sorekvivalens átalakításokkal tetsz®leges kib®vített együtthatómátrix léps®s alakrahozható.Biz: Megadjuk a Gauss-elimináió nev¶ eljárást, ami az (1), (2), (4) átalakítások segítségével akib®vített együtthatómátrixot léps®s alakra hozza. Az algoritmus inputja tehát az M mátrix, és az6



algoritmus rekurzív, azaz id®nként meghívja önmagát úgy, hogy bemenete egy M -nél kisebb méret¶(konkrétan, egy M -nél kevesebb oszloppal rendelkez®) mátrix. Az algoritmus kimenete egy, az M -b®lelemi sorekvivalens átalakításokkal keletkez® léps®s alak.Az M mátrix Gauss-elimináiója.1. Ha M1 = 0 (azaz M els® oszlopa supa 0), akkor hívjuk meg a Gauss-elimináiót az M els®oszlopának elhagyásával keletkez® M ′ mátrixra, és a kapott léps®s alak elé biggyesszünk egy supa0oszlopot.2. Egyébként (ha M1 6= 0), egy esetleges sorserével ((1)-es átalakítás) érjük el, hogy M1
1 6= 0 legyen.3. M1 (vagyis M els® sorának) végigszorzásával (azaz a (2) lépéssel) érjük el, hogy M1

1 = 1 legyen.4. A (4) lépés segítségével érjük el, hogy M1
i = 0 legyen minden i = 2, 3, . . . esetén. (�Kinullázzuk az

1-es alatti elemeket.�)5. Hagyjuk el M els® oszlopát és els® sorát, és hívjuk meg a Gauss-elimináiót az így keletkez®
M ′ részmátrixra. A kapott léps®s alakot egészítsük ki elöl egy supa0 oszloppal, felül pedig az iméntelhagyott sorral.Ennyi az algoritmus. Az algoritmus véges számú lépés után véget ér, hiszen legfeljebb (kétszer)
M elemszámnyi m¶velet elvégzése után egy kevesebb oszlopból álló mátrixra hívjuk meg az eljárást.(Ezért az algoritmus összességében egy m × n méret¶ mátrixon 2mn2 m¶veletet hajt végre.) Könnyenlátható, hogy az algoritmus egy m×1 méret¶ mátrix esetén nem hívja meg önmagát, hanem egy supa0oszlopot vagy egy olyan oszlopmátrixot ad, aminek fels® eleme 1, a többi pedig 0. Tehát az algoritmusaz egyoszlopú mátrixokat valóban léps®s alakra hozza. Tegyük fel, hogy ez igaz a legfeljebb n oszlopbólálló mátrixokra, és Gauss-elimináljunk egy (n + 1)-oszlopú mátrixot. Ekkor rekurzív hívás következik,ami az indukió szerint léps®s alakot szolgáltat. Ezt egy supa0 oszloppal és esetleg egy 1-essel kezd®d®sorral kiegészíve a kapott mátrix nyilván léps®s alakú.Annyi van hátra, hogy azt megmutassuk, hogy a Gauss-elimináió által szolgáltatott léps®s alakvalóban elemi sorekvivalens átalakításokkal származtatható M -b®l. Ehhez pedig mindössze annyit kellészrevenni, hogy bár a rekurzív hívások során a Gauss elimináió során használt elemi sorekvivalensátalakításokat kisebb mátrixokon hajtjuk végre, az id®közben elhagyott sorokat és supa0 oszopokat�odagondolva� azok nem változnának a lépések során. Tehát amikor visszaírjuk ®ket, helyesen járunkel.5 �Azt kaptuk, hogy a Gauss-elimináió bármely kib®vített együtthatómátrixot léps®s alakra hoz. Haredukált léps®s alak a él, akkor innen már könny¶ dolgunk van: pontosan úgy, ahogy a vezéregyesekalatt kinulláztuk az oszlopokat, a vezéregyesek felett is megtehetjük ugyanezt. Könnyen látható, hogykinullázás során a léps®s tulajdonság nem sérül, tehát ha minden vezéregyes feletti elemet kinullázunk,akkor megkapjuk a redukált léps®s alakot. Ez az alak alkalmas arra, hogy leolvassuk a megfelel® lineárisegyenletrendszer megoldásait.A kib®vített együtthatómátrix egy sorát tilos sornak nevezzük, ha benne az együtthatórész supa-
0, a kib®vít® elem pedig nemnulla.6 Világos, hogy a tilos sor egy olyan egyenletnek felel meg, hogy
0x1 + 0x2 + . . . + 0xn = b 6= 0, ahonnan azonnal adódik, hogy tilos sor felbukkanása esetén nem létezikaz egyenletrendszernek megoldása. Szabad paraméternek nevezzük a (redukált) léps®s alak vezéregyestnem tartalmazó oszlopához tartozó ismeretlent. Az iménti meg�gyelést általánosítja az alábbi tétel.Tétel: Egy lineáris egyenletrendszer pontosan akkor megoldható, ha a (redukált) léps®s alakja nemtartalmaz tilos sort. Továbbá, ha a lineáris egyenletrendszer nem tartalmaz tilos sort, akkor a szabadparaméterek értékének tetsz®leges megválasztásához egyértelm¶en létezik megoldás.Megjegyzés: A tétel els® része úgy is kimondható, hogy az egyenletrendszer pontosan akkor megoldható, ha a léps®s alakkib®vít® oszlopa nem tartalmaz vezéregyest. Annak oka, hogy a fenti formát használjuk az, hogy hangsúlyosabbá váljon, hogy egykonkrét feladat (pl Gauss-elimináióval történ®) megoldásakor egy tilos sor felbukkanása azt jelenti, hogy nins megoldás, tehátnem érdemes tovább dolgozni.Biz: Láttuk, hogy tilos sor esetén nins megoldás. Az, hogy tilos sor hiányában van megoldás, a té-tel második mondatából következik, elegend® tehát sak azt igazolni. Adjunk a szabad paramétereknektetsz®leges értékeket, mondjuk p1, p2, . . . , pk-t. Vizsgáljuk meg, milyen egyenl®ségeknek felelnek meg aredukált léps®s alak egyes sorai. Ha az adott sorban nins vezéregyes, akkor annak a 0 = 0 egyenl®ségfelel meg, ez nem túl izgalmas. Ha az xi vezéregyese van az adott sorban, akkor a megfelel® egyenl®ségnem más, mint xi +a1p1 +a2p2 + . . .+akpk = bi, ahol az aj-k a szabad paraméterek i-dik sorbeli együtt-hatói. Tehát a vezéregyesnek megfelel® sorok tekinthet®ek a megfelel® xi ismeretlen egy (egyértelm¶)értékadásának. A tétel innen azonnal adódik. �5Ha írásban kell a Gauss-elimináiót végrehajtani, akkor jobb, ha nem próbálkozzunk a fenti rekurzióval, hanem azelhagyandó sorokat és oszlopokat továbbra is akkurátusan kiírjuk.6A tilos sor a (redukált) léps®s alakban annak felel meg, hogy a kib®ví® oszlopban megjelenik egy vezéregyes.7



Köv.: (1) A lineáris egyenletrendszer pontosan akkor oldható meg egyértelm¶en, ha a (redukált)léps®s alakban nem létezik sem tilos sor, sem szabad paraméter, azaz minden oszlopban van vezéregyes.(2) Ha egy lineáris egyenletrendszernek létezik és egyértelm¶ a megoldása, akkor legalább annyiegyenlet van, mint ahány ismeretlen.Biz: (1): Ha egyértelm¶ a megoldás, akkor nins tilos sor, hisz létezik megoldás. Nins továbbá szabadparaméter sem, hisz az tetsz®leges értéket felvehetne. Másfel®l, ha nins tilos sor, akkor létezik megoldás,és ha ezen túlmen®en szabad paraméter sins, akkor azoknak sak egyféleképp lehet tetsz®leges értéketadni, így az el®z® tétel szerint a megoldás egyértelm¶.(2): Ha egyértelm¶ a megoldás, akkor nins szabad paraméter, vagyis minden oszlopban van vezére-gyes, és ezek a vezéregyesek különböz® sorokban találhatóak. A sorok száma (azaz az egyenletek száma)tehát nem lehet kisebb az oszlopok számánál, vagyis az ismeretlenek számánál. �Homogén lineáris egyenletrendszernek nevezünk egy egyenletrendszert, ha a kib®vített együtthatómátrix jobb oldali oszlopasupa0, azaz a megfelel® egyenletek mindegyikének 0 áll a jobb oldalán. Világos, hogy egy homogén lineáris egyenletrendszerkib®vített együtthatómátrixában sosem keletkezhet tilos sor az elemi sorekvivalens átalakítások hatására, hisz a jobboldal mind-végig 0 lesz. Csakugyan: minden homogén lineáris egyenletrendszernek létezik megoldása, mégpedig az ú.n. triviális megoldás,ami minden ismeretlennek 0 értéket ad. A nemtriviális megoldás létezésének elégséges feltételét adja a következ® tétel.Állítás: Ha egy homogén lineáris egyenletrendszer több ismeretlent tartalmaz, mint ahány egyenletet, akkor van nemtriviálismegoldása.Biz: A kib®vített együtthatómátrixnak több oszlopa van, mint sora, így a legfeljebb sorszámnyi vezéregyes nem foglalhat elminden oszlopot, tehát van szabad paraméter. Ezek értékeit nemnullának választva pedig nemtriviális megoldást kapunk. �2.1. KoordinátageometriaA koordinátageometriai számítások egy lehetséges példa a lineáris egyenletrendszerek alkalmazására.Tudjuk, hogy a háromdimenziós tér pontjai egyértelm¶en jellemezhet®ek egy valós számhármassal, márpersze, amennyiben el®zetesen rögzítettünk egy derékszög¶ koordinátarendszert. Természetes kérdés,hogy hogyan jellemezhet®ek különféle térbeli alakzatok, illetve azok metszetei. Térbeli alakzatokon mosta pontot, az egyenest és a síkot értjük.Tegyük fel tehát, hogy S egy sík a térben, és n = (a, b, c) egy normál-vektora, azaz egy olyan nemnulla vektor, ami az S sík minden egyeneséremer®leges. Legyen még p = (p1, p2, p3) az S sík egy pontja, és legyen az S′sík az S sík (−p1,−p2,−p3) vektorral való eltoltja, ami tehát tartalmazzaaz origót. Világos, hogy S′ pontjai pontosan az (x− p1, y− p2, z− p3) alakúpontok lesznek, ahol (x, y, z) az S sík egy tetsz®leges pontja. S

n = (a, b, c)

S′

z

x

y p = (p1, p2, p3)

Azt is tudjuk, hogy az S′ sík pontosan azokat a pontokat tartalmazza, amelyekbe az origóból mutatóhelyvektor mer®leges az S′ (és így az S) sík n normálvektorára, azaz az (x − p1, y − p2, z − p3) és az
(a, b, c) vektorok skaláris szorzata 0: a(x− p1)+ b(y− p2)+ c(z − p3) = 0. A sík egyenlete ennek alapján
ax + by + cz = ap1 + bp2 + cp3 lesz, azaz pontosan azok az (x, y, z) koordinátákkal jellemzett pontoklesznek S-ben, amik megoldják az iménti egyenletet.Ha egy e egyenes pontjait szeretnénk jellemezni, akkor kiindulhatunk
e egy p = (p1, p2, p3) pontjából és az e egy nemnulla v = (v1, v2, v3) irány-vektorából. Az e egyenes pontjai pontosan azok az (x, y, z) koordinátájúpontok lesznek, amik el®állnak (x, y, z) = (p1, p2, p3) + λ(v1, v2, v3) alak-ban valamely λ ∈ R esetén, azaz a koordináták kielégítik az x − v1λ = p1,
y − v2λ = p2 és z − v3λ = p3 egyenletrendszert, ami 3 egyenletb®l áll és 4ismeretlent (x, y, z, λ) tartalmaz. z

x

y v = (v1, v2, v3)

p = (p1, p2, p3)Ha ennek az egyenletrendszernek felírjuk a kib®vített együtthatómátrixát, látjuk, hogy ez már egyredukált léps®s alak, ahol az x, y és z-nek megfelel® oszlpokban vannak a vezéregyesek. Megtehet®azonban, hogy a kib®vített együtthatómátrix oszlopait nem x, y, z, λ sorrendben írjuk fel, és ekkor el-végezhet® lesz a Gauss-elimináió úgy, hogy a λ ne szabad paraméter legyen, hanem az oszlopábanvezéregyes álljon. Minthogy mi sak x, y, z-re akarjuk megoldani az egyenletrendszert, az az egyenl®ség,ami a λ vezéregyesének sorához tartozik, egyszer¶en elhagyható. Marad tehát 2 egyenlet, mindegyikbensak x, y, z a változók, és megoldásai pontosan az e egyenes pontjainak koordinátái lesznek.Láttuk tehát, hogy a síkot egy egyenlet, az egyenes pontjait két egyenlet írta le. Világos az is, hogya �pont egyenlete� voltaképpen egy három egyenletb®l álló lineáris egyenletrendszer: a p = (p1, p2, p3)ponthoz az x = p1, y = p2, z = p3 egyenletrendszer tartozik. Ha pedig a fent leírt halmazok (pont,egyenes, sík) közül néhánynak a közös pontjait kell meghatároznunk, akkor az eljárás az lehet, hogymindegyik ponthalmaznak felírjuk az egyenlet(rendszer)ét, ezeket egy közös egyenletrendszernek te-kintve, azt Gauss-elimináióval megoldjuk. Ha nins megoldás, akkor a metszet értelemszer¶en üres,egyébként a redukált léps®s alakban szerepl® egyenletek számától függ®en a megoldás egy pont, egyegyenes vagy éppen egy sík lesz. 8



3. VektorterekDef: A V halmazt R feletti vektortérnek mondjuk7, ha(1) (V, +) kommutatív soport, azaz az összeadásra az alábbi azonosságok igazak
∀u, v, w ∈ V esetén (ö1) u + (v + w) = (u + v) + w, (ö2) u + v = v + u,(ö3) létezik 0 ∈ V : u + 0 = u, (ö4) létezik −u ∈ V , amire u + (−u) = 0(2) A skalárral való szorzásra az alábbi szorzásaxiomák teljesülését kivánjuk meg: ∀λ, κ ∈ R, ∀u, v ∈ V(sz1) (λ + κ)u = λu + κu, (sz2) λ(u + v) = λu + λv, (sz3) (λκ)u = λ(κu), (sz4) 1u = uMegjegyzés: A fenti de�níió valójában a valós vektortér de�níiója. Ha az R halmaz helyett Qvagy C állna, akkor beszélhetnénk raionális ill. komplex vektortérr®l. A vektortér skalárjaitól az elvárás,hogy rajtuk legyen egy összeadás és egy szorzásm¶velet, mellyel ú.n. testet alkotnak. A testekkel kés®bbfoglalkozunk, itt elegend® a valós vektorterekre konentrálni.Példa: (1) R (és minden test) vektortér önmaga felett.(2) A síkbeli (térbeli) vektorok vektorteret alkotnak R felett.(3) A valós számokból alkotott n hosszú sorozatok is vektorteret alkotnak R felett, ahol (x1, x2, . . . , xn)+
(y1, y2, . . . , yn) = (x1 + y1, x2 + y2, . . . , xn + yn), illetve λ(x1, x2, . . . , xn) = (λx1, λx2, . . . , λxn). Világos,hogy az (1) ill. (2) példák a (3) speiális esetei n = 1 ill. n = 2, 3 esetén.(4) Az n × k méret¶ (valós) mátrixok is vektorteret alkotnak R felett, ha az összeadást elemenként, askalárral való szorzást pedig az összes mátrixelem végigszorzásaként értelmezzük.Az n = 1 eset épp az el®z® példát adja.(5) A valós polinomok is vektorteret alkotnak R felett, a legfelejebb n-edfokú polinomok szintén.(6) A valós számok mindegyikéhez egy valós számot rendel® (f : R → R típusú) függvények R felettvektorteret alkotnak, ahol az összeadás az (f+g)(x) := f(x)+g(x), a skalárral szorzás pedig a (λ·f)(x) :=
λ · f(x) azonossággal értelmezhet®.Tétel: Ha V egy valós vektortér, akkor az (1) λ0 = 0 ∀λ ∈ R, (2) 0v = 0 ∀v ∈ V ,(3) (−1)v = −v ∀v ∈ V , (4) λv = 0 ⇒ (λ = 0 vagy v = 0) teljesülnek.Biz: (1): 0 = λ0+(−λ0) = λ(0+0)+(−λ(0)) = (λ0+λ0)+(−λ0) = λ0+(λ0+(−λ0)) = λ0+0 = λ0.(2): 0 = 0v + (−0v) = (0 + 0)v + (−0v) = (0v + 0v) + (−0v) = 0v + (0v + (−0v)) = 0v + 0 = 0v .(3): (−1)v = (−1)v + 0 = (−1)v + (v + (−v)) = ((−1)v + v) + (−v) = ((−1)v + 1v) + (−v) =
(1 − 1)v + (−v) = 0v + (−v) = 0 + (−v) = −v .(4): Láttuk, hogy λ = 0 ill. v = 0 esetén λv = 0. Tegyük fel most, hogy λv = 0, és λ 6= 0. Azt kelligazolnunk, hogy v = 0. Tessék: 0 = 1

λ
0 = 1

λ
(λv) = ( 1

λ
λ)v = 1v = v.8 �Def: A W ⊆ V részhalmaz a V valós vektortér altere, ha W is valós vektortér a V vektortérm¶veleteire. Jelölése: W ≤ V .Példa:Tétel: Ha V vektortér, akkor ∅ 6= W ⊆ V pontosan akkor altere V -nek, ha zárt a vektorösszeadásraés a skalárral való szorzásra.Biz:Világos, hogy ha W altér, akkor sem a vektorösszeadás, sem a skalárral való szorzás nem vezethetki W -b®l. Az elégségességhez �gyeljük meg, hogy a m¶veletek zártságából azonnal adódnak az (ö1,ö2),ill. az (sz1, sz2, sz3, sz4) axiomák, így supán (ö3,ö4)-t kell ellen®rizni. Mivel ∅ 6= W , ezért létezik egy

w ∈ W , ahonnan −w = (−1)w ∈ W a skalárral szorzás zártsága miatt. Innen pedig 0 = w + (−w) ∈ W ,tehát (ö3,ö4) is teljesül. �Def: Legyen V valós vektortér. A v1, v2, . . . vn vektorok lineáris kombináiója a∑n
i=1 λivi = λ1v1 +

λ2v2 + . . . + λnvn vektorösszeg, ahol λi ∈ R. A ∑n
i=1 λivi lin. komb. triviális, ha ∀λi = 0.Def: Azt mondjuk, hogy a v ∈ V vektort generálja a V vektortér U részhalmaza, ha v el®áll Unéhány (véges sok) vektorának lineáris kombináiójaként. (Azaz, ha létezik egy n ∈ N szám, és léteznek

u1, u2, . . . , un ∈ U vektorok úgy, hogy v =
∑n

i=1 λiui teljesül alkalmas λi-ket választva.) Az U részhalmazgenerálta vektorok halmazát 〈U〉 jelöli. Egy g1, g2, . . . gn véges vektorrendszer által generált vektorokhalmazát 〈g1, g2, . . . gn〉-vel jelöljük. Az U ⊆ V halmaz generálja a W ≤ V alteret, ha minden vektorátgenerálja, azaz, ha W ⊆ 〈U〉. Ha ezen túl még U ⊆ W is teljesül, akkor U -t a W generátorrendszerénekmondjuk.A lineáris kombináió valójában annak a ténynek pontos leírása, hogy vektorok egy adott U halma-zából a vektortér m¶veleteinek segítségével hogyan lehet el®állítani egy újabb v vektort. Ilyenformán
〈U〉 nem más, mint mindazon v vektorok halmaza, amiket megkaphatunk az U elemeib®l a vektortér7R elemeit skalároknak nevezzük8(3) és (4) bizonyításához szükség volt az (sz4) axiomára is. Ha ez az axioma nem lenne, akkor módosíthatnánk egytetsz®leges vektortéren a skalárral való szorzást úgy, hogy λv := 0 teljesüljön minden λ ∈ R és minden v ∈ V esetén. Azígy kapott struktúra az (sz4) kivételével minden vektortéraxiomát teljesít.9



m¶veleteinek alkalmazásával. Ezen szemlélet szerint 〈U〉 bizonyosan zárt a m¶veletekre, így korábbi tételszerint altér. Ezt be is bizonyítjuk az alábbiakban.Tétel: Tetsz®leges vektorrendszer által generált vektorok alteret alkotnak, azaz 〈U〉 ≤ V bármely
U ⊆ V esetén.Biz: A m¶veletekre való zártságot kell ellen®riznünk, azaz, hogy U néhány elemének egy line-áris kombináióját a λ skalárral megszorozva lineáris kombináiót kapunk, illetve, hogy két lineá-ris kombináió összege is lineáris kombináió. Az els® esetben legyen v :=

∑n
i=1 λiui, ekkor λv =

λ(λ1u1 + λ2u2 + . . . λnun) = λ · λ1u1 + λ · λ2u2 + . . . + λ · λnun =
∑n

i=1 λλiui, ami valóban lineáriskombináió. Az összeg esetén legyen v =
∑n

i=1 λiui az egyik, ill. w =
∑m

j=k κjuj a másik lineáris kombi-náió. Feltehetjük, hogy k ≤ n olyan, hogy az uk, uk+1, . . . un vektorok közösek a két felírásban, a többivektor pedig nem. Ekkor a lineáris kombináiók átrendezésével (az (ö1, ö2) illetve az (sz1) axiomákfelhasználásával) a v + w =
∑k−1

i=1 λiui +
∑n

i=k(λi + κi)ui +
∑m

i=n+1 κiui alak adódik, ami szintén egylineáris kombináió, és ilyenformán v + w ∈ 〈U〉 . �Def: A v1, v2, . . . , vn vektorrendszer (lineárisan) független, ha sak a triviális lineáris kombináiójukállítja el® a 0-t, azaz, ha ∑n
i=1 λivi = 0 ⇒ ∀λi = 0. A fenti rendszer (lineárisan) összefügg®, ha nemlin.ftn, azaz, ha a 0 el®áll nemtriv. lin. komb.-ként is: ∑n

i=1 λivi = 0, és λi 6= 0 valamely i-re.9Állítás: A v1, v2, . . . , vn vektorrendszer pontosan akkor független, ha egyik vk sem áll el® a maradék
vj vektorok lineáris kombináiójaként.Biz: Világos, hogy ha vk =

∑

i6=k λivi, akkor a 0 =
∑

i6=k λivi + (−1) · vk egy nemtriviális lineáriskombináió, hiszen vk együtthatója −1. Ha tehát vk el®áll lineáris kombináióként, akkor a rendszerösszefügg®. Másfel®l, ha {v1, v2, . . . , vn} összefügg®, azaz nem lin. ftn, akkor a 0 el®áll nemtriviálislineáris kombináióként, pl. 0 =
∑n

i=1 λivi alakban, ahol (mondjuk) λk 6= 0. Ekkor átrendezéssel λkvk =
∑

i6=k −λivi, ahonnan vk = 1
λk

∑

i6=k −λivi =
∑

i6=k − λi

λk
vi adódik, ami épp vk el®állítása a maradékvektorok lineáris kombináiójaként. �Def: A {b1, b2, . . . , bn} vektorrendszer a V vektortér bázisa, ha lin. ftn. és generálja V -t.Tétel: A {b1, b2, . . . , bn} pontosan akkor bázisa V -nek, ha ∀v ∈ V egyértelm¶en áll el® a bi-k lin.komb.jaként.Biz: Tegyük fel, hogy {b1, b2, . . . , bn} bázis. Ekkor V minden vektora el®áll lineáris kombinái-óként, hiszen a bázis generátorrendszer. Azt kell látnunk, hogy a lineáris kombináióként történ®felírás egyértelm¶. Tegyük fel, hogy v =

∑n
i=1 λibi =

∑n
i=1 κibi két felírás. Ekkor átrendezéssel

0 =
∑n

i=1 λibi −
∑n

i=1 κibi =
∑n

i=1(λi − κi)bi, ahonnan a bi függetlensége miatt λi − κi = 0 követ-kezik minden i-re. Eszerint λ1 = κ1, λ2 = κ2, . . . , λn = κn, tehát a felírás sakugyan egyértelm¶.Most tegyük fel, hogy a V bármely eleme egyértelm¶en állítható el® a b1, b2, . . . , bn vektorok lineá-ris kombináiójaként. E vektorok tehát generátorrendszert alkotnak, sak a lineáris függetlenséget kellellen®rizni. Ha lineárisan összefügg®ek lennének, akkor valamelyikük (mondjuk bk) el®állna maradékvektorok lineáris kombináiójaként, de ez ellentmondás, ugyanis bk nem állna el® egyértelm¶en, hisz
bk = 1 · bk egy, az említett®l különböz® el®állítás lenne. �Def: Az u ∈ V vektor B = {b1, b2, . . . , bn} bázis szerinti koordinátái α1, α2, . . . , αn, ha u =

∑n
i=1 αibi. Az u B szerinti koordinátavektora az [u]B :=

(

α1...
αn

) oszlopvektor.Def: A V vektortér dimenziója a V egy tetsz®leges B bázisának elemszáma.Kiserélési tétel: Ha F = {f1, f2, . . . , fn} ftn és G = {g1, g2, . . . , gk} generálja V -t, akkor tetsz®le-ges fi-hez (i = 1, 2, . . . , n) létezik gj (j = 1, 2, . . . , k) úgy, hogy F \ {fi} ∪ {gj} független.Biz: Indirekt bizonyítunk, azaz feltesszük, hogy valamelyik fi-hez nem létezik gj . Rögzítsük ezt az fi-t, és vizsgáljuk meg, mit jelent az, hogy F \{fi}∪{gj} nem lineárisan független. Mivel F \{fi} lineárisanfüggetlen, ezért ha F \ {fi} ∪ {gj} egy nemtriviális lineáris kombináiója 0-t ad, akkor gj együtthatójanemnulla, azaz gj el®állítható az f \{fi}-beli vektorok lineáris kombináiójaként. Ez minden gj vektorraigaz, tehát g1, g2, . . . gk ∈ 〈F \ {fi}〉. Ekkor azonban a gj-k által generált vektorokat is generálják az
F \ {fi}-beli vektorok (hiszen a generált altér zárt a m¶veletekre, így a lineáris kombináióra is), tehát
fi ∈ 〈g1, g2, . . . gk〉 ⊂ 〈F \{fi}〉, ahol az els® reláió a gj-k generátortulajdonságából adódik. Azt kaptuk,hogy fi-t generálják a maradék F -beli vektorok, ami ellentmond F függetlenségének. �Köv.: Ha f1, f2, . . . fn lineárisan függetlenek és a g1, g2, . . . gk vektorok generálják V -t, akkor n ≤ k.Biz: A kiserélési tétel által biztosított módon (tehát a függetlenség megtartásával) seréljük kisorban az f1, f2, . . . , fn vektorokat egy-egy gj-re. Az fn seréje után egy olyan n vektorból álló, lineárisan9Teljesen hasonlóan de�niálható egy U ⊆ V részhalmaz lineáris függetlensége is, de mi megelégszünk a fentivel annakokán, hogy sak olyan vektorterekkel fogunk részletesebben foglalkozni, amikben minden lineárisan független halmaz véges.(Más szóval: a számunkra érdekes vektorterek bármely végtelen halmaza lineárisan összefügg®.)10



független rendszert kapunk, amiben minden fi helyett egy-egy gj áll. Ha két különböz® fi helyéreis ugyanaz a gj kerül, akkor a kapott rendszer nem lesz független: az egyik gj-nek 1, a másiknak −1együtthatót adva (a többit pedig 0-nak választva) egy 0-t adó nemtriviális, lineáris kombináiót kapnánk.Tehát a beserélt gj-k mindegyike különböz®, így a gj-k száma legalább akkora, mint az fi-ké. �Köv.: Vektortér bármely két bázisa azonos elemszámú. A dimenzió fogalma jólde�niált.Biz: Legyenek B1 és B2 a V tér bázisai. Mivel B1 ftn, és B2 generátorrendszer, ezért az el®z®következmény miatt |B1| ≤ |B2|. B2 függetlenségéb®l és B1 generátortulajdonságából pedig |B2| ≤ |B1|adódik, ahonnan az állítás rögtön következik. �Megjegyzés: Jegyezzük meg, hogy a fent kimondott állítások olyan vektorterekre vonatkoznak, amik végesen generáltak,azaz létezik véges generátorrendszerük. Nem minden vektortér ilyen: nem végesen generált pl a valós polinomok vektortere, vagyaz azt altérként tartalmazó valós függvények vektortere sem. Bár a nem végesen generált vektorterek matematikája legalább olyanérdekes, mint a végesen generáltaké, mi megelégszünk azzal, hogy a továbbiakban sak az utóbbi típusúakkal foglalkozunk. (Ígypl. a bázis mindig egy véges halmazt fog jelenteni.)Tétel: Ha F ⊆ V ftn és a G ⊆ V halmaz generálja a V (végesen generált) vektorteret, akkor léteznek
F ⊆ B1 ill. B2 ⊆ G bázisok. Más szóval: ha a V vektortér végesen generált, akkor tetsz®leges lineárisanfüggetlen részhalmaz kiterjeszthet® a teljes tér egy bázisává, ill. tetsz®leges generátorrendszer tartalmazegy bázist.Biz: Legyen G′ = {g1, g2, . . . , gk} a V vektortér egy véges generátorrendszere! �Hízlaljuk fel� az Fhalmazt úgy, hogy egyesével megpróbáljuk G′ soron következ® elemét hozzávenni a már eddig felhízlalthalmazhoz, arra ügyelve, hogy sak akkor vesszük be az aktuális gj-t, ha a keletkez® halmaz ezáltal line-árisan független marad. Legyen B1 az összes G′-beli ellen®rzése után kapott felhízlalt halmaz. Világos,hogy F ⊆ B1, továbbá, hogy B1 független. Azt kell supán igazolni, hogy B1 generálja V -t. Ez abból kö-vetkezik, hogy B1 generálja a G′ generátorrendszer minden elemét. Ha ugyanis gj ∈ B1, akkor ez világos,különben pedig gj ellen®rzésekor egy ftn rendszerb®l lineárisan összefügg®t kaptunk gj hozzávételével,tehát gj már el®állt egyszer az aktuális független halmaz elemeinek lineáris kombináiójaként. Így el®álla kib®vített B1 halmaz elemeinek lineáris kombináiójaként is. Márpedig, ha B1 a G′ minden elemétgenerálja, akkor minden G′ által generált vektort is generál, azaz a teljes vektortér generátorrendszerétkaptuk.A B2 bázis el®állításához válasszuk ki G egy tetsz®leges nemnulla elemét, mondjuk b1-t. Ha 〈b1〉 = V ,akkor kész vagyunk, hisz máris találtunk egy bázist. Tegyük fel, hogy G-b®l már korábban kiválasztot-tuk a b1, b2, . . . , bl lineárisan független elemeket. Ha 〈b1, b2, . . . , bl〉 = V , akkor kész vagyunk, hisz egylineárisan független generátorrendszert találtunk. Egyébként 〈b1, b2, . . . , bl〉 6= V = 〈G〉, tehát létezik
G-nek olyan eleme (mondjuk bl+1), ami nem áll el® a b1, b2, . . . bl elemek lineáris kombináiójaként.A lineáris függetlenségre korábban bizonyított összefüggés alapján ekkor b1, b2, . . . , bl, bl+1 is lineárisanfüggetlen lesz. Mivel G′ a V tér egy k-elem¶ generátorrendszere, minden lineárisan független rendszerlegfeljebb k-elem¶ lehet, tehát a fenti b®vítést legfeljebb k-szor tudjuk megtenni. Eszerint legkés®bb a
k-dik lépésben a bi vektorok generálják a teljes V teret, azaz megkaptunk egy B2 ⊆ G bázist. �Állítás: (1) U ≤ V ⇒ dimU ≤ dimV . (2) Az alábbi 5 állítás ekvivalens.(a) dimV = n ⇐⇒ (b) ∃n-elem¶ ftn, és minden n-elem¶ ftn bázis ⇐⇒ () ∃n-elem¶ generárorrsz., ésminden n-elem¶ gen.rsz. bázis ⇐⇒ (d) ∃n-elem¶ ftn, és bármely (n + 1) vektor öf ⇐⇒ (e) ∃n-elem¶gen.rsz., és 6 ∃(n − 1) elem¶ gen.rsz.Biz: (1): Legyen B az U altér egy bázisa. Mivel B független V -ben, ezért B kiegészíthet® V bázisává,tehát V bázisának legalább annyi eleme van, mint U -énak.(2): (a) ⇒ (b): Ha dim V = n, akkor létezik n-elem¶ bázis, ami egy n-elem¶ lineárisan ftn generátorrendszer. Létezik tehát
n-elem¶ ftn. Ha F egy n-elem¶ független, akkor az létezik F -t tartalmazó bázis, de a bázisok elemszámának egyenl®sége miatt ezsak F lehet.(b) ⇒ (): Létezik n-elem¶ független, így minden generátorrendszer legalább n-elem¶. Mivel létezik n-elem¶ bázis, ezért ha
G egy n-elem¶ generátorrendszer, akkor bármely G által tartalmazott bázis is n-elem¶, tehát az sakis G lehet.() ⇒ (d): Létezik n-elem¶ generátorrendszer, ezért nem létezhet legalább (n+1)-elem¶ független. Azt is tudjuk, hogy létezik
n-elem¶ bázis, ami egyúttal egy n-elem¶ ftn.(d) ⇒ (e): Mivel van n-elem¶ független, minden generátorrendszer is legalább n-elem¶. Ha pedig G egy generátorrendszer,akkor az általa tartalmazott bázis nem lehet legalább (n + 1)-elem¶, hisz bármely n + 1 elem öf.(e) ⇒ (a): A vektortér dimenziója nem más, mint egy olyan generátorrendszerének elemszáma, amely generátorrendszer nemtartalmaz valódi részhalmazként generátorrendszert. Az (e) feltétel szerint ez sakis n lehet. �4. Lineáris leképezésekDef: Az U, V valós vektorterek között ható A : U → V függvény egy lineáris leképezés, ha(1) A(u + v) = A(u) + A(v) ∀u, v ∈ U ill. (2) A(λu) = λA(u) ∀λ ∈ T, ∀u ∈ U teljesül.Lineárisnak tehát a m¶velettartó leképezést nevezzük. Könnyen látható, hogy az (1,2) tulajdonságokhelyett megkívánhatnánk az alábbi tulajdonságot:(3) A(λu + µv) = λA(u) + µA(v) ∀u, v ∈ V, ∀λ, µ ∈ R. Ha ugyanis A lineáris, akkor A(λu + µv) =
A(λu) + A(µv) = λA(u) + µA(v). Másrészt ha (3) fenáll, akkor λ = µ = 1 esetén (1), míg µ = 0 helyettesítéssel (2) következik.11



Azt is egyszer¶en (n szerinti indukióval) adódik, hogy (3) ekvivalens a formálisan többet kívánó(3') A(
∑n

i=1 λivi) =
∑n

i=1 λiA(vi) ∀n ∈ N, ∀v1, v2, . . . , vn ∈ V, ∀λ1, λ2, . . . , λn ∈ Rfeltétellel. Eszerint a lineáris leképezés nem más, mint olyan leképezés, ami tetsz®leges lineáris kom-bináiót a képek ugyanolyan együtthatós lineáris kombináiójába képez. Az U és V közötti lineárisleképezések halmazát Hom(U, V ) jelöli. Az A : V → V (azonos terek között ható) lineáris leképezéstlineáris transzformáiónak hívjuk.Példa: (1) A síkvektorokon az x tengelyre vetítés,(2) a síkvektorokon az origó körüli (nyújtva)forgatás,(3) a síkvektoroknak egy origón átmen® egyenesre tükrözése,(4) a 2 × 2-es mátrixokhoz 2 × 3-as mátrixok hozzárendelése ( a b
c d

)

7→
(

b 0 2c − a
d d 3d

) szerint,(5) A polinomok vektorterén a deriválás, azaz p(x) 7→ p′(x). A m¶velettartás a deriválás azonosságaimiatt igaz: (p + q)′(x) = p′(x) + q′(x), ill. (λp)′(x) = λp′(x).Állítás: A lineáris leképezés egyértelm¶en meghatározható a báziselemek képeinek megválasztásá-val. Pontosabban: Ha U és V valós vektorterek, az u1, u2, . . . , un vektorok az U bázisát alkotják és
v1, v2, . . . , vn tetsz®leges, V -beli vektorok, akkor pontosan egy olyan A ∈ Hom(U, V ) lineáris leképezéslétezik, amire A(ui) = vi ∀i.Megjegyzés: A fenti állítás egyik haszna, hogy segítségével könnyen meg tudunk adni egy lineá-ris leképezést (t.i. egy tetsz®leges bázis vektorainak képét kijelölve), és ez remekül jön, ha valamilyenspeiális tulajdonságot kielégít® lineáris leképezést kell konstruálnunk például a zh-ban.Biz: Tegyük fel, hogy létezik a kívánt lineáris leképezés, megmutatjuk, hogy egyértelm¶. Legyenugyanis u ∈ U tetsz®leges vektor. Ekkor u egyértelm¶en áll el® az U adott bázisának lineáris kombináió-jaként, mondjuk u =

∑n
i=1 λiui alakban. Ekkor A feltételezett linearitása miatt A(u) = A(

∑n
i=1 λiui) =

∑n
i=1 λiA(ui) =

∑n
i=1 λivi, tehát (ha A valóban létezik, akkor) A(u) egyértelm¶en meghatározott.Csupán azt kell ezek után bebizonyítani, hogy az imént de�niált A leképezés lineáris, azaz m¶velet-tartó. Legyen mondjuk u =

∑n
i=1 λiui, v =

∑n
i=1 µiui és λ ∈ R. Az összeadásra az adódik, hogy

A(u + v) = A(
∑n

i=1 λiui +
∑n

i=1 µiui) = A(
∑n

i=1 λiui + µiui) = A(
∑n

i=1(λi + µi)ui) = 10∑n
i=1(λi +

µi)vi =
∑n

i=1 λivi + µivi =
∑n

i=1 λivi +
∑n

i=1 µivi =1 0A(u) + A(v),ill. A(λ u) = A(λ
∑n

i=1 λiui) = A(
∑n

i=1 λλiui) =10
∑n

i=1 λλivi = λ
∑n

i=1 λivi = λA(u) . �Def: Az A : U → V lineáris leképezés magtere KerA := {u ∈ U : A(u) = 0},képtere pedig ImA := {A(u) : u ∈ U} .Szavakban: a magtér mindazon U -beli vektorokból áll, amik a V tér nullvektorábaképz®dnek, a képtér pedig a V tér mindazon elemeinek halmaza, amik el®állnak va-lamely U -beli vektor képeként. (Ld. az ábrát.)Példa: A lineáris leképezésre adott korábbi példákban (1) az x tengelyre vetítés-nél a képtér az x, a magtér az y tengely, (2-3) az origó körüli (nyújtva)forgatás ill.origón áthaladó tengelyre tükrözéskor a képtér a teljes sík, a magtér pedig egyedül azorigót tartalmazza. ImAA

KerA

U V

0A (4)-beli 2× 2-es mátrixok leképezésekor rendre az ( x 0 y
z z 3z

) ill. a ( 2x 0
x 0

) alakú mátrixok alkotjáka képteret ill. a magteret.Az (5) deriválás esetén a képtér az összes valós polinom halmaza (hisz minden polinomnak vanprimitív függvénye, ami polinom), a magtér pedig a konstans polinomok halmaza.Állítás: Ha A ∈ Hom(U, V ), akkor KerA ≤ U és ImA ≤ V , tehát a magtér ill. képtér nevükhözméltóan egyaránt alterek.Biz: Elegend® azt igazolni, hogy mindkét halmaz zárt a m¶veletekre. A magtér esetén, ha u, v ∈ KerAés λ ∈ R, akkor A(u + v) = A(u)+A(v) = 0+ 0 = 0, azaz u + v ∈ KerA, ill. A(λu) = λA(u) = λ0 = 0,tehát λu ∈ KerA. A képtérre pedig tetsz®leges A(u),A(v) ∈ ImA és λ ∈ R mellett A(u) + A(v) =
A(u + v) ∈ ImA, ill. λA(u) = A(λu) ∈ ImA adódik. �Dimenziótétel: Ha A : U → V lin. lekép., akkor dimKerA + dim ImA = dimU .Biz: LegyenB′ := {b1, b2, . . . , bk} a KerA vektortér egy bázisa. Mivel B′ független az U vektortérben,ezért létezik U -nak egy B′-t tartalmazó bázisa, mondjuk B = {b1, b2, . . . , bk, bk+1, . . . , bn} . Világos, hogy
dimKerA = k és dimU = n, így azt kell supán igazolni, hogy dim ImA = n − k. Ezt úgy bizonyítjuk,hogy megmutatjuk, hogy az A(bk+1),A(bk+2), . . . ,A(bn) vektorok az ImA tér egy bázisa. Azt kell tehátigazolununk, hogy az említett vektorok generálnak minden ImA-beli vektort, ráadásul függetlenek. Le-gyen tehát A(u) a képtér egy tetsz®leges vektora. Legyen az u =

∑n
i=1 λibi az u el®állítása a B bázisban.Ekkor A(u) = A(

∑n
i=1 λibi) =

∑n
i=1 λiA(bi) =

∑n
i=k+1 λiA(bi), hiszen A(b1) = A(b2) = . . . = A(bk) =

0, tehát valóban generátorrendszerrel van dolgunk. A lineáris függetlenséghez tegyük fel, hogy a 0 el®áll10Itt használjuk, hogy A-t hogyan de�niáltuk a bázis lineáris kombináióin.12



lineáris kombináióként: 0 =
∑n

i=k+1 λiA(bi) = A(
∑n

i=k+1 λibi), tehát u :=
∑n

i=k+1 λibi ∈ KerA. Deekkor az u vektor felírható a B′ bázisban, azaz a b1, b2, . . . bk vektorok lineáris kombináiójaként is:
u =

∑k
i=1 µibi =

∑n
i=k+1 λibi, ahonnan 0 =

∑k
i=1(−µi)bi +

∑n
i=k+1 λibi, ami a B bázis lineáris függet-lensége miatt sakis triviális lineáris kombináió lehet. Eszerint λk+1 = λk+2 = . . . = λn = 0, azaz akiindulási lineáris kombináió is triviális volt, a szóbanforgó rendszer valóban független, így sakugyanaz ImA tér bázisa. �Def: Az A : U → V leképezés izomor�zmus ha lineáris (azaz A ∈ Hom(U, V )) és bijekió (azazkölsönösen egyértelm¶). A R feletti U és V vektorterek izomorfak, ha létezik köztük izomor�zmus.Jelölése: U ∼= V .Állítás: (1) Az A : U → V lin. lekép. (izomor�zmus) ⇐⇒ KerA = {0} és ImA = V .(2) Ha dimV = n, akkor V ∼= Rn. (3) Ha U, V R feletti, végesen generált, valós vektorterek, akkor

dimU = dimV ⇐⇒ U ∼= V .Biz: (1): ⇒: Ha A izomor�zmus, akkor bijekió, így ImA = V , és a dimenziótétel miatt dimKerA =
0, ahonnan KerA = {0}.

⇐: A kölsönös egyértelm¶séget kell igazolni. Minden elem el®áll képként, hisz ImA = V . Ha A(u) =
A(v), akkor 0 = A(u)−A(v) = A(u−v), azaz u−v ∈ KerA, tehát 0 = u−v, vagyis u = v. Azt kaptuk,hogy A sakugyan kölsönösen egyértelm¶.(2): Legyen B a V vektortér egy (n-elem¶) bázisa. Könnyen látható, hogy ha minden V -beli vektornakmegfeleltetjük a koordinátavektorát (sorvektorként felírva), akkor egy bijektív lineáris leképezést kapunk
Rn-be, és ez bizonyítja az izomor�át.(3): (2) alapján U ∼= Rn ∼= V , ami azt jelenti, hogy U ∼= V . �4.1. Lineáris leképezések mátrixaiA lineáris leképezések tanulmányozásának fontos eszköze a hozzájuk rendelt mátrixok vizsgálata.Def: Legyen A ∈ Hom(U, V ) lineáris leképezés, B1 = {u1, u2, . . . , un} az U , B2 = {v1, v2, . . . , vm}pedig a V bázisa. Az A leképezés mátrixát a B1 és B2 bázisokban az alábbi módon írjuk fel:
[A]B1

B2
:= ([A(u1)]B2 |[A(u2)]B2 | · · · |[A(un)]B2), azaz egy olyan m × n-es mátrixról van szó, aminek i-dikoszlopa az ui bázisvektor A(ui) képének koordinátavektora. Másképpen kifejezve, ha ui képe A(ui) =

∑m
j=1 λi

jvj alakban áll el® a B2 bázisban, akkor az [A]B1

B2
mátrix j-dik sorának i-dik eleme λi

j lesz.Nézzük meg, hogyan kaphatjuk meg a leképezés mátrixának ismeretében egy u vektor koordináta-vektorából az A(u) vektor koordinátavektorát. (Értelemszer¶en a B1 ill. B2 bázisban felírt koordiná-tavektorokról beszélünk.) Meg kell határoznunk tehát, hogy egy u =
∑n

i=1 µiui vektor képét hogyanírhatjuk fel a v1, . . . vm bázisban. Hát lássuk:
A(u) = A(

∑n
i=1 µiui) =

∑n
i=1 µiA(ui) =

∑n
i=1 µi(

∑m
j=1 λi

jvj) =
∑n

i=1

∑m
j=1 µi(λ

i
jvj) =

∑m
j=1

∑n
i=1 µiλ

i
jvj =

∑m
j=1 vj

∑n
i=1 µiλ

i
j =

∑m
j=1(

∑n
i=1 µiλ

i
j)vj , tehát a keresett koordinátavektor egyolyan, m-elem¶ oszlopvektor, aminek j-dik koordinátája∑n

i=1 µiλ
i
j . Ez motiválja a mátrix és oszlopvek-tor szorzatának de�níióját.Def: Ha A = (λi

j) egy m × n méret¶ mátrix (azaz A j-dik sorának i-dik eleme λi
j), és u =

(

µ1...
µn

)egy m-méret¶ oszlopvektor, akkor az A mátrix összeszorozható az u vektorral, a szorzat egy m-méret¶oszlopvektor, aminek j-dik eleme éppen ∑n
i=1 λi

jµi. Vegyük észre, hogy ez a j-dik elem nem más, mintaz A mátrix j-dik sorának és az u oszlopvektornak a skaláris szorzata, azaz Aj · u. Ezt a tulajdonságotszokás a sor-oszlop szorzás kifejezéssel illetni, amin azt értjük, hogy a szorzat egyes koordinátáit úgykapjuk, hogy a megfelel® sorvektort skalárisan összeszorozzuk a megfelel® oszlopvektorral.Megjegyzés: Szokás a fenti de�níiót a kalapból el®húzni, és meg�gyelni, hogy milyen pompásanalkalmazható a lineáris leképezések esetén. A mi felépítésünkben maga a de�níió származott abból, hogymeg�gyeltük, hogyan kapjuk meg a kép koordinátavektorát az eredeti vektor koordinátavektorából. Azalábbi állítás tehát következik a de�níió el®tt elhangzottakból.Állítás: A ∈ Hom(U, V ), B1 ⊆ U és B2 ⊆ V bázisok ⇒ [A(u)]B2 = [A]B1

B2
[u]B1 ∀u ∈ U . (Tehát,ha a lineáris leképezés mátrixát megszorozzuk egy u vektor koordinátavektorával, akkor u képénekkoordinátavektorát kapjuk.)Megjegyzés: A fenti tétel lényege, hogy ha rögzítjük az U és V terek egy-egy bázisát (és ezáltal evektorterek vektorait azonosíthatjuk a koordinátavektoraikkal), akkor a lineáris leképezésekre gondol-hatunk úgy is, mint (dim V × dimU) méret¶ mátrixokra, magára a lineáris leképezésre pedig, mint amegfelel® mátrixszal való szorzásra.A lineáris leképezések Hom(U, V ) halmazán m¶veleteket is értelmezhetünk.13



Def: A,B ∈ Hom(U, V ) és λ ∈ R-re (A+B)(u) := A(u)+B(u) ill. (λA)(u) := λ(A(u)) de�niálja az A+B, λA leképezéseket.Meg�gyelés: Ha A, B ∈ Hom(U, V ) és λ ∈ R, akkor A+B, λA ∈ Hom(U, V ), azaz lineáris leképezések összege és skalárszorosais lineáris leképezés. E m¶veletekkel Hom(U, V ) szintén valós vektortér, és ez a vektortér izomorf a dim V × dim U méret¶ valósmátrixok alkotta vektortérrel. Konkrétan, A+B mátrixa [A]
B1
B2

+[B]
B1
B2

, λA mátrixa pedig λ[A]
B1
B2

lesz, ahol B1 az U és B2 pediga V egy bázisa. (Tehát összegleképezés mátrixa a megfelel® mátrixok összege, skalárszoros leképezésé pedig a mátrix skalárszorosalesz.)Biz: (A+B)(u+v) = A(u+v)+B(u+v) = A(u)+A(v)+B(u)+B(v) = (A(u)+B(u))+(A(v)+B(v)) = (A+B)(u)+(A+B)(v),ill. (λA)(κu) = λ(A(κ)u) = λ(κA(u)) = κ(λ(A(u))) = κ(λA(u)), tehát A + B, λA ∈ Hom(U, V ).Rögzítsük az U ill. a V tér B1 ill. B2 bázisát. A leképezéxmátrix de�níiója szerint A + B mátrixának i-dik oszlopa a B1bázis i-dik vektora (A+ B)(bi) képének koordinátavektora lesz, ám (A+ B)(bi) = A(bi) +B(bi) miatt ez nem más, mint a [A]
B1
B2mátrix i-dik oszlopának és a [B]

B1
B2

mátrix i-dik oszlopának összege. A skalárral való szorzásra vonatkozó bizonyítást az olvasórabízzuk. Ezek szerint a lineáris leképezések mátrixos felírása valóban megadja a mátrixok vektorterével való izomor�át. �A fentieken túl értelmezhet® lineáris leképezések szorzata is.Def: A ∈ Hom(U, V ), B ∈ Hom(V, W ) esetén a BA : U → W leképezést a
(BA)(u) := B(A(u)) (∀ u ∈ U) képlettel értelmezzük. (Azaz két lineáris leképezéstúgy szorzunk össze, hogy egymás után alkalmazzuk azokat. (Szükséges persze, hogyaz els®nek alkalmazott leképezés képtere benne legyen a másodiknak alkalmazottértelmezési tartományában.)) U W

B

V

BA

AMeg�gyelés: Ha A ∈ Hom(U, V ) és B ∈ Hom(V, W ), akkor BA ∈ Hom(U, W ), azaz lineáris leképe-zések szorzata is lineáris leképezés.Biz:Ha u, v ∈ U és λ ∈ R, akkor (BA)(u+v) = B(A(u+v)) = B(A(u)+A(v)) = B(A(u))+B(A(v)) =
(BA)(u) + (BA)(v), ill. (BA)(λu) = B(A(λu)) = B(λA(u)) = λB(A(u)) = λ(BA)(u). �Vizsgáljuk meg, mi is lesz a fenti meg�gyelésben szerepl® BA leképezés mátrixa. Rögzítsük ezértrendre az U, V ill. W terek egy-egy bázisát: B1-t, B2-t ill. B3-at. Vizsgáljuk meg, mi lesz a [BA]B1

B3mátrixnak (mondjuk) a j-dik oszlopa, azaz, mi lesz a B1 bázisbeli bj vektor képének (azaz a (BA)(bj) =
B(A(bj)) vektornak) a B3 bázis szerinti koordinátavektora! A leképezés mátrixáról korábban tanultakata B leképezésre alkalmazva az adódik, hogy a kérdéses oszlopot úgy kapjuk, hogy a B leképezésnek a B2és B3 bázisokban felírt [B]B2

B3
mátrixát megszorozzuk a bj vektor A leképezés szerinti A(bj) képének B2bázis szerinti koordinátavektorával (azaz az [A(bj)]B2 oszlopvektorral). Ám vegyük észre, hogy A(bj)de�níió szerint nem más, mint az [A]B1

B2
mátrix j-dik oszlopvektora. Eszerint a keresett [BA]B1

B3
mátrix

j-dik oszlopa éppen a [B]B2

B3
mátrixnak és az [A]B1

B2
mátrix j-dik oszlopának szorzata. Ha pedig konrétana j-dik oszlop i-dik elemére vagyunk kívánsiak, akkor ezt a fentiek szerint úgy kaphatjuk meg, mint a

[B]B2

B3
mátrix i-dik sorának és az [A]B1

B2
mátrix j-dik oszlopának szorzata. Ez motiválja a mátrixszorzásde�níióját.Def: Legyenek B ∈ Rn×k és A ∈ Rk×l tetsz®leges mátrixok. Ekkor (vagyis ha B-nek pontosanannyi oszlopa van, mint ahány sora A-nak) a B és A mátrixok összeszorozhatóak, B · A ∈ Rn×l, és

(B · A)j
i = Bi · Aj , azaz a szorzatmátrix i-dik sorának j-dik elemét úgy kapjuk, hogy a B mátrix i-diksorát (mint sorvektort) skalárisan összeszorozzuk a A mátrix j-dik oszlopával (mint oszlopvektorral).A fenti de�níiót éppen az motiválta, hogy két lineáris leképezés szorzatának mátrixát írja le, teháta fenti gondolatmenet alapján a követekz®t igazoltuk.Állítás: Ha A ∈ Hom(U, V ), B ∈ Hom(V, W ) és B1, B2 ill. B3 rendre az U, V ill. W terek egy-egybázisai, akkor [BA]B1

B3
= [B]B2

B3
·[A]B1

B2
, azaz lineáris leképezések szorzatának mátrixa azonos a leképezésekmátrixainak szorzatával (egyez® bázisok esetén). �Köv.: Ha C ∈ Rm×n, B ∈ Rn×k és A ∈ Rk×l tetsz®leges mátrixok, akkor (C · B) · A = C · (B · A),azaz a mátrixszorzás asszoiátív (feltéve, hogy a m¶veletek elvégezhet®ek).Biz: A megfelel® mátrixokat tekinthetjük egy-egy lineáris leképezésnek, nevezetesen C ∈ Hom(Rn, Rm), B ∈ Hom(Rk, Rn) ill.

A ∈ Hom(Rl, Rk), és ekkor (C · B) · A a annak a lineáris leképezésnek lesz a mátrixa, amit az u 7→ (CB)(A(u)) formula de�niáltetsz®leges u ∈ Rn esetén, míg a C · (B ·A) mátrix annak a lineáris leképezésnek lesz a mátrixa, amit az u 7→ C(BA)(u))) formulaad meg. Mivel (A, B, C-t most lineáris leképezéseknek gondolva) (CB)(A(u)) = C(B(A(u))) = C((BA)(u)), ezért a két fentilineáris leképezés azonos, így (az ugyanazon bázisokban felírt) mátrixaik sem különbözhetnek. �5. Permutáiók, determinánsok5.1. Permutáiók, inverziószámDef: Jelölje [n] az {1, 2, . . . , n} halmazt. A σ : [n] → [n] bijektív (azaz kölsönösen egyértelm¶)leképezés neve permutáió. Az [n] permutáióinak halmazát Sn jelöli.Megjegyzés: A permutáió a de�níió szerint egy olyan függvény, ami az 1 és n közötti számokmindegyikéhez egy 1 és n közötti számot rendel úgy, hogy minden 1 és n közötti szám pontosan egy másikszámhoz van hozzárendelve. Szokásos a permutáiót egy 2 × n méret¶ táblázat segítségével megadni:14



az els® sorban vannak 1-t®l n-ig a számok, és minden szám alatt az a szám áll, amit a permutáióhozzárendel.Szemléltethetjük a permutáiót úgy is, hogy felveszünk egymás alatt két sorban
n − n db pettyet, mindkét sorban megszámozzuk a pettyeket 1-t®l n-ig (balróljobbra), és nyilat vezetünk a fels® sorban lev® i-dik pettyb®l az alsó sor j-dikpettyébe, ha σ(i) = j. 41 2 3 5

54321Egy ilyen ábra akkor �kódol� permutáiót, ha minden fels® pontból pontosan egy nyíl indul, és mindenalsó pontba pontosan egy nyíl érkezik. (Az ábra pl. a σ(1) = 3, σ(2) = 2, σ(3) = 5, σ(4) = 1, σ(5) = 4permutáió diagramja.)Def: Ha σ ∈ Sn, akkor a σ permutáióból a k, l ∈ [n] elemek seréjével keletkez® permutáiót σk,ljelöli, azaz σk,l(i) = σ(i), ha k 6= i 6= l, σk,l(l) = σ(k), és σk,l(k) = σ(l). (A permutáió diagramján a
k-ból és l-b®l induló nyilakat kell úgy átirányítani, hogy végpontjaikat felseréljük.)A σ ∈ Sn permutáió inverze az a σ−1 ∈ Sn permutáió, amire σ−1(i) = j ⇐⇒ σ(j) = i. (A diagramona nyilak irányát meg kell fordítani, és az egész ábrát a feje tetejére kell állítani.)A k, l elemek inverzióban állnak σ ∈ Sn szerint, ha k, l ill. σ(k), σ(l) nagyságviszonya fordított. A
σ permutáió I(σ) inverziószáma a σ ∈ Sn szerint inverzióban álló számpárok száma. Egy σ ∈ Snpermutáió páros, ha I(σ) páros, és páratlan, ha I(σ) páratlan.Meg�gyelés: Az a tény, hogy két elem inverzióban áll a σ permutáió szerint, könnyen megállapít-ható a σ diagramjáról. Nevezetesen, i és j pontosan akkor áll inverzióban, ha az i-b®l és j-b®l indulóélek metszik egymást. (Ha ugyanis nem metszik egymást, akkor a nagyobbik számhoz a permutáiónagyobbat rendel, ha pedig metszik, akkor a nagyobbhoz rendelt szám kisebb lesz, mint a kisebbhezrendelt.) Ezért a σ permutáió diagramjáról könnyen leolvasható az I(σ) inverziószám, ami nem más,mint a diagramban található nyilak páronkénti metszéspontjainak száma11.Tétel: Tetsz®leges σ ∈ Sn permutáióra I(σ) = I(σ−1), továbbá, ha k, l ∈ [n] különböz®ek, akkor a
σ és σk,l permutáiók különböz® paritásúak.Biz: Láttuk, hogy σ−1 diagramját úgy kapjuk, hogy a σ diagramját a feje tetejére állítjuk, és anyilak irányát megfordítjuk. Világos, hogy ett®l a páronkénti metszéspontok száma nem változik, azaz
I(σ) = I(σ−1).Ha a diagramon a k-ból és l-b®l induló nyilak végpontjait felseréljük, akkor könnyen látható, hogyminden olyan nyílon, amit nem bántottunk, a metszéspontok száma 0-val vagy 2-vel, azaz mindenképpenpáros számmal változik. Tehát itt a metszéspontok számának változása összességében is páros. Azt kellmég meg�gyelni, hogy a k-ból és l-b®l induló eredeti nyilak és módosított nyilak közül pontosan egy párlesz metsz®. Eszerint a páronkénti metszéspontok számának különbsége a két diagramon páratlan, azaz
σ és σk,l ellentétes paritásúak. �5.2. DeterminánsokEbben részben de�niálunk egy mennyiséget négyzetes mátrixokra, amit számos helyen tudunk majdhaszonnal alkalmazni a továbbiakban. Legyen tehát A = (ai,j) egy n × n méret¶ mátrix, és tegyükfel, hogy elemein értelmezett az összeadás és a szorzás, amik kommutatív m¶veletek. Az A mátrixdeterminánsán az alábbi szorzatösszeget értjük:

det(A) := |A| :=
∑

σ∈Sn

(−1)I(σ)
n
∏

i=1

ai,σ(i)Tehát annyi szorzatot adunk össze, ahány permutáiója van az 1, 2, . . . , n számoknak. Egy ilyen szorzat-ban az adott permutáió inverziószámának paritása határozza meg az el®jelet, a szorzat további tényez®ipedig a mátrix bizonyos elemei. Világos, hogy minden sorból egy elemet választunk a szorzatba, és apermutáió kölsönösen egyértelm¶ leképezés volta miatt az sem történhet meg, hogy σ(i) = σ(j) vala-mely i 6= j esetén. Tehát az egyes szorzatokba kiválasztott elemek különböz® oszlopokból származnak.Bástyaelhelyezésnek hívjuk az A mátrix n elemének kiválasztását, ha közül semelyik két elem sem esikugyanabba a sorba vagy oszlopba. Tehát a determináns de�níiójában szerepl® szorzatok mindegyikeegy bástyaelhelyezésnek felel meg. Ez fordítva is igaz, ha ugyanis adott egy bástyaelhelyezés, akkor de�-niáljuk σ(i)-t úgy, mint az i-dik sorban álló bástya oszlopindexét. Ezáltal σ egy permutáió lesz (hiszen
i 6= j esetén σ(i) 6= σ(j)), tehát minden bástyaelhelyezés egyúttal meg is határoz egy, a determinánsde�níiójában szerepl® szorzatot.11Tehát I(σ) azonos a metsz® nyílpárok számával. Ha a diagram olyan, hogy semelyik három nyíl nem megy át ugyanazona ponton, akkor I(σ) azonos a metszéspontok számával. Egyébként minden olyan metszéspontot, amin k nyíl megy át,
1
2
k(k − 1)-szer kell megszámolni. 15



A determináns de�níióját tehát úgy is megfogalmazhatjuk, mint az összes bástyaelhelyezéshez tar-tozó mátrixelem-szorzatok el®jeles összege. Ez a de�níió azért nem pontos, mert az el®jelek megválasz-tását nem írja le pontosan. Ez hát most a élunk. Mit jelent egy adott bástyaelhelyezés szempontjából,hogy a megfelel® σ permutáióban i és j inverzióban állnak? Feltehetjük, hogy mondjuk i < j. Ha ekét elem nem áll σ szerint inverzióban, akkor σ(i) < σ(j), azaz a megfelel® bástyaelhelyezésben a j-dik sorbeli bástya jobbra van az i-dik sorbelit®l, másképpen mondva e két bástya egymástól ÉNY-DKirányban helyezkedik el. Ha azonban i és j a σ permutáió szerint inverzióban áll, akkor σ(i) > σ(j),tehát a j-dik sorban álló bástya balra van az i-dik sorban találhatótól, azaz a két bástya ÉK-DNY iránythatároz meg. Pontosíthatjuk tehát a determináns alternatív de�níióját: az összes bástyaelhelyezés sze-rinti szorzatokat úgy kell összegeznünk, hogy egy szorzat el®jele aszerint lesz pozitív ill. negatív, hogyaz ÉK-DNY irányt meghatározó bástyapárok száma páros-e vagy páratlan.Ennek fényében néhány további meg�gyelést teszünk a determinánssal kapsolatban. Az A = (ai,j)mátrix transzponáltja az az AT mátrix, amely i-dik sorának j-dik eleme aj,i. (Úgy is mondhatjuk, hogy
(AT )j

i = Ai
j .) A négyzetes A mátrix f®átlója a bal fels® sarkot és a jobb alsó sarkot összeköt® átló menténelhelyezkedó mátrixelemek halmaza. A négyzetes A mátrix (szigorú) fels® háromszögmátrix, ha f®átlójaalatt sak 0-k állnak (és f®átlója is supa-0).Tétel: Legyen A n × n-es mátrix. (1) det(A) = det(AT )(2) Ha A fels® háromszögmátrix, akkor det(A) az A f®átlóbeli elemeinek szorzata.(3) Ha A egy sora/oszlopa supa-0, akkor det(A) = 0.(4) Ha A egy sorát/oszlopát λ-val végigszorozzuk, akkor a determináns is λ-szoros lesz.(5) Ha A két sorát/oszlopát felseréljük, a determináns (−1)-szeres lesz.(6) Ha A két sora/oszlopa azonos, determinánsa 0.(7) Ha A egy sorának λ-szorosát hozzáadjuk egy másik sorhoz, a determináns nem változik.Biz: (1) Az A mátrixhoz tartozó tetsz®leges bástyaelhelyezés meghatározza egy olyan bástyaelhe-lyezését az AT mátrixnak, ami ugyanazon elemek szorzatához tartozik. (A bástyaelhelyezésben szerepl®bástyákat a f®átlóra kell tükrözni). Tehát A és AT determinánsának de�níiójában ugyanazok a szorza-tok szerepelnek, ezért mindössze azt kell igazolnunk, hogy az el®jeleik is azonosak. Ez utóbbi pedig azértigaz, mert a tükrözés során egy ÉK-DNY-i bástyapár ÉK-DNY-i marad, és az ÉNY-DK-iek is megma-radnak ugyanolyanoknak. (Ez a bizonyítás egyébként elmondható úgy is, hogy észrevesszük, hogy az

A-beli σ-hoz tartozó bástyaelyezésnek megfelel® AT -beli bástyaelhelyezés a σ−1 permutáióhoz tarto-zik (ha az i-dik sorból a j-dik elemet választottuk A-ban, akkor AT -ban a j-dik sor i-dik elemére leszszükségünk), és a permutáiók fejezetben láttuk, hogy I(σ) = I(σ−1).)(2) A determináns de�níiójában szerepl® szorzatok közül azok, amik tartalmaznak a f®átló alólelemet, nem érdekesek, hiszen értékük 0. Igy sak azokat kell összegeznünk a megfelel® el®jellel, amiknekminden eleme a f®átlóból vagy a fölül kerül ki. Az utolsó sorból tehát kénytelenek vagyunk az utolsóelemet választani. Az utolsóel®tti sorban már nem választhatunk az utolsó oszlopból, hisz onnan márválasztottunk, így marad itt is a f®átlóbeli elem. Általában, ha az i-dik sorból választunk, és a nagyobbsorszámú sorokból már kiválasztottuk a f®átlóbeli elemet, akkor az i-dik sorban is kénytelenek vagyunka f®átlóból választani. Tehát a determináns de�níiójában legfeljebb egyetlen nemnulla szorzat van,mégpedig a f®átlóbeli elemeké. Mivel a megfelel® bástyaelhelyezésben bármely pár ÉNY-DK iránythatároz meg, az el®jel pozitív.(3) Ha mondjuk az i-dik sor supa-0, akkor minden bástyaelhelyezésben lesz innen bástya, ami azadott szorzatot 0-vá teszi. Tehát 0 érték¶ szorzatokat kell el®jelesen összegezni, de így sem kaphatunkmást, mint 0-t a determinánsra. (Csupa-0 oszlop esetén az érvelés hasonló. De hivatkozhatunk akár atranszponáltra is, aminek egy supa-0 sora lesz.)(4) Ha egy sorban minden elemet λ-val megszorzunk, akkor a determináns de�níiójában szerepl®minden egyes szorzatban pontosan egy tényez® jön ebb®l a sorból, tehát minden szorzat éppen λ-szorosára változik, vagyis az el®jeles összeg, a determináns is λ-szoros lesz.(5) Ha adott az A mátrixon egy bástyaelhelyezés, és két sort felseréljük, akkor egy olyan bástya-elhelyezést kapunk a felseréltsorú A′ mátrixban, amihez ugyanaz a szorzat tartozik. Ha tehát az A′determinánsát akarjuk kiszámítani, azt kell meghatároznunk, hogy a sorsere hogyan változtatja egybástyaelhelyezésben az ÉK-DNY-i bástyapárok számát. Világos, hogy a felserélés által nem érintettbástyák alkotta párok esetén ez a szám nem változik. Könnyen ellen®rizhet®, hogy egy nem érintett bás-tya ha nins benne a két felserélt bástya feszítette téglalapban, akkor a két érintett bástyával ugyanannyiÉNY-DK-i párt alkot a sere el®tt, mint a sere után. Ha egy nem érintett bástya a megfelel® téglalapbanvan, akkor viszont vagy mindkét felserélt bástyával ÉNY-DK-i párt alkotott, és a sere után ÉK-DNY-itfog alkotni, vagy fordítva. Tehát az ÉNY-DK-i párok számának paritása sak attól fog megváltozni, hogya két felserélt bástya alkotta pár hogyan viselkedik. E két bástyára viszont az igaz, hogy ha a sere el®tt16



ÉK-DNY-i párt alkottak, akkor a sere után ÉNY-DK-it fognak alkotni, és viszont. Azt kaptuk, hogysorsere után minden bástyaelhelyezésben megváltozik az ÉK-DNY-i párok számának paritása, azaz ade�níióban minden szorzat el®jelet vált. Tehát a determináns is (−1)-szeresre változik. (Oszlopokrahasonló érvelés igaz, de áttérhetünk a transzponáltra is, hisz a oszlopsere abban sorserének felel meg.)(6) Ha A-nak felseréljük a két azonos sorát, akkor ugyanazt a mátrixot kapjuk, tehát a determinánsnem változik, másfel®l (5) miatt a determináns el®jelet vált. Tehát a determináns azonos a saját ellen-tettjével, azaz sak 0 lehet. (Ugyanez a bizonyítás az oszlopokra is, de ízlés szerint lehet a transzponálttalis indokolni.)(7) Legyen A′ az a mátrix, amit A-ból úgy kapunk, hogy A i-dik sorának λ-szorosát hozzáadjuk A
j-dik sorához. A detA′ de�níiójában minden bástyaelhelyezéshez tartozó szorzatban a j-dik tényez®egy összeg. Ha felbontjuk a zárójelet, akkor két szorzat összegét kapjuk: az egyik szorzat az A deter-minánsának megfelel® tagja, a másik pedig azé az A′′ mátrixé, amit úgy kapunk A-ból, hogy a j-diksort helyettesítjük az i-dik sor λ-szorosával. Azt kaptuk tehát, hogy detA′ = detA + detA′′. Ha λ = 0,akkor detA′′ = 0 a (3) miatt, egyébként pedig ha A′′ j-dik sorát 1

λ
-val végigszorozzuk, akkor a kapottdetermináns (6) miatt 0 lesz, tehát detA′′ = λ · 0 = 0, ismét. Innen detA′ = detA adódik. �A most bizonyított tétel abban segít, hogy hatékonyan kiszámítsuk egy négyzetes mátrix determi-nánsát. Ha a de�níióval próbálkoznánk, akkor a lépések száma nem volna korlátozható n polinomjával.Megtehetjük azonban, hogy a mátrixon elemi sorekvivalens átalakításokat végzünk. Az el®z® tétel meg-mutatja, hogy egy-egy lépésnél mi történik a determinánssal. Ha tehát elvégezzük a Gauss-elimináiót amátrixon, akkor tudjuk, hogy a kapott mátrix determinánsa hányszorosa lesz az eredetiének. Ráadásulegy fels® háromszögmátrixot kapunk, aminek egy jól meghatározott n-tényez®s szorzat a determinánsa.Mivel a Gauss-elimináió hatékonyan elvégezhet®, ez a módszer általában gyorsabb, mint a de�níióalapján történ® kiszámítás. (Hátránya sajnos ennek a módszernek, hogy nem mindig alkalmazható. Egyolyan mátrix esetén pl, aminek elemei polinomok, a determináns értelmes, de mégsem tudjuk elvégezni azelemi sorekvivalens átalakításokat, így marad a kiszámításhoz a gyalogos út. Az alábbiakban mutatunkegy másik módszert, ami ebben az esetben is m¶ködik, és sokszor segít.)Az A négyzetes mátrix i-dik sorának és j-dik oszlopának elhagyásával keletkez® mátrix determi-nánsának (−1)i+j-szeresét az Ai,j el®jeles aldeterminánsnak nevezzük. Az el®jeles aldetermináns nemtévesztend® össze az A mátrix aldeterminánsával, amit akkor kapunk, ha az A mátrixnak elhagyjuknéhány (akár 1-nél több) sorát, és ugyanennyi oszlopát, és a keletkez® négyzetes mátrix determinánsátnézzük.Kifejtési tétel: Ha A n × n-es mátrix és i rögzített, akkor det(A) =

∑n
j=1 ai,j · Ai,j (az i-dik sorszerinti kifejtés). Rögzített j-re det(A) =

∑n
i=1 ai,j · Ai,j (a j-dik oszlop szerinti kifejtés). Ha k 6= l,akkor∑n

j=1 ak,j · Al,j = 0 =
∑n

i=1 ai,k · Ai,l (ferde kifejtés).Biz: Elegend® sak a sor szerinti kifejtéssel foglalkozni, hisz az oszlop szerinti kifejtés nem más,mint a transzponált sor szerinti kifejtése. Csoportosítsuk a detA-beli szorzatokat a szerint, hogy az
i-dik sorból az ai,1, ai,2, . . . , ai,n tényez®k közül melyiket tartalmazzák. Ha most a j-dik soportbanminden szorzatból kiemeljük ai,j-t akkor pontosan azokat a szorzatokat kapjuk meg, amik az Ai,j el®jelesaldetermináns de�níiójában szerepelnek. Azt kell tehát megvizsgálni, hogy hogyan változik egy szorzatel®jele akkor, ha nem az determinánsban, hanem az eggyel kisebb mátrixban tekintjük.Megszámoljuk tehát, hogy ha egy, az ai,j elemet tartalmazó bástyaelhelyezésben elhagyjuk az i-diksort és a j-dik oszlopot, akkor a kapott bástyaelhelyezésben hogyan változik az ÉK-DNY-i bástyapárokszáma az eredeti elhelyezéshez képest. Mivel itt lényegében sak az (i, j) mez® feletti bástyát hagytukel, azt kell megszámolni, hogy hány olyan ÉK-DNY-i bástyapár van az eredeti bástyaelhelyezésben, amiaz (i, j) bástyát tartalmazza. Az ilyen párok (i, j) bástyától különböz® bástyái az A mátrix két, téglalapalakú részmátrixban helyezkednek el.Tegyük fel, hogy az (i, j) bástyától DNY-ra k bástya van az elhelye-zésben. Mivel az els® j−1 oszlop mindegyikében pontosan egy bástya van,az (i, j)-t®l ÉNY-ra j−k−1 bástya található. Az els® i−1 sorban is éppen
i−1 bástya áll, tehát (i, j)-t®l ÉK-re i− j +k bástya található. A keresettbástyapárok száma tehát k + i − j + k = 2k + i − j. 





j − k − 1 i − j + k
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Azt kaptuk tehát, hogy az el®jel pontosan akkor változik meg, ha 2k + i− j páratlan, ami pontosanakkor teljesül, ha i+j páratlan. Ezzel igazoltuk, hogy az el®jeles aldeterminánsok de�níiójában szerepl®szorzatokat a megfelel® ai,j-vel és (1)i+j-vel megszorozva, az A mátrix determinánsát kapjuk. �Természetes kérdés, hogy az A és B (n×n)-es mátrixok esetén mondhatunk-e valamit det(A+B)-r®l detA és det B függvényé-ben. A naív várakozás ellenére semmit nem mondhatunk. Nem így azonban az A ·B szorzatmátrix esetén, aminek a determinánsaaz eredeti determinánsok szorzata lesz. Err®l szól az alábbi fontos tétel, amit itt nem bizonyítunk.Tétel: Ha A, B n × n-es, valós mátrixok, akkor |A · B| = |A| · |B|.17



6. Mátrix rangjaEgy mátrixnak fontos paramétere, mennyire �függetlenek� az elemei. Mindjárt meg is adunk három-féle módszert ennek �mérésére�, majd megmutatjuk, hogy ugyanarról van szó mindhárom esetben.Legyen A egy tetsz®leges mátrix. Az A mátrix s(A) sorrangján az A mátrixból kiválasztható line-árisan független sorok maximális számát értjük. (A sorrang tehát megegyezik az A mátrix sorvektoraiáltal generált vektortér dimenziójával.) Az A o(A) oszloprangja az A mátrixból kiválasztható lineárisanfüggetlen oszlopok maximális száma. (Hasonlóan, A oszloprangja nem más, mint az A oszlopvektoraigenerálta tér dimenziója.) Végül A d(A) determinánsrangja megegyezik A legnagyobb, nemnulla alde-terminánsának méretével. (Emlékeztetünk, hogy aldeterminánson egy olyan determinánst értünk, ami
A-ból azonos számú sor és oszlop elhagyásával keletkezik.)Tétel: Tetsz®leges mátrix sor-, oszlop- és determinánsrangja megegyezik.Biz: Megmutatjuk, hogy mindhárom rangfogalom azonos az A mátrix Gauss-elimináiója után ka-pott vezéregyesek számával. Ezt úgy tesszük meg, hogy tetsz®leges A mátrixról megmutatjuk, hogy
s(A) = d(A). Ha ez sikerül, akkor kész vagyunk, ugyanis d(A) = d(AT ) = s(AT ) = o(A) miatt azoszloprang is egyenl® a sor és determinánsrang közös értékével.Világos, hogy ha A léps®s alakú és k vezéregyest tartalmaz, akkor a vezéregyeseket tartalmazó soroklineárisan függetlenek, és a vezéregyeseket tartalmazó sorok és oszlopok közös elemei egy olyan k × kméret¶ részmátrixot adnak, ami fels® háromszögmátrix, és f®átlója supa-1, tehát determinánsa sem
0. Ha legalább k + 1 sort választunk ki, akkor azok lineárisan összefügg®ek, hiszen tartalmaznak egysupa-0 sort. Ha egy legalább (k + 1) × (k + 1) méret¶ aldeterminánst választunk, akkor az is 0 lesz,hisz az is tartalmaz supa-0 sort. Eszerint s(A) = k = d(A).Megmutatjuk, hogy a Gauss-elimináió nem változtatja sem a sor, sem a determinánsrangot. Haezt megtesszük, akkor megmutattuk, hogy s(A) = d(A), hiszen mindkét rang azonos lesz az elimináióután kapott mátrix vezéregyeseinek számával. A Gauss-elimináió elemi sorekvivalens átalakításokbóláll, tehát elegend® ezekr®l kimutatni, hogy meg®rzik a rangokat.A sorserénél világos, hogy a sorrang nem változik. Az aldeterminánsok értékei esetleg az ellentetteklesznek, de 0-voltuk nem változik. Ha egy sort nemnullával végigszorzunk, akkor ett®l szintén nemváltozhat meg a sorrang. Az aldeterminánsok értéke vagy nem változik, vagy λ-szoros lesz, tehát pontosanakkor lesz 0, ha el®z®leg is 0 volt.Vizsgáljuk meg végül azt a transzformáiót, amikor az i-dik sor λ-szorosát hozzáadjuk a j-dik sorhoz.Ekkor voltaképp a j-dik sorvektort helyettesítjük egy olyan sorvektorral, ami benne van a sorok általgenerált vektortérben, tehát a sorrang (a sorok által generált tér dimenziója) nem növekedhetett. Mivelaz i-dik sor −λ-szorosának ismételt hozzáadásával visszanyerhet® az eredeti A mátrix (miközben ismétsak sökkenhet a sorrang), ezért a sorrang a transzformáió során nem változhat.Állítjuk, hogy a determinánsrang sem változik. Tekintsünk ugyanis egy A′ aldeterminánst a transz-formáió el®tt, legyen A′′ a transzformáió után ugyanitt elhelyezked® aldetermináns! Ha A′ nem tar-talmazza a j-dik sort, akkor detA′ = detA′′, vagyis pontosan akkor lesz 0 az aldetermináns, ha el®z®legis 0 volt. Ha A′ tartalmazza a j-dik sort, akkor a j-dik sor szerint kifejtve A′′-t azt kapjuk, hogy
detA′′ = detA′ + λ · detA∗, ahol a A∗ az a determináns, amit úgy kapunk A′-b®l, hogy a j-dik sorthelyettesítjük az i-dikkel. Ez utóbbi A∗ vagy kétszer tartalmazza az i-dik sort, és ekkor determinánsa
0, vagy determinánsa (el®jelt®l eltekintve) megegyezik azzal az aldeterminánssal, amit akkor kapunk,hogy az j-dik sor helyett az i-diket választjuk. Azt kaptuk tehát, hogy ha a transzformáió el®tt minden
k × k méret¶ aldetermináns 0 volt, akkor ez így lesz a sorhozzáadás után is. Ha pedig a sorösszeadásután létrejött egy nemnulla k × k méret¶ aldetermináns, akkor a eredetileg is volt egy ilyen. Mindezekalapján a determinánsrang sem változhatott, a tételt igazoltuk. �A fenti tétel szerint de�niálhatjuk az A mátrix r(A) := s(A) = o(A) = d(A) rangját.Köv.: Tetsz®leges mátrix rangja megegyezik a transzponáltjának rangjával.Biz: r(A) = s(A) = o(AT ) = r(AT ) �7. Mátrix inverzeA B n × n méret¶ mátrix az A ∈ Rn×n mátrix balinverze, ha B · A = In, ahol In az n × n méret¶egységmátrix, aminek a f®átlója supa-1, egyéb elemei 0-k. A J ∈ Rn×n mátrix az A jobbinverze, ha
A · J = In.Állítás: Ha az A ∈ Rn×n mátrixnak létezik jobb- és balinverze is, akkor azok egyenl®ek.Biz: Legyen B bal-, J pedig jobbinverz. Ekkor B = BIn = B(AJ) = (BA)J = InJ = J . �18



Köv.: Ha egy mátrixnak van jobb és balinverze is, akkor azok egyértelm¶ek. �Tétel: Az alábbi három állítás ekvivelens. (1) detA 6= 0 . (2) A-nak létezik balinverze. (3) A-naklétezik jobbinverze.Lemma: Ha A és B összeszorozható mátrixok, akkor (A · B)T = BT · AT .Biz: Emlékeztetünk, hogy az alsó index a sort, a fels® az oszlopot jelenti. Azt kell megmutatni, hogya két mátrix elemnként azonos. És valóban: ((A ·B)T )j
i = (A ·B)i

j = Aj ·Bi = (BT )i ·(AT )j = (BT ·AT )j
i. �Biz: Megmutatjuk, hogy (1) és (3) ekvivalens. Ez elegend®, mert a fenti lemma szerint A-nak ponto-san akkor van balinverze, ha AT -nak létezik jobbinverze. Ez (1) és (3) egyenérték¶sége miatt azt jelenti,hogy det(AT ) 6= 0, azaz detA 6= 0. Tehát ekkor (1) és (2) is ekvivalens.Ha J az A n×n méret¶ mátrix jobbinverze, akkor a J mátrix i-dik oszlopa megfelel egy olyan lineárisegyenletrenszer egy megoldásának, aminek A az együtthatómátrixa, a jobboldalakon pedig supa 0-kállnak, kivéve az i-dik helyet, aholis 1 található. Tehát ha létezik jobbinverz, akkor az összes ilyen lineárisegyenletrendszernek van megoldása. Másfel®l, ha mindezen lineáris egyenletrendszerek megoldhatóak,akkor a megoldásokat oszlopvektorokba rendezve, az oszlopokból olyan J ′ mátrix képz®dik, amire AJ ′ =

In áll, tehát A-nak van jobbinverze. Próbáljuk tehát megoldani ezeket az egyenletrendszereket. Az azészrevétel, hogy ehhez nem kell n Gauss-elimináiót elvégezni, megtehetjük ezeket �szimultán�: A melléírunk egy In egységmátrixot, és így végezzük el a Gauss-elimináiót. Amikor az i-dik egyenletrendszermegoldását keressük, akkor egyszer¶en elhagyjuk a feleslegesen hozzávett oszlopokat, és leolvassuk amegoldást.Nézzük tehát a Gauss-elimináió utáni kapott redukált léps®s alakot! Ha az els® n oszlop egyegységmátrixot alkot (vagyis mindegyik tartalmaz vezéregyest), az pontosan azt jelenti, hogy A rangja(így determinánsrangja) n, azaz detA 6= 0. De a baloldali egységmátrix egyszersmind azt is mutatja,hogy az összes vizsgált lineáris egyenletrendszer megoldható, tehát A-nak létezik jobbinverze. Tehátha detA 6= 0, akkor létezik jobbinverz. Most tegyük fel, hogy az els® n oszlop alkotta RLA nem azegységmátrix, vagyis az utolsó sor n db 0-val kezd®dik. Mivel a kiindulási n× 2n méret¶ mátrix rangja
n volt (a jobboldalra hozzávett egységmátrix miatt), és ez a rang nem sökkenhetett, ezért a teljes RLAutolso sora nem lehet supa-0. Van tehát egy olyan oszlop, aminek az utolsó eleme nem 0, és akkor eztaz oszlopot kiválasztva a megfelel® lineáris egyenletrendszernek tilos sora lesz. Van tehát egy olyan alineáris egyenletrendszerek között, amelyiknek nins megoldása, vagyis A-nak nem létezik jobbinverze.
� Megjegyzés: Az iménti tételnek az a része, hogy ha detA = 0, akkor A-nak nins se jobb-, se balinverze, könnyen igazolhatóa determinánsok szorzástételéb®l. Tegyük fel, ugyanis, hogy mondjuk B balinverz. Ekkor 1 = det In = det(BA) = det B · detA,tehát detA 6= 0. Ellentmondás.Köv.: Az A ∈ Rn×n mátrixnak pontosan akkor van inverze, ha (A|In) Gauss-elimináiójával a RLA
(In|B) alakú. Ekkor B = A−1.Biz: Az el®z® tétel bizonyításakor láttuk az els® mondat érvényességét. A második rész abból kö-vetkezik, hogy ha egy lineáris egyenletrendszer megoldásakor a kib®vített egységmátrix redukált léps®salakja egységmátrix, akkor a megoldás egyértelm¶ és azt éppen a jobboldalon található oszlopvektoradja meg. Ezek az oszlopvektorok pedig a jobbinverz oszlopai lesznek, amint azt a tétel bizonyításábanláttuk. �8. Lineáris egyenletrendszerek tárgyalása mátrixokkalTétel: Legyen A ∈ Rn×k, tetsz®leges valós mátrix. Az alábbi állítások ekvivalensek.(1) Az (A|b) kib®vített egyómátrix leírta lineáris egyenletrendszernek (egyértelm¶en) létezik megoldása.(2) (Egyértem¶en) létezik x ∈ Rk, amire Ax = b. (3) b ∈ Im(A) (és Ker(A) = {0}) .(4) (Egyértem¶en) létezik x ∈ Rk úgy, hogy b =

∑k
i=1 Aixi .(5) b ∈ 〈A1, . . . , Ak〉 (és A1, . . . Ak lineárisan független vektorok).(6) 〈A1, . . . , Ak〉 = 〈b, A1, . . . , Ak〉 (és A1, . . . Ak lineárisan független vektorok).(7) dim(〈A1, . . . , Ak〉) = dim(〈b, A1, . . . , Ak〉)(= k) . (8) r(A) = r(A|b)(= k) .Biz: (1) ⇐⇒ (2): A de�níiókból adódik. (2) ⇐⇒ (3): A képtér de�níiója szerint Ax = b ⇐⇒

b ∈ Im(A). Világos, hogy ha Ax = b = Ay akkor A(x − y) = 0, illetve ha Ax = b és Az = 0, akkor
A(x + z) = Ax + Az = Ax = b. Tehát ha az Ax = b megoldása egyértelm¶, akkor Ker(A) = {0}. Hapedig Ker(A) = {0}, akkor nem lehet két különböz® megoldása az egyenletrendszernek.(2) ⇐⇒ (4): Világos, hogy Ax = b ⇐⇒ b =

∑k
i=1 Aixi .(4) ⇐⇒ (5): b-t (de�níió szerint) pontosan akkor generálják az oszlopvektorok, ha el®áll lineáris kombi-náiójukként. Az oszlopvektorok által generált térben pontosan akkor egyértelm¶ a felírás, ha e vektorok19



bázisát alkotják az általuk generált térnek, azaz, ha lineárisan függetlenek.(5) ⇐⇒ (6): b pontosan akkor van benne az oszlopvektorok terében, ha az oszlopvektorokhoz b-t hozzá-véve nem tudunk további vektort generálni.(6) ⇐⇒ (7): Az A1, . . . , Ak vektorok pontosan akkor lineárisan függetlenek, ha az általuk generált térbenbázist alkotnak, azaz, ha a generátum dimenziója k.(7) ⇐⇒ (8): Egy oszlopvektorai által generált tér dimenziója nem más, mint az oszlopvektorokból kivá-lasztható lineárisan független vektorok száma, azaz az oszloprang. Err®l pedig tudjuk, hogy a ranggalegyenl®. �9. Mátrixok sajátértékei, sajátvektorai és sajátaltereiDef: Legyen A : V → V egy lineáris transzformáió, v ∈ V egy vektor a térb®l és λ ∈ R egy skalár. A
v ∈ V vektort az A transzfomáió λ sajátértékhez tartozó sajátvektorának nevezzük, ha (1) v 6= 0 és (2)
A(v) = λ ·v teljesül. Ha λ az A transzformáió egy sajátértéke (azaz tartozik hozzá sajátvektor) akkor a
λ-hoz tartozó sajátaltér a nullvektorból és a λ-hoz tartozó sajátvektorokból áll: {v ∈ V : A(v) = λ · v}.Tétel: (1) Lineáris transzformáió minden sajátvektora pontosan egy sajátértékhez tartozik.(2) Fix sajátértékhez tartozó sajátvektorok a 0-val együtt alteret alkotnak.Biz: (1): Ha v sajátvektor, akkor 0 6= v. Tegyük fel, hogy A(v) = λv és A(v) = µv. Ekkor λv = µv,azaz (λ − µ)v = 0. Tanultuk, hogy skalár és vektor szorzata sak úgy lehet 0, ha v = 0 vagy λ− µ = 0.Az els® eset kizárt, ezért λ = µ, tehát minden sajátvektor pontosan egy sajátértékhez tartozik.(2): Legyen Vλ := {v ∈ V : A(v) = λ · v} a vizsgált halmaz, melynek altér voltát kell igazolnunk.Azt kell supán megmutatni, hogy ha u, w ∈ Vλ, és µ ∈ R tetsz®leges skalár, akkor u + w, µu ∈ Vλ.Természetesen ez is a linearitásból következik: A(u + w) = A(u) +A(w) = λ · u + λ ·w = λ · (u + w) ill.
A(µu) = µ · A(u) = µ · (λ · u) = (µλ)u = λ · (µu) . �Vizsgáljuk meg, mit jelent az, hogy v egy A transzformáió sajátértéke! Ekkor A(v) = λv, azaz
A(v)−λv = 0. Jelölje id azt az (ún. identikus) lineáris transzformáiót, ami minden vektorhoz önmagátrendeli. Nyilván λid is lineáris transzformáió, ami minden vektorhoz a λ-szorosát rendeli, és a legutóbbiösszefüggés úgy írható fel, hogy (A−λ·id)v = 0. Könnyen látható, hogy A−λid is egy lineáris transzfor-máió (konkrétan, egy w vektorhoz (A(w)−λw)-t rendel), és az a tény tehát, hogy λ az A transzformáiósajátértéke, úgy fogalmazható meg, hogy az A−λid lineáris transzformáió egy nemnulla vektort a 0-baképez. Legyen B a V vektortér egy bázisa, és tekintsük az A transzformáió [A]BB mátrixát. Tudjuk, hogya koordinátavektorokon az A leképezés úgy m¶ködik, hogy ezzel a mátrixszal kell balról szorozni, ezértaz a tény, hogy λ sajátérték, azaz, hogy A−λid egy nemnulla vektort 0-ba visz, úgy mondható el, hogya [A]BB − λI mátrixot egy nemnulla koordinátavektorral jobbról megszorozva megkaphatjuk a supa-0vektort. Ez pedig pontosan azt jelenti, hogy a [A]BB − λI mátrix oszlopai nem lineárisan függetlenek (azel®bbi vektor koordinátái adják meg a 0-t el®állító nemtriviális lineáris kombináió együtthatóit). Aztkaptuk, hogy az oszloprang kisebb, mint az oszlopok száma, és mivel négyzetes mátrixról van szó, eza determinánsranggal kifejezve azt jelenti, hogy a [A]BB − λI mátrix determinánsa 0. Bebizonyítottuktehát, hogy det([A]BB − λI) = 0 pontosan akkor teljesül, ha λ az A transzformáió sajátértéke, ráadásulez a tény függetlenül a felíráshoz használt B bázistól.Def: Az A : V → V lineáris transzformáió karakterisztikus polinomja kA(λ) := det([A]BB − λ · I),ahol B a V vektortér egy tetsz®leges bázisa.Tétel: (1) A karakterisztikus polinom a λ változónak egy n-edfokú polinomja, ahol n = dimV .(2) A karakterisztikus polinom független a felírásához használt bázistól.(3) A λ ∈ R skalár pontosan akkor sajátértéke az A transzformáiónak, ha kA(λ) = 0, azaz λ gyöke akarakterisztikus polinomnak.Biz: (1): A determináns de�níiójára gondolva a karakterisztikus polinom olyan n-tényez®s szorza-tok el®jeles összege, ahol a szorzatok tényez®i az [A]BB − λ · I mátrix elemei. E mátrix minden elemeegy legfeljebb els®fokú polinomja λ-nak, ezért minden szorzat egy legfeljebb n-edfokú polinom, így adetermináns is az. Egy szorzat pontosan akkor lesz n-edfokú, ha minden tényez®je els®fokú. Márpedigpontosan a f®átlóban szerepelnek az els®fokú elemek (−1 a f®együtthatójuk), így pontosan egyetlen
n-edfokú tagja lesz a determinánst meghatározó összegnek (aminek a f®együtthatója egyébként (−1)nlesz). A determináns tehát sakugyan λ egy pontosan n-edfokú polinomja.(2): Nem bizonyítjuk. (Jegyezzük meg, hogy maga az állítás fontos (hiszen ez mutatja, hogy a karakte-risztikus polinom fogalma jólde�niált), bizonyítása nemtriviális.)(3): A karakterisztikus polinom de�níiója el®tti gondolatmenet pontosan ezt igazolja. �Cayley-Hamilton tétel: Minden lineáris transzformáió gyöke a karakterisztikus polinomjának,20



azaz kA(A)(v) = 0 minden v ∈ V vektorra. (Más szóval, kA(A) a nulla transzformáió. Egy harmadikmegfogalmazás szerint, ha kA(λ) = anλn + an−1λ
n−1 + . . . + a1λ + a0, akkor tetsz®leges v ∈ V vektorra

an · An(v) + an−1An−1(v) + . . . + a1 · A(v) + a0 · v = 0 teljesül, ahol az Ak lineáris transzformáiót az
Ak(v) := A(A(. . .A(v) . . .)) k-szoros iterált de�niálja.) �10. Végtelen halmazok, számosságEz a fejezet nem lett külön kidolgozva, az érdekl®d® olvasó a http://s.bme.hu/~sali/halmaz.pdfwebhelyen letöltheti.11. Elemi leszámlálásokDef: Legyenek k, n ∈ N és 0 ≤ k ≤ n. Az n elem k-adosztályú (ismétlés nélküli) variáióján
n db, rögzített, egymástól megkülönböztethet® elemb®l kiválasztott k db elem egy sorrendjét értjük.Azaz kiválasztunk egy els® elemet az n közül, egy t®le különböz® másodikat, stb, végül az eddigiekt®lkülönböz® k-adikat. V (n, k) jelöli n elem k-adosztályú variáióinak számát.Példa: A fenti variáiófogalomra egy lehetséges példa, ha azt kérdezzük, hogy egy n versenyz®részvételével megrendezett kerékpárversenyen hányféle sorrendje lehet az els® k befutónak.A kérdés értelemszer¶en V (n, k) értéke. Világos, hogy V (n, 0) = 1, V (n, 1) = n. Az is látszik, hogy
V (n, k) = V (n, k − 1) · (n − k + 1), hiszen minden szóbajöv® sorrendet meghatározhatunk úgy, hogyel®ször k−1 elemet rakunk sorba, majd a k-dik elemet kiválasztjuk az eddig ki nem választott n−k +1elem közül. Innen V (n, k) = n · (n − 1) · . . . · (n − k + 1) adódik.Def: Az n természetes szám faktoriálisa n! :=

{

1 ha n = 0
1 · 2 · . . . · n ha n > 0

.A fenti jelöléssel V (n, k) = n!
(n−k)! adódik.Def: Legyen k, n ∈ N. Ekkor n elem k-adosztályú, ismétléses variáiója alatt egy olyan k hosszúsorozatot értünk, aminek tagjai n db, egymástól megkülönböztethet® elem közül kerülnek ki, úgy, hogy az

n elem bármelyikét tetsz®legesen sokszor felhasználhatjuk a sorozatban. Az említett ismétléses variáiókszámát Vism(n, k) jelöli.Példa: Az ismétléses variáió kapsán a Tour de Frane kerékpáros vetélked® egy versenynapjáragondolhatunk, és megkérdezhetjük, hogy ha az adott napon n versenyz® indult, és k etap volt (ezekmindegyikénél az els® néhány befutó pontokat szerez), akkor hányféle lehet az aznapi etapgy®zteseksorrendje.Hasonlóan a fenti gondolatmenethez, itt Vism(n, 0) = 1, Vism(n, 1) = n, ill. k ≥ 1 esetén Vism(n, k) =
Vism(n, k − 1) · n, ahonnan Vism(n, k) = nk.Def: Legyen n ∈ N. Ekkor n elem egy permutáiója az n db, egymástól megkülönböztethet® elemegy sorbarendezését jelenti.Példa: A permutáióra korábban láttunk már példát: egy n×n méret¶ táblán egy bástyaelhelyezéstír le. De ha pl. n ellen®rzésen kell átjutnunk, mindegyiken egy-egy jelszó bemondásával (ha rossz jelszóvalpróbálkozunk, azonnal veszítünk), és ismerjük az n jelszót, de nem tudjuk, melyik ellen®rzési pontokhoztartozik, akkor a siker esélye (további informáió hiányában) éppen 1

n! .A de�níiókból azonnal adódik, hogy n elem permutáiói azonosak az n elem n-edosztályú variáió-ival, így a fentiek szerint a számuk n!
0! = n! .Def: Legyen k1, k2, . . . , kl ∈ N rögzített számok és n :=

∑n
i=1 ki . Ekkor n elem ismétléses permu-táiója alatt egy olyan n hosszú sorrendet értünk, amiben az i-dik elem pontosan ki-szer jelenik megminden 1 ≤ i ≤ l esetén.Példa: Ha tudjuk, hogy egy héten minden nap öt óránk van az általános iskolában, és ismerjük azegyes tárgyak heti óraszámait (k1, k2, . . . , kn, ezekre értelemszer¶en k1+k2+. . .+kn = 25 teljesül), akkora lehetséges órarendek száma éppen a 25 óra ismétléses permutáióinak száma. (A példa pindurit sánta,mert nem valószín¶ olyan nap, hogy testnevelés-ének-rajz-tehnika-osztályf®nöki legyen a beosztás.)Megjegyzés: 1. Az �n elem ismétléses permutáiója� elnevezése nem teljesen pontos. Ugyanis amikor err®l beszelünk,akkor azt mindig úgy értjük, hogy az l és a ki-k értékek is rögzítettek.2. Ha minden ki értéke 1, akkor az ismétlés nélküli permutáió fogalmához jutunk vissza. Az ismétlés nélküli permutáiónaktehát két lehetséges általánosítását láttuk: az ismétlés nélküli variáiót, ill. az ismétléses permutáiót.Az ismétléses permutáiók számának kiszámításához tekintsünk n megkülönböztethet® elemet, ésrögzítsük ezeknek egy l soportra történ® szétosztását, úgy, hogy a soportok mérete rendre k1, k2, . . . , kllegyen. Ekkor az n elem minden permutáiója egyértelm¶en meghatároz egy ismétléses permutáiót21



ha a sorbarakott elemek helyett azok soportját tekintjük. Az a lényeges meg�gyelés, hogy mindenismétléses permutáiót ugyanannyi ismétlés nélküli permutáió határoz meg: ha ugyanis egy rögzítettismétléses permutáiót szeretnénk megkapni, akkor az egyes soportokat adott helyekre kell szétosztani,amit egy ki méret¶ soport esetén ki!-féleképp tehetünk meg. Mivel minden soportra ezt egymástólfüggetlenül megtehetjük, ezért minden ismétléses permutáiót pontosan k1! · k2! · . . . · kl!-féle ismétlésnélküli permutáió határoz meg. Ezért az ismétléses permutáiók száma n!
k1!·k2!·...·kl!

.Megjegyzés: 1. A (k1+k2+...+kl)!
k1!·k2!·...·kl!

kifejezésr®l ránézésre nem világos, hogy egész szám. Láttuk azonban, hogy az ismét-léses permutáiók számát írja le, ezért bizonyosan egész. Ezzel tehát egy algebrai tényt kombinatorikus úton igazoltunk.2. Figyeljük meg, hogy az �ismétléses� jelz® a variáiók ill. permutáiók esetén különböz® dolgot jelent: variáiók eseténtetsz®leges számú ismétl®dés megengedett, permutáióknál minden elemr®l adott, hogy hányszor ismétl®dik.Def: Legyen k, n ∈ N, k ≤ n. Ekkor n elem k-adosztályú kombináióján egy (rögzített) n elemb®lálló halmaz egy k-elem¶ részhalmazát értjük. Az elem k-adosztályú kombináióinak számát (azaz az
n-elem¶ halmaz k-elem¶ részhalmazainak számát) C(n, k) jelöli.Példa: A legkézenfekv®bb példa talán a lottóhúzások lehetséges kimeneteleinek száma, C(90, 5).Vegyük észre, hogy n elem minden k-adosztályú variáiója egyértelm¶en meghatároz egy k-adosztályú kombináiót: egyszer¶en el kell feledkezni kiválasztott k elem sorrendjér®l. Az is azonnallátszik, hogy minden egyes k-adosztályú kombináió annyi k-adosztályú variáióból származtatható,ahányféleképpen a kiválasztott k db elemet sorba lehet rakni, azaz k! db-ból. Ezért C(n, k) = n!

(n−k)!·k! .Megjegyzés: Az fenti kombináiófogalom ismét speiális esete az ismétléses permutáiónak: ha n elemb®l akarok k-tkiválasztani, akkor feltehetem, hogy az n elemnek van egy rögzített sorrendje. Ebben a sorrendben minden elemr®l megkell mondanom, kiválasztottam-e vagy sem, rááadásul ezt úgy, hogy pontosan k-t válasszak ki. Vagyis egy olyan n hosszúsorrendr®l van szó, amiben a �kiválasztva� k-szor, a �nem kiválasztott� pedig (n − k)-szor jelenik meg. Ez pedig az nelem egy olyan ismétléses permutáiója, amire k1 = k és k2 = n − k .Def: Jelölje (n
k

)

:= n!
(n−k)!·k! az �n alatta k� (vagy �n alatt a k� ?) binomiális együtthatót.A fenti jelöléssel C(n, k) =

(

n
k

) adódik.Megjegyzés: 1. Ránézésre itt sem világos, hogy `

n

k

´

∈ N, de kombinatorikus úton ez azonnal adódik, hisz egy halmazméretét adja meg. (Persze ezt már láttuk az ismétléses permutáióknál.)2. `

n
k

´

=
`

n
n−k

´: algebrai úton is világos, de abból is látszik, hogy n elem közül k elem kiválasztása ugyanaz, mint n − kelem �otthagyása�, vagyis a megmaradó n − k elem kiválasztása.3. Ha k ≥ 1, akkor `

n

k

´

=
`

n−1
k

´

+
`

n−1
k−1

´. Rögzítsünk ugyanis egy x elemet az n elem közül. Ha most n elem közül k-tválasztunk ki, akkor ebben a k elemben vagy nins benne az x, és akkor tkp n−1 elemb®l választottunk k-t (`n−1
k

´-féleképp),vagy benne van az x, és ekkor az x-t®l különböz® n−1 elem közül kellett (k−1)-t kiválasztani, amit `

n−1
k−1

´-féleképp tehetünkmeg. Az azonosság persze algebrai úton is igazolható, de az az út unalmas és fárasztó.Def: Legyen k, n ∈ N. Ekkor n elem k-adosztályú, ismétléses kombináiója n-féle elemtípusból kdb kiválasztását jelenti, ahol bármely típusból tetsz®legesen sokat választhatunk. Tehát az ismétléseskombináiók kölsönösen megfeleltethet®ek az a1 +a2 + . . . an = k összegeknek, ahol ai ∈ N írja le, hogyaz i-dik típusból hányat választottunk. Az n elem k-adosztályú ismétléses variáióinak száma Cism(n, k).Példa: Ha egy ukrászdában n-féle süteményt árulnak, akkor k db-t éppen Cism(n, k)-féleképpenvásárolhatunk.Az n elem tetsz®leges k-adosztályú, ismétléses kombináiója egyértelm¶en megfeleltethet® egy (n +
k − 1) hosszúságú 0/1-sorozatnak: el®ször leírunk a1 db 1-t, majd egy 0-t, utána a2 db 1-t, egy 0-t, a3db 1-t, 0-t, stb. (Tkp. minden ai-t ai db 1-essel, és minden +-t egy 0-val kódolunk.) Összesen tehát
k db 1-t és (n − 1) db 0-t írunk le. Ráadásul, minden n + k − 1 hosszúságú, k db 1-est tartalmazó
0/1 sorozatból egyértelm¶en adódik egy ismétléses kombináió. Ezért az ismétléses kombináiók számaazonos a lehetséges 0/1-sorozatok számával. Egy ilyen sorozatot pedig úgy kapunk, hogy a lehetséges
n + k − 1 helyb®l kiválasztjuk azt a k helyet, ahova 1-t írunk, a maradék helyeken értelemszer¶en 0-kállnak. Eszerint n elem k-adosztályú ismétléses kombináióinak száma (n+k−1

k

).A binomiális együtthatókkal kapsolatos a binomiális tétel.Binomiális tétel: Ha 1 ≤ n ∈ Z, akkor (a + b)n =
∑n

i=0

(

n
i

)

aibn−i .Biz: Amikor a zárójeleket felbontjuk, akkor a keletkez® kifejtési tagok úgy adódnak, hogy az ntényez® mindegyikéb®l kiválasztjuk az a ill. b valamelyikét, és ezeket összeszorozzuk. Tehát mindenkifejtési tag ai · bn−i alakú lesz valamely 0 ≤ i ≤ n egészre. Konkrétan: aibn−i annyiszor fog adódni,ahányféleképpen i db a-t tudok választani a lehetséges n-b®l, azaz (n
i

)-szer. �Köv.: 1. (n0)+
(

n
1

)

+
(

n
2

)

+ . . . +
(

n
n

)

=
∑n

i=0

(

n
i

)

= (1 + 1)n = 2n .2. (n0)− (n1)+
(

n
2

)

− . . . ±
(

n
n

)

=
∑n

i=0(−1)i
(

n
i

)

= (1 − 1)n = 0n = 0 .
22



A Pasal háromszög.A binomiális együtthatókat elrendezhetjük piramisalakzatban úgy, hogy apiramis súsán áll az `0
0

´

= 1 együttható, alatta az `1
0

´

= 1 ill. `1
1

´

= 1 együtthatók, a harmadiksorban találhatóak a `2
0

´

,
`2
1

´

,
`2
2

´ együtthatók. Általában, az i-dik sorban az `

i
0

´

,
`

i
1

´

, . . . ,
`

i
i

´együtthatók állnak. A legutóbbi következmény mutatja, hogy a Pasal háromszög i-dik sorábantalálható elemek összege 2i−1. Ez azonban belátható abból a tényb®l is, hogy minden sorösszegkétszerese az el®z®nek, ugyanis a pasal háromszög egy elemét úgy kapjuk, hogy összeadjuk afölötte álló két elemet. (Ez a korábban látott `

n

k

´

=
`

n−1
k−1

´

+
`

n−1
k

´ összefüggésb®l adódik.) APasal háromszögnek további érdekes tulajdonságai vannak.
1

1 1
1 2 1

1 3 3 1
1 4 6 4 1

1 5 10 10 5 1
. . . . . . . . . . . .A Pasal háromszög12. GráfokA G = (V, E) egyszer¶ gráf, ha (1) V 6= ∅ és (2) E ⊆

(

V
2

)

:= {{u, v} : u, v ∈ V, u 6= v} .Egy G gráf esetén V (G) jelöli G súsainak (pontjainak), E(G) pedig G éleinek halmazát, azaz
G = (V (G), E(G)). A G egyszer¶ gráf véges, ha V véges halmaz.A G gráf egy diagramja egy olyan lerajzolása, amiben a súsoknak (síkbeli) pontok felelnek meg,éleknek pedig olyan görbék12, amik a két végpontot kötik össze, önmagukat nem metszik, és más vég-pontokat elkerülnek. A G gráf szomszédossági mátrixa az a V (G) × V (G) méret¶ mátrix, aminek (u, v)pozíióján az u és v közti élek száma áll (u = v esetén a hurokélek számának kétszerese).Az e = {u, v} élt röviden e = uv-vel jelöljük; u és v az e él végpontjai. u és v szomszédos, ha uv ∈ E.
e és f párhuzamos élek, ha végpontjaik azonosak13. Hurokél az olyan él, aminek végpontjai azonosak14.A G = (V, E) pár gráf, ha V 6= ∅, E élhalmaz V -n, és párhuzamos és hurokél is megengedett. A G gráfvéges, ha V (G) és E(G) is véges halmazok.A G gráf v súsának d(v) foka a v végpontú élek száma (hurokél kétszer számít):
d(v) := |{e ∈ E : v végpontja e-nek}| + |{e ∈ E : e hurokél és v-n}| . A G gráf maximális ill. minmálisfokszámát ∆(G) := max{d(v) : v ∈ V (G)}, ill. δ(G) := min{d(v) : v ∈ V (G)} jelöli. A G gráf (r-)reguláris, ha minden pontjának ugyanannyi (r) a foka: ∆(G) = δ(G)(= r).Tétel: Ha G véges gráf, akkor∑v∈V (G) d(v) = 2|E(G).Biz: ∑v∈V d(v) =

∑

v∈V

∑

e∈E
e=vx

1 =
∑

e∈E

∑

v∈V
e=vx

1 =
∑

e∈E 2 = 2|E| . (Szavakban: ha mindenfokszámot összeadunk, akkor minden élt kétszer számolunk meg: egyszer az egyik, másszor a másikvégpontjánál.) �

Kn az n-pontú teljes gráf : |V (G)| = n, és bármely két pont (egy-szer) össze van kötve. Pn az n-pontú út Cn az n-pontú kör :
V (Pn) = V (Cn) = {v1, . . . , vn}, E(Pn) = {vivi+1 : 1 ≤ i < n},
E(Cn) = E(Pn) ∪ {v1vn}. (ld. az ábrát)Meg�gyelés: K2 = P2, K3 = C3

Pn

K6
Cn

D = (V, A) irányított gráf, ha (1) V 6= ∅ és (2) A ⊆ V 2. (Minden élnek van egy irányítása. Adiagramon nyilakkal jelölhet®. Párhuzamos és hurokél itt is értelmezhet®, akár kétféle irányú él is lehetkét pont között. Az irányítatlan fogalmak többsége értelemszer¶en kiterjeszthet®.)A G1 és G2 gráfok izomorfak (G1
∼= G2), ha létezik egy-egy ϕV : V (G1) → V (G2) és ϕE : E(G1) →

E(G2) bijekió úgy, hogy uv ∈ E(G) ⇐⇒ ϕV (u)ϕV (v) = ϕE(uv). (Tkp. köls. egyért. megfelelés apontok között, úgy, hogy tetsz. u és v annyiszor van összekötve G1-ben, mint a megfelel®ik G2-ben.)A G egyszer¶ gráf komplementere a G := (V (G),
(

V
2

)

\ E(G)) gráf.Példa: Önkomplementer (komplemeterükkel izomorf) gráfok. (Pl. P4, C5 ill. az 5-pontú �bika�.)Tétel: Gráfok izomor�ája ekvivaleniareláió: tetsz®leges G1, G2, G3 gráfokra (1) G1
∼= G1, (2)

G1
∼= G2 ⇒ G2

∼= G1 és (3) G1
∼= G2

∼= G3 ⇒ G1
∼= G3 .A G gráf élsorozata egy olyan (v1, e1, v2, e2, . . . , vk) sorozat, amire ei ∈ E(G) és ei = vivi+1 (∀1 ≤

i < k). A séta olyan élsororzat, aminek minden éle különböz®. A körséta olyan séta, aminek kiinduló ésvégpontja azonos: v1 = vk. Az út (ill. kör) olyan (kör)séta, aminek súsai (a végpontok azonosságátóleltekintve) különböz®ek.Egyszer¶ gráf esetén az út (kör) azonosítható a hozzátartozó pontsorozattal vagy élsorozattal.A G gráf összefügg® (öf), ha bármely két pontja között vezet séta.Állítás: A G gráfban pontosan akkor létezik u és v között séta, ha létezik u és v között út.
u, v ∈ V (G)-re u ∼ v, ha létezik u és v között séta. A G gráf komponense a ∼ ekvivaleniareláióekvivaleniaosztálya.12Görbe helyett szerensésebb töröttvonalról beszelni. Egy görbe egészen váratlan módon is tud viselkedni. Hagyjuk.13Ezek értelmezéséhez vagy E(G)-t �multihalmaznak� tekintjük (egy él többszörös multipliitással lehet eleme), vagy Esak az élek �neveinek� halmaza, és odagondolunk egy E →

`

V
2

´ leképezést is, ami megmutatja az élek végpontjait. Nemkínlódunk a fogalom preíz de�níiójával: megelégszünk azzal, hogy lehetséges formalizálni azt, amit szemléletesen leírunk.14Ehhez is módosítani kéne az él de�níióját, de itt sem az absztrakt formalizmus a él.23



Állítás: A ∼ reláió ekvivaleniareláió: (1) u ∼ u, (2) u ∼ v ⇒ v ∼ u, (3) u ∼ v ∼ w ⇒ u ∼ wtetsz®leges u, v, w ∈ V (G)-re.Következmény: K ⊆ V (G) a G gráf komponense, ha bármely u, v ∈ K között létezik G-séta, denem létezik u − v séta ha u ∈ K, v ∈ V (G) \ K.Következmény: Minden gráf egyértelm¶en komponensekre bontható.
G = (V, E) gráf, e ∈ E, E′ ⊆ E, v ∈ V , V ′ ⊆ V . G−e := (V, E \{e}) az e él törlésével keletkez® gráf.

G−E′ := (V, E \E′) az E′ éleinek törlésével keletkez® gráf. Legyen Ev := {e ∈ E : v végpontja e-nek}.
G−v := (V \{v}, E\Ev) a v pont törlésével keletkez® gráf. EV ′ := {e ∈ E : enek van V ′-beli végpontja}.
G − V ′ := (V \ V ′, E \ EV ′) a V ′ törlésével keletkez® gráf.Legyen G egy gráf és V ′ ⊆ V (G), ill. V ∗ := V \ V ′. G∗ a G gráf V ∗ által feszített részgráfja, ha
G∗ = G − V ′. H a G részgráfja, ha H = (G − V ′) − E′ alkalmas V ′ ⊆ V (G) és E′ ⊆ E(G)-re.13. Fák alaptulajdonságaiA G gráf erd®, ha körmentes, azaz nem tartalmaz kört. A G gráf fa, ha öf erd®, azaz ha körmentesés összefügg®.Tétel: Tegyük fel, hogy G n-pontú, körmentes gráf. G pontosan akkor összefügg®, ha n− 1 éle van.Biz: Építsük fel F -t az n-pontú üresgráfból élek behúzásával. A körmentesség miatt mindig kétkülönböz® komponens közt kell élt behúzni (különben kört kapnánk). Két komponens közé behúzott él
1-gyel sökkenti a komponensek számat. Ha G öf, akkor n-r®l 1-re sökken a komponensek száma, tehát
n − 1 élt húztunk be. Másfel®l, ha G (n − 1)-él¶, akkor komponenseinek száma n − (n − 1) = 1, tehát
G öf. �Tétel: Legyen G n-pontú, (n − 1)-él¶, összefügg®, egyszer¶ gráf. Ekkor G körmentes.Biz: Indirekt. Ha G-ben van egy k-pontú kör, akkor e kör k élének behúzása után n−k+1 komponensvan. A további n− 1− k él mindengyike legfeljebb 1-gyel sökkenti a kompontensek számát, végül tehátlegalább n − k + 1 − (n − 1 − k) = 2 komponens lesz, azaz G nem öf. Ellentmondás. �Köv.: F fa ⇐⇒ G körmentes, öf ⇐⇒ |E(G)| = |V (G)|−1, G körmentes ⇐⇒ |E(G)| = |V (G)|−1,
G öf ⇐⇒ G minimális öf (bármely élt elhagyva G szétesik) ⇐⇒ G maximális körmentes (tetsz. új éltbehúzva kör keletkezik.)Köv.: Minden véges, öf G gráfnak létezik feszít®fája, azaz olyan F részgráfja, amire F fa és V (G) =
V (F ) .Biz: Hagyjunk el éleket, míg a gráf öf marad. Végül egy min. öf gráfot, azaz fát kapunk. Ez fesz.falesz, hisz nem hagytunk el pontot. �Def: F fa, v ∈ V (F ) az F levele, ha d(v) = 1.Tétel: Minden, legalább 2-pontú fának van legalább két levele.Biz: Tekintsünk egy leghosszabb P utat. P végpontjából sem indulhat további él: ha ugyanis újabbpontba futna, akkor P nem lenne leghosszabb, ha pedig P egy pontjába, akkor a gráf nem lenne kör-mentes. �14. A Cayley tételAlapprobléma: Hány n-pontú fa van? Izomor�a erejéig: n = 1-re 1, n = 2-re 1, n = 3-ra 1, n = 4-re
2 (K1,3 és P4), n = 5-re 3 (2-level¶, 3-level¶, 4-level¶), n = 6-ra 6 (2-level¶, 2 × 3-level¶, 2 × 4-level¶,
5-level¶), ... Nehéz.Számozott súsokon (izomorf fákat többször megszámolva) n = 1-re 1, n = 2-re 1, n = 3-ra 3,
n = 4-re 16 (4×K1,3 és 12× P4), n = 5-re 125 (60× 2-level¶, 60× 3-level¶, 5× 4-level¶), n = 6-ra sok.Cayley tétel: Az {1, 2, . . . , n} ponthalmazon nn−2 különböz® fa adható meg.Biz: (A Prüfer-kód segítségével) Részfák egy F = F1 > F2 > . . . >
Fn−1 sorozatát konstruáljuk az alábbiak szerint. Legyen i ∈ [n−1]-re
wi az Fi legkisebb sorszámú levele, vi pedig wi Fi-beli szomszédja.Legyen továbbá Fi+1 := Fi −wi. (Az aktuális Fi fának a legkisebb wilevelét hagyjuk el, ami vi-hez satlakozik.)Meg�gyelés: Fn−1 = {n}, azaz vn−1 = n .Biz: Az n súsot sosem hagytuk el, hisz mindig legl. 2 levél volt. �

v6, w7

1, w1

7, v2, w5

v7, w8

v1
2

v3

3, w2 9, v8

5, w4

8, w6

4, w3

6, v4Levéltörlési sorrend: 1, 3, 4, 5, 7, 8, 6, 2Prüfer kód: (2, 7, 2, 6, 9, 6, 2)A fenti F fa Prüfer-kódja P (F ) = (v1, v2, . . . , vn−2). A de�níióból adódik, hogy az Fi fa Prüfer-kódja
P (Fi) = (vi, vi+1, . . . , vn−2) . Az is világos, hogy minden fához egyértelm¶en tartozik Prüfer-kód. Azt24



kell igazolni, hogy minden (n − 2)-hosszú sorozat pontosan egy fa Prüfer-kódja, hisz ekkor a lehetséges
nn−2 Prüfer-kód köls. egyért. megfelel a vizsgált fáknak.Meg�gyelés: Az F fa Prüfer-kódjában F bármely v súsa (d(v) − 1)-szer szerepel.Biz: Láttuk, hogy Fn−1 = {n}, ezért a v = n pont éppen annyiszor szerepel a v1, v2, . . . , vn−1 pontokközött, ahányszor egy-egy szomszédja törlésre került, azaz d(n)-szer. Mivel vn−1 = n, ezért a Prüfer-kódban d(n) − 1-szer szerepel az n.Legyen most k < n. A k sús pontosan akkor szerepel a Prüfer-kódban, ha töröljük egy szomszédját,azaz, ha fokszáma eggyel sökken. Amikor k fokszáma 1-re sökken, akkor az utolsó k-ból induló él már
k-nak (és nem a szomszédjának) a törlése miatt lesz törölve, tehát ekkor már nem k kerül a Prüfer-kódba. (Ez az él egyébként a k-ból az n sús felé vezet® út els® éle, hisz a részfák n-re zsugorodnak.)Tehát k is d(k) − 1-szer bukkan fel a Prüfer-kódban. �Köv.: Az F fa levelei pontosan F -nek a Prüfer-kódban nem szerepl® súsai.Biz:A levelek az 1-fokú súsok, vagyis pontosan azok az 1 és n közti számok, amik 0-szor szerepelneka Prüfer-kódban. �Köv.: w1 a legkisebb olyan természetes szám, ami nem szerepel a v1, v2, . . . , vn−1 sorozatban. �Láttuk, hogy az F Prüfer-kódjának k-dik jegyt®l induló végszelete az Fk fa Prüfer-kódja. Ezért wk(az Fk fa legkisebb index¶ levele), a legkisebb olyan szám, {1, 2, . . . , n} \ {w1, w2, . . . , wk−1} között,ami nem szerepel a Fk Prüfer-kódjában, azaz vk, vk+1, . . . , vn−2 között. Más szóval, a legkisebb olyanszám, ami nem szerepel a w1, w2, . . . , wk−1, vk, vk+1, . . . , vn−1 sorozatban. (Ez k = n − 1-re is igaz.)Ha tehát a Prüfer-kód sakugyan egy F fához tartozik, F egyértelm¶en rekonstruálható: be kell húznia vn−1wn−1, vn−2wn−2, . . . , v1w1 éleket az [n] ponthalmazon. (Az éleket ebben a sorrendben érdemesbehúzni, mert így mindig egy fát b®vítünk, amit emiatt könny¶ élkeresztez®dés nélkül lerajzolni.)Azt kell még igazolni, hogy a (v1, v2, . . . , vn−2) Prüfer-kódból egyértelm¶en rekonstrukálható F gráfolyan fa, aminek Prüfer-kódja (v1, v2, . . . , vn−2).Legyen F ′

k
a wn−1vn−1, wn−2vn−2, . . . , wkvk élek feszítette gráf. Azt mutatjuk meg k szerinti indukióval, hogy F ′

kolyan fa, aminek Prüfer-kódja (vk , vk+1, . . . vn−2). (Ez k = 1 esetén épp azt adja, amit szeretnénk.) Az indukiós állítás
k = n − 1-re világos, hisz F ′

n−1 egypontú, és Prüfer-kódja üres.Meg�gyelés: (1) w1, w2, . . . , wn−1, n különböz®ek. (Hisz wj választásakor wi tiltott ha i < j.)(2) vk 6∈ {w1, w2, . . . , wk} (wi választásakor i ≤ k-ra wi 6= vk) , így vk ∈ {wk+1,wk+2, . . . , wn−1, n}. �Tegyük fel, hogy Fk+1 fa, és hogy Prüfer-kódja sakugyan (vk+1, . . . vn−2). (1) és (2) miatt V (F ′
k+1) =

{n, wn−1, vn−2, wn−2, . . . , vk+1, wk+1} = {n, wn−2, wn−3, . . . , wk+1}, ezért (1) miatt F ′
k
sakugyan fa, aminek wk le-vele. Azt supán bizonyítani, hogy wk az F ′

k
legkisebb levele. F ′

k+1 Prüfer-kódjából a fenti Következmény alapján azlátszik, hogy F ′
k+1 leveleinek halmaza

L(F ′
k+1) = {wk+1, . . . , wn−1, n} \ {vk+1, . . . , vn−1} = [n] \ ({w1, w2, . . . , wk} ∪ {vk+1, . . . , vn−1}) .Világos, hogy L(F ′

k
) = (L(F ′

k+1) \ {vk})∪ {wk} = [n] \ ({w1, w2, . . . , wk−1} ∪ {vk, vk+1, . . . , vn−1}), és az Fk Prüfer-kódjára vonatkozó meg�gyelés szerint wk-t éppen e halmaz legkisebb eleme. �Alkalmazás: Véletlen fa generálása n ponton: Egy n-oldalú dobókokát (n− 2)-szer feldobva, a keletkez® sorozat egyegyenletes eloszlás szerinti véletlen fa Prüfer-kódja. �A Cayley tételre megadunk egy nemsztenderd, alternatív bizonyítást is. El®nye, hogy valamivel közvetlenebbül látszik akölsönösen egyértelm¶ megfeleltetés a fák és az azokat leíró ismétléses variáiók között, továbbá, hogy a fa rekonstrukiójaa kód alapján valamivel egyszer¶bb.Legyen tehát F egy fa az v1, v2, . . . , vn pontokon. Az F fában (egyértelm¶en)létezik egy P2 irányított út v1-b®l v2-be. A P2 út valamelyik pontjából létezik egyegyértelm¶ irányított P3 út v3-ba úgy, hogy P3 minden (irányítatlan) éle különböz®a P2-beliekt®l. (Ha v3 rajta van P2-n, akkor P3-nak egyetlen pontja és 0 éle van.)Általában, ha már ismerjük a P2, P3, . . . , Pi utakat, akkor Pi+1 az az (egyértelm¶enlétez®) vi+1-be vezet® út lesz, aminek kiindulópontja rajta van a P2, P3, . . . , Pi utakáltal alkotott részfán, de ett®l eltekintve diszjunkt t®le. Világos, hogy a fenti eljá-rás az F fát a P2, P3, . . . , Pn utak uniójára bontja fel, és ezen utak élei páronkéntkülönböz®ek. 4
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1

P1 = {1}, P2 = {1, 2}, P3 = {2, 9, 7, 3}

P7 = {7}, P8 = {6, 8}, P9 = {9}

P4 = {2, 4}, P5 = {2, 6, 5}, P6 = {6}Refürp kód: (1, 2, 9, 7, 2, 2, 6, 6)Ha Pi = (va(1), va(2), . . . , va(k), vi) egy felbontásbeli út, akkor legyen Pi kódja a(1), a(2), . . . , a(k). (Ha tehát Pi = (vi)egy egypontú út, akkor a kódja üres.) Legyen az F fa Refürp-kódja az F felbontásában szerepl® P2, P3, . . . , Pn irányítottutak kódjainak egymásutánja. Világos, hogy ha F egy fa a v1, v2, . . . , vn pontokon, akkor egyértelm¶en létezik Refürp-kódja. E Refürp-kód ráádásul n− 1 számból áll, hiszen minden Pi út kódja megegyezik Pi éleinek számával, tehát az F faRefürp-kódja is épp olyan hosszú, mint ahány éle van F -nek.Világos, hogy a Refürp-kód els® jegye 1 (hisz P2 a v1 súsból kiindulva fut a v1 6= v2 súsba), és a kód további
n− 2 jegyének mindegyike az 1 és n közti egészek közül kerül ki. Így az ismétléses variáiókról tanultak alapján legfeljebb
nn−2-féle Refürp-kód kódolhat n-pontú fát.Azt kell supán igazolni, hogy ha 1 = r(1), r(2), r(3), . . . , r(n − 1) egy olyan számsorozat, amiben minden r(i) egy 1és n közti egész, akkor egyértelm¶en létezik egy olyan F fa, aminek Refürp-kódja r(1), r(2), r(3), . . . , r(n− 1). A él tehátnem más, mint az r(1), r(2), . . . , r(n−1) számsorozatot felbontani n−1 sorozat egymásutánjára (ezek némelyike üres lesz),úgy, hogy e sorozatok rendre a P2, P3, . . . , Pn utak kódjai legyenek. Az els® kérdés tehát, hogy az r(1), r(2), . . . , r(n − 1)számsorozatban melyik r(i) lesz a P2 út kódjának utolsó jegye, azaz melyik r(i + 1) lesz a P3 kódjának els® jegye, másszóval a P3 út kiindulópontjának indexe15. A P3 út kétféle lehet: kiindulópontja vagy v2, vagy a P2 útnak egy v2-t®l15ha P3 egypontú, akkor itt P3 helyett az els® nemegypontú Pi útról van szó, hiszen annak a kódja kezd®dik r(i+1)-gyel.25



különböz® pontja, aminek indexe tehát szerepel P2 kódjában. Ezért a P3 út kódjának kezdete (vagyis az ominózus r(i+1))az els® olyan jegye lesz F Refürp-kódjának, amire r(i + 1) = 2, vagy r(i + 1) már korábban el®fordult F Refürp-kódjában.A fenti módszer általánosságban is m¶ködik. Tegyük fel, hogy az r(1), . . . , r(n − 1) sorozatból már meghatároztuk a
P2, P3, . . . , Pi utak kódjait. A él a Pi+1 út kódjának meghatározása. Legyen a Pi kódjának utolsó jegye az F Refürp-kódjának k-dik jegye, vagyis r(k). Világos, hogy ha már valamelyik korábbi Pj út használta a vi+1 súsot, akkor i + 1már korábban szerepelt a Pj kódjában, azaz r(l) = i + 1 valamely l ≤ k esetén. Ekkor Pi+1 kódja üres, és rátérhetünk
Pi+2-re. Ellenkez® esetben, vagyis ha i + 1 nem szerepelt a Refürp-kód r(k)-ig tartó részében, akkor vi+1 nem pontja a
P2, P3, . . . , Pi utak egyikének sem, tehát Pi+1 legalább kétpontú, és supán azt kell megállapítani, hogy Pi+1 (r(k+1)-gyelkezd®d®) kódja hol ér véget, azaz melyik r(s + 1)-gyel kezd®dik a Pi+1-t követ®, els®, legalább kétpontú Pm út kódja. A
Pm út kétféle lehet: vagy a v2, v3, . . . , vi+1 súsok valamelyike a kiindulópontja, vagy egy olyan pont, aminek indexe a
P2, P3, . . . Pi+1 útak valamelyikének kódjában már szerepelt korábban. Ezért s + 1 olyan szám, amire

s > k és r(s + 1) ∈ {2, 3, . . . , i + 1} ∪ {r(1), r(2), . . . , r(s)} (1)teljesül. Világos, hogy ha s+ 1-re (1) fennáll, akkor r(s +1) nem lehet benne Pi+1 kódjában, tehát s +1 a legkisebb olyanszám, ami teljesíti az (1) feltételt. Ezzel pedig egyértelm¶en meghatároztuk Pi+1 kódját: r(k + 1), r(k + 2), . . . , r(s).Ha pedig ismerjük a P2, P3, . . . , Pn utak kódjait, akkor mindezen utak rekonstruálhatóak, tehát uniójuk, az F ′ gráf is.Kell, hogy F ′ fa. Világos, hogy minden Pi kiindulópontja egy el®z® Pj útnak pontja, tehát a F ′ összefügg®. Minden Pi-nekannyi éle van, mint a kódjának hossza, tehát F ′-nek n − 1 éle van, továbbá F ′ tartalmazza minden Pi út végpontjait,tehát a v2, v3, . . . , vn pontokat, valamint P2 kezd®pontját, v1-t. Tehát F ′ egy n-pontú, (n − 1)-él¶ összefügg® gráf, azaz
F sakugyan fa. Az F ′ konstrukiójából pedig azonnal adódik, hogy Pi egy olyan irányított út, aminek a kiindulópontjaegy korábbi Pj pont valamelyike, végpontja vi, tehát F ′ Refürp kódja sakugyan r(1), r(2), r(3), . . . , r(n − 1).Megjegyzés: A Refürp-kódból a fa rekonstrukiója valójában még egyszer¶bb. Legyen r(1), r(2), . . . , r(n − 1) egyRefürp-kód. A rekonstrukió n−1 lépésben történik: az i-dik lépésben vr(i)-b®l indítunk egy ei élt. Az ei él másik végpontja
vr(i+1) lesz, ha i + 1 ≤ n− 1 és vr(i+1) nem szerepel a már felépített fában. Egyébként az a vj lesz az ei másik végpontja,amire j a legkisebb olyan pozitív súsindex, ami nem szerepel a már felépített fában.Alkalmazás: Hány olyan F fa van n ímkézett ponton, amiben az 1 és 2 ímkéj¶ pontok között futó út F -nekpontosan k élét tartalmazza? (Világos, hogy a Refürp-kód els® k + 1 jegyét nem választhatjuk teljesen szabadon, így
(n− 1) · (n− 2) · . . . · (n− k) · (k + 1) ·nn−k−3 adódik. Az is látszik, hogyan kell ilyen tulajdonságú véletlen fát generálni.)Szorgalmi házi feladat: Mi köze a Prüfer-kódnak a Refürp-kódhoz? (A helyes megfejt®k díja a szerz® elismerése.)15. A Kruskal algoritmusAlapprobléma: Egy vízm¶b®l kell n várost ivóvízzel ellátni. Úgy kell a vezetékhálózatot megépíteni,hogy sak városokon belül lehet vezetékeket elágaztatni, és a költségminimalizálás a él.Formálisan: Adott G = (V, E) lehetséges utak öf gráfja, k : E → R+ költségfv. F ⊆ E-re k(F ) :=
∑

f∈F k(f). Keressünk egy olyan F ⊆ E élhamazt, amire (V, F ) fa, és ezen belül k(F ) minimális. Azilyen (V, F ) fát minimális költség¶ feszít®fának nevezzük.Kruskal algoritmusa:Input: G = (V, E) öf gráf, k : E → R+ költségfv. Output: F = Fm min. ktg-¶ feszít®fa.Az algoritmus m¶ködése:Legyen E = {e1, e2, . . . , em}, növekv® költség szerint sorbarendezve (azaz k(e1) ≤ k(e2) ≤ . . . ≤
k(em)) és legyen F0 := ∅ . Sorban minden ei-r®l eldöntjük, hogy bevesszük-e az Fi élhalmazba: ha Fi−1az ei él hozzávételével körmentes marad, akkor Fi := Fi−1 ∪{ei} különben, ha Fi−1-be ei-t behúzva körkeletkezik, akkor Fi := Fi−1.Def: Adott G = (V, E) öf gráf ill k : E → R költségfüggvény esetén egy F ∗ ⊆ E élhalmaztoptimálisnak nevezünk, ha létezik G-nek olyan minimális költség¶ (V, F ) feszít®fája, amire F ∗ ⊆ F .Lemma: Legyen G = (V, E), k : E → R+ . Tegyük fel, F ∗ ⊆ E optimális, továbbá, hogy X ⊂ Volyan, hogy nem vezet X és V \ X között F ∗-beli él. Legyen az X és V \ X között vezet® élek között fegy minimális költség¶. Ekkor F ∗ ∪ {f} is optimális.Biz: F ∗ optimalitása miatt létezik egy (V, F ) minimális költség¶feszít®fa, amire F ∗ ⊆ F . Ha f ∈ F , akkor (V, F ) az F ∗ ∪ {f} opti-malitását is bizonyítja. Ha f 6∈ F , akkor a (V, F ) fában létezik egy út
f két végpontja között. Ez az út X-b®l indul, és V \ X-ben ér véget,tehát tartalmaz legalább egy f ′ élt, ami X és V −X között vezet. Az
f él választása miatt k(f) ≤ k(f ′) áll. Ha a (V, F ) fából elhagyjuk f ′-t, akkor a fa két komponensre esik, ráadásul f végpontjai különböz®komponensekben lesznek. F \ F∗

G

F∗

f

f′
1

X

f′
3

f′
2

Ezért f behúzásával (V, F \ {f ′}∪{f}) szintén fa lesz, és a költsége sem lehet több, mint (V, F ) költségevolt. Tehát egy, az F ∗ ∪ {f} élhalmazt tartalmazó, minimális költség¶ feszít®fát kaptunk. �Tétel: A Kruskal algoritmus konstruálta (V, F ) a G gráf egy minimális költség¶ feszít®fája.Biz: Az Fi de�níiójából világos, hogy F körmentes. A (V, F ) gráfba bármely ej ∈ E \ F -beli éltbehúzva kört kapunk, hiszen már az Fj−1-be behúzva is kör keletkezett. Mivel G öf, ezért (V, F ) is öf,tehát sakugyan feszít®fája G-nek. 26



Teljes indukióval igazoljuk (i szerint), hogy Fi optimális. Ez elegend®, hisz ekkor az Fm feszít®fa isoptimális, és az ezt bizonyító minimális költség¶ feszít®fa sakis maga (V, Fm) lehet. Az állítás F0 = ∅esetén triviális.Tegyük fel, hogy Fi−1 optimális. Ha Fi = Fi−1, akkor Fi nyilván-valóan optimális. Egyébként Fi = Fi−1 ∪ {ei}. Figyeljük meg, hogyaz ei a (V, Fi−1) gráf két komponense (mondjuk X és Y ) között fut(egyébként kört hozna létre). Az is világos, hogy ei el®tt egyetlen Xés V \ X között futó ej él sem került sorra, hisz akkor ej-t be kellettvolna venni, és a komponens X-nél b®vebb volna. Tehát ei az X és
V \ X között futó élek küzül az egyik legolsóbb. De ekkor az el®z®lemma szerint Fi = Fi−1 ∪ {ei} is optimális. � Fi−1

X

G

Y

ej

ei

Alkalmazás: G = (V, E) véges gráf, V1, V2, . . . , Vk ⊆ V . Létezik-e G-nek olyan feszít®fája, ami minden egyes Vi-nektartalmazza egy feszít®fáját?Legyen k(e) azon Vi-k száma, amik e mindkét végpontját tartalmazzák, azaz k(e) = k1(e) + k2(e) + . . . + ks(e), ahol
ki(e) = 1, ha e végpontjai Vi-ben vannak, egyébként ki(e) = 0. Ha F fa G-ben, akkor

k(F ) =
X

f∈F

k(f) =
X

f∈F

s
X

j=1

kj(f) =
s

X

j=1

X

f∈F

kj(f) ≤
s

X

j=1

|Vj | − 1 =: c ,és pontosan akor áll egyenl®ség, ha F egy olyan feszít®fája G-nek, ami minden Hi-t belülr®l feszít.Keressünk egy maximális k-költség¶ F feszít®fát G-ben. Ha ennek költsége c, akkor F jó fa, ilyet kerestünk. Ha aköltség c-nél kisebb, akkor nem létezik megfelel® fa. �16. SíkgráfokA G gráf egy síkbarajzolása a G egy olyan diagramja, amiben azéleknek megfelel® görbék (töröttvonalak) sak végpontokban metsz-hetik egymást. G síkbarajzolható (sr), ha létezik síkbarajzolása. Asíkbarajzolás a síkot tartományokra (lapokra) osztja. Lesz egy végte-len tartomány, az ún. küls® tartomány. Gömbre rajzoláson lényegébenugyanezt értjük, sak sík helyett a gömb felszínén dolgozunk, küls®tartományról nem beszélünk. ��������
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Tétel: A G gráf pontosan akkor síkbarajzolható, ha gömbre rajzolható.Biz: Sztereogra�kus projekióval. (A gömböt úgy helyezzük el, hogy a síkot a déli sarkon érintse, és azészaki sarokból (egyenes) vetítéssel a sík pontjai bijektíven megfelelnek az északisark-mentes gömbfelszínpontjainak. (A síkbeli inverzió általánosítása. Vies tulajdonságai vannak: a sík egyeneseit a gömbfelszínészaki sarkon átmen® köreibe viszi, a sík köreit a gömbfelszín északi sarokra nem illeszked® köreibe, ésviszont. Ráadásul szögtartó: térképészek ezért szeretik.))Tetsz®leges síkbarajzolást a sztereogra�kus projekió gömbre rajzolásba visz, továbbá, ha az északisarok egy gömbi tartomány belsejében fekszik, akkor gömbre rajzolást síkbarajzolásba képez. A gömbötodébbgurítva és az új északi sarokról visszavetítve látszik, hogy tetsz®leges síkbarajzolás bármely Ttartományához létezik egy másik síkbarajzolás, amiben T a küls® tartomány. �Köv.: Tetsz®leges konvex poliéder élhálója síkbarajzolható.Biz: Vetítsük az élhálót a poliéder egy bels® P pontjából egy P közep¶ gömbre. Ezáltal az élhálógráfja gömbre rajzolható, azaz síkbarajzolható.Megjegyzés: A fenti állítás megfordítása úgy igaz, hogy tetsz®leges G sr gráfhoz létezik egy P konvex poliéder, úgy,hogy G a P élhálójának egy részgráfjával izomorf.Tétel: Ha a G síkbarajzolható gráf súsainak, tartományainak, éleinek és komponenseinek számarendre n, t, e és k, akkor n + t = e + k + 1.Biz: Élszám szerinti indukióval bizonyítjuk, hogy ha G egy n-súsú, e-él¶ síkbarajzolható gráf,akkor igaz rá az állítás. Ha a G0 gráf élszáma e0 = 0, akkor komponenseinek száma k0 = n (hisz mindensús önálló komponens) és a létrejöv® síktartományok száma t0 = 1, tehát igaz az állítás. Tegyük fel,hogy az n-pontú, i éllel rendelkez®, síkbarajzolható gráfokra már bebizonyítottuk az állítást. Legyen Giegy tetsz®leges n-pontú síkbarajzolható gráf, éleinek, tartományainak ill. komponenseinek száma pediglegyen rendre ei = i, ti ill. ki. Húzzunk be Gi-be egy (i + 1)-dik élt (mondjuk uv-t). Így kapjuk a Gi+1gráfot. Vizsgáljuk meg, Gi+1 megfelel® paramétereit, azaz az ei+1, ti+1, ki+1 számokat!Világos, hogy ei+1 = i + 1. Két esetet különböztetünk meg. Ha u és v a Gigráf két különböz® komponensében található, akkor az uv él Gi két komponensétköti össze, tehát ki+1 = ki − 1. Az uv él a Gi egy tartományán (mondjuk T -n)belül halad, tehát Gi minden T -t®l különböz® tartománya egyúttal Gi+1-nek istartománya lesz. u
v

T

27



Azt kell supán látni, hogy T (elhagyva bel®le az uv élt) szintén tartománya lesz a Gi+1 gráfnak, hiszenha T -t a behúzott uv él kettévágná, akkor az egyik keletkez® T ′ tartomány határa tartalmazna u-t a v-velösszeköt® élsorozatot a Gi gráfban, ami ellentmond annak, hogy u és v a Gi különböz® tartományaibantalálható. Tehát ti+1 = ti, azaz n + ti+1 = n + ti = ei + ki + 1 = i + ki + 1 = (i + 1) + (ki − 1) + 1) =
ei+1 + ki+1 + 1, vagyis az indukiós lépést bebizonyítottuk.A másik eset az, amikor u és v egyazon komponensbe esnek, azaz létezik
u és v közé behúzott tartomány határán egy u-ból v-be vezet® P út. Ekkor
ki+1 = ki, hiszen egy komponensen belül élt behúzva ugyanazok a ponthalmazokmaradtak a Gi+1 gráf komponensei, amik Gi-é voltak. Legyen T a Gi gráfnak aza tartománya, aminek a belsejében vezet az imént behúzott uv él. u

v

T

PVilágos, hogy Gi minden T -t®l különböz® tartománya tartománya lesz Gi+1-nek is, továbbá a T tarto-mány két tartományra esik szét, amik az uv él mentén határosak. (Az egyik tartományt az uv él és a
P út alkotta kör határolni fogja. Azt kaptuk tehát, hogy ti+1 = ti + 1 ezért n + ti+1 = n + ti + 1 =
ei + ki + 1 + 1 = i + 1 + ki+1 + 1 = ei+1 + ki+1 + 1. Igazoltuk az indukiós lépést, a tételt beláttuk. �Köv.: (Euler-formula) Ha egy összefügg®, n-pontú, e-él¶ gráf t tartománnyal síkbarajzolható,akkor n + t = e + 2.Biz: Ha G összefügg®, akkor k = 1 komponense van, tehát az el®z® tétel szerint n + t = e + k + 1 =
e + 1 + 1 = e + 2. �Köv.: Ha G sr, akkor bármely síkbarajzolásának ugyanannyi tartománya van. �Köv.: Ha G egyszer¶, legalább 3-pontú, sr gráf, akkor e ≤ 3n − 6 .Biz: Húzzunk be annyi további élt a síkbarajzolhatóság megtartásával, amennyit sak tudunk. A ka-pott gráfnak e′ db éle, t tartománya és n súsa lesz. Minden tartományt 3 él, és minden él 2 tartománythatárol, ezért 2e′ = 3t = 3(e′ + 2 − n) = 3e′ + 6 − 3n ⇒ 3n − 6 = e′ ≥ e. �Megjegyzés: Ha G sr és egyszer¶, akkor (|E(G)| = 3|V (G)|−6) ⇐⇒ (G minden lapja háromszög).Köv.: Ha G sr és egyszer¶, akkor van legfeljebb 5-ödfokú súsa, azaz δ(G) ≤ 5.Biz: Indirekt. Ha d(v) ≥ 6 ∀v ∈ V ⇒ 2e =

∑

v∈V d(v) ≥ 6n ⇒ e ≥ 3n, ellentmondás. �Köv.: Sem K5, sem K3,3 nem síkbarajzolható.Biz: Indirekt. K5-re: n = 5, e = 10 ⇒ t = 7 ⇒ 21 = 3t ≤ 2e = 20, ellentmondás.
K3,3-ra: n = 6, e = 9 ⇒ t = 5 . Mivel K3,3 C3-mentes, ezért minden tartományt legalább
4 él határol: 20 = 4t ≤ 2e = 18, ellentmondás. �Def: A G és H gráfok topologikusan izomorfak, ha H megkapható G-b®l az alábbilépések ismételt alkalmazásával: K3,3

K51. Törlünk egy uv gráfélt, és beveszünk egy új, másodfokú súsot, aminek a szom-szédai u és v. (Ha úgy tetszik, egy w súsot ültetünk az uv élre.)2. Törlünk egy másodfokú x súsot, és éllel összekötjük x két szomszédját. u v

u v
wMegjegyzés: A fenti de�níióban a két lépés egymás �inverze�, azaz ha G-b®l az 1. lépés egy G′gráfot képez, akkor G′-b®l egy 2. lépés konstruálja meg G-t, és viszont.Kuratowski tétel: A G gráf pontosan akkor sr, ha nem tartalmaz sem K3,3-mal, sem K5-tel topo-logikusan izomorf részgráfot.Biz: Szükségesség: ha G sr, akkor minden H részgráfja sr, továbbá ha H és K topologikusan izomorf,és H sr, akkor K is sr. Így K = K5 ill. K = K3,3 nem lehetséges. Az elégségesség nem triviális, itt nembizonyítjuk. �Fáry-Wagner tétel: Ha G egyszer¶, sr gráf, akkor G úgy is síkba rajzolható, hogy minden élegyenes szakaszként van lerajzolva.�Biz: � (Vázlat) A síkbarajzolhatóság megtartásával új éleket behúzva feltehet®, hogy G-nek maximálisan sok (3n−6)éle van, így tetsz®leges síkbarajzoláskor G minden lapját három él határolja. Rajzoljuk le G-t a síkba úgy, hogy az éleknekmegfelel® görbék töröttvonalak legyenek. Vegyünk fel a síkon egy olyan ABC háromszöget, aminek a lerajzolt G teljesegészében a belsejében van. Töröttvonalak segítségével kössük össze G küls® lapjának három súsát az A, B, C súsokkalúgy, hogy a síkbarajzoltságot megtartjuk és A, B, C mindegyikével G küls® lapjának egy-egy súsát kötjük össze.Legyenek a G′ gráf súsai a lerajzolásbeli töröttvonalak törés- és végpontjai, G′ élei pedig a töröttvonalak szakaszai.Világos, hogy G′ is síkbarajzolt gráf. Ha ennek a síkbarajzolásnak van olyan lapja, ami nem háromszög, akkor azt asokszöget húrjai segítségével fel tudjuk darabolni háromszögekre. (Ugyanis tetsz®leges sokszögbe be tudunk húzni olyanhúrt, ami teljes egészében a sokszög belsejében halad: vagy egy konvex X sús két szomszédja összeköthet®, vagy Xösszeköthet® a hozzá legközelebbi, a konvex szögtartományba es® súsal.)Igy megkapjuk egy G′-t részgráfként tartalmazó, supa háromoldalú tartománnyal rendelkez® G∗ gráf egyenes sza-kaszokkal való síkbarajzolását. Helyettesítsük G∗ minden élét egy gumiszalaggal, majd hagyjuk, hogy a gumik összehú-zódásával a rendszer egyensúlyba kerüljön, azaz a tárolt rugalmas energia minimális legyen. Nem triviális, de igaz, hogyez bekövetkezik. Miközben a rendszer egyensúlyba kerül, nem történhet meg, hogy egy súspont átkerül egy gumiszalagtúloldalára. Az egyensúlyi helyzetben minden gumi egyenes lesz, és sak G∗ súsaiban metszik egymást.28



Egyenként hagyjuk el E(G∗) \ E(G′) éleit, és hagyjuk, hogy a rendszer egyensúlyba kerüljön. Itt sem történik meg,hogy sús egy gumiszalag túloldalára kerül, ezért az összes szükséges elhagyás után G′ olyan síkbarajzolását kapjuk,amiben minden él egy-egy szakasz, és a G éleinek egy egyenesbe es® szakaszok felelnek meg. Ez pedig G kívánt lerajzolásátadja. (Ha G-nek nemsak háromszöglapjai voltak, akkor G részgráfja a lerajzolt gráfnak, ami nem változtat azon, hogy azélek szakaszok.) �17. Síkgráfok dualitásaLegyen G = (V, E) síkbarajzolt gráf, legyen V ∗ G lapjainak halmaza.
G∗ = (V ∗, E∗) a G duálisa, ahol E∗ = {e∗ : e ∈ E} és e∗ az e-t határolótartomány(oka)t összeköt® él.Megjegyzés: A G∗ duális gráf nem(sak) G-t®l, hanem G adott síkba-rajzolásától függ. Adott síkgráf különböz® síkbarajzolásai nemizomorf duá-lisokat de�niálhatnak. Különböz® síkbarajzolásokhozkülönböz® duális tartozik.(Egyszer van 6-odfokú sús,másszor nins.)Def: A G gráf e és e′ élei soros élek, ha van olyan közös pontjuk, amihez nem satlakozik más él.A Q ⊆ E(G) élhalmaz vágás, ha Q egy olyan élhalmaz, hogy elhagyásakor G komponenseinek számamegn®, és Q egy legsz¶kebb ilyen élhalmaz, azaz Q semelyik valódi részhalmazára ez nem teljesül. Az eél elvágó él, ha {e} vágás.Tétel: Legyen G = (V, E) sr. (1) Ha G∗ a G duálisa, akkor G∗ sr és öf.(2) f(e) := e∗ egy f : E(G) → E(G∗) természetes bijekiót de�niál.(3) G lapjai bijektíven G∗ pontjainak felelnek meg.(4) e, e′ ∈ E(G) párhuzamos (soros) élek ⇐⇒ f(e), f(e′) soros (párhuzamos) élek.(5) e ∈ E(G) a G hurokéle (elvágó éle) ⇐⇒ f(e) a G∗ elvágó éle (hurokéle).(6) Ha G öf, akkor G = (G∗)∗, és ekkor G pontjai bijektíven G∗ lapjainak felelnek meg.(7) C ⊆ E(G) a G köre (vágása) ⇐⇒ f(C) G∗ vágása (köre).(8) Ha G öf, akkor F ⊆ E(G) a G feszít®fája ⇐⇒ f(F ) a G∗ egy feszít®fájának komplementere.Biz: (1): Elkészítünk egy G′ = (V ′, E′) gráfot az alábbiak szerint. A síkbarajzolt G gráfminden l lapján felveszünk egy vl pontot, legyen V ∗ := {vl : l G lapja}, és legyen V ′ := V ∪V ∗.A G′ gráf minden éle egy V -beli és egy V ∗-beli pont között fut. Az éleket úgy kapjuk, hogyminden V -beli v súsból annyi E′-élt indítunk, ahány E-beli indul v-b®l, mégpedig úgy, hogy
v körül felváltva következzenek az E-beli ill. E′-beli élek. Ha egy v-b®l induló E′-beli él az llapon indul, akkor ezen él másik végpontja vl lesz. Feltehet®, hogy minden vvl élt az adott llapon belül rajzoltunk, így G′ síkbarajzolt gráf lesz. S®t: G′∪E olyan síkbarajzolt gráf, aminekkétféle lapja lehetséges: ha egy lapját E-beli uv él határolja, akkor u és v is ugyanazzal a
V ∗-beli ponttal van összekötve, ezért ezen a lapon körbejárva két E′-beli és egy E-beli élenhaladunk végig. Ezen kívül G′ ∪ E-nek olyan lapjai lehetnek még, amiket kizárólag E′-beliélek határolnak. Az is látszik, hogy ha egy els® típusú lapról az E-beli élt elhagyjuk, akkor kétháromszöglapot olvasztunk egy négyszöglappá.Azt kaptuk tehát, hogy G′ egy síkbarajzolt gráf, és G egy síkbarajzolását úgy kaphatjukmeg, hogy G bizonyos négyszöglapjaiba (a lapon belül haladva) behúzunk egy átlót. Világos,hogy azt is megtehetjük, hogy ugyanezen négyszöglapoknak nem a V -beli súsait összeköt®átlóját húzzuk be, hanem (szintén a lapon belül maradva) a V ∗-belieket összeköt®t. Ezáltalújfent egy síkbarajzolt gráfot kapunk, ami de�níió szerint épp a G∗ duális gráf lesz.Azt kell még igazolni, hogy a G∗ gráf összefügg®, azaz bármely vl és vk súsa közöttvezet út. Tekintsünk a síkon egy olyan görbe vonalat, ami ezek között a súsok között vezet,de nem megy át G egyetlen súsán sem. Ez a görbe a G gráfon tartományról-tartományrahalad, mindig a G élét átmetszve. Világos, hogy minden ilyen tartományugrásnál a duálisban amegfelel® tartományokhoz tartozó súsok szomszédosak, tehát a görbe de�niál egy élsorozatota duális gráfon, amib®l már könnyen készíthet® egy vl-t a vk-val összeköt® út is.

V V ∗ E E′

V V ∗ E E∗A G′ és G∗ gráfok(2,3,4,5): A de�níióból világos, ill. (1)-b®l látszik.(6)Mivel G∗ minden éle pontosan egy élet metszi G-nek pontosan egyszer, ezért G∗ bármely tartománya tartalmazza G-neklegalább egy pontját. Mivel G öf, ezért az Euler-formula szerint n = e + 2 − t, ahol n, t, e jelöli G pont-, tartomány- és élszámát.(1) szerint G∗ is öf, ahonnan t∗ = e∗ + 2 − n∗, ahol n∗, t∗ és e∗ a G∗ pont-, tartomány- és élszáma. (2) miatt e = e∗, (3)szerint t = n∗, így n = t∗, azaz G∗ minden lapja pontosan egy V -beli pontot tartalmaz. Innen az látszik, hogy (G∗)′ = G′, tehát
(G∗)∗ = G. Az állítás második része (3)-ból következik.(7): Ha C a G köre, akkor C lerajzolása 2 részre osztja a síkot. Ezért f(C) éleit elhagyva a körbelsejében lév® duális súsokból nem lesznek elérhet®ek a körön kivüli súsok. Az is könnyen látható,hogy mind a kör belsejében lev®, mind a C körlapon kívüli duális súsok összefügg® gráfot feszítenek
G∗-ban. Ezért, ha f(C) valódi részhalmazát hagyjuk el, akkor G∗ öf marad, tehát a C éleinek megfelel®élek G∗ egy vágását adják.Ha Q a G vágása, akkor Q a G egy K komponensét vágja szét egy K1 és egy K2 komponensre. Ha Qtartalmaz egy uv elvágó élt, akkor Q minimalitása miatt Q = {uv}, és f(Q) (5) miatt hurokél, ami kör.Egyébként Q minden éle két különböz® tartományt határol, így K1-t legalább 2 tartomány határolja.A K1 komponenst körüljárása a határolótarományok egy iklikus sorrendjét adja, és belátható, hogyebben minden határoló tartomány pontosan egyszer szerepel. Ezért az f(Q) duális élhalmaz a G∗ egyköre. Az ekvivaleniák másik iránya a fentiekhez hasonlóan bizonyítható.29



(8) F a G max körmentes részgráfja ⇐⇒ f(F ) a G∗ max (elvágó élhalmaz)-mentes részgráfja ⇐⇒
F ∗ := G∗ − f(F ) a G∗ min öf részgráfja, ⇐⇒ F ∗ feszít®fa (hisz G∗ (1) miatt öf). �A fentiekben azt láttuk, hogy a síkbarajzolható gráfokhoz el tudunk készíteni egy duális gráfot, aminemsak a síkbarajzolása révén köt®dik az eredeti gráfhoz, hanem a vágás-kör dualitás alapján is. Ez ameg�gyelés teremt lehet®séget a fogalom általánosítására.Def: A G gráf a H gráf absztrakt duálisa, ha létezik egy ϕ : E(G) → E(H) bijekió úgy, hogy C a
G köre ⇐⇒ ϕ(C) a H vágása és Q a G vágása ⇐⇒ ϕ(Q) a H köre.Világos, hogy minden síkbarajzolható G gráfnak létezik absztrakt duálisa (akár több, nemizomorfis), hiszen tetsz®leges síkbarajzoláshoz tartozó G∗ duálisgráf megfelel. Nem világos azonban, hogy vajonlétezik-e nem síkbarajzolható gráfoknak duálisa.Whitney tétel: A G gráfnak pontosan akkor létezik absztrakt duálisa, ha G sr.Biz: (Vázlat) Világos, hogy ha G(∗) a G gráf absztrakt duálisa, és H a G részgráfja, akkor az E(H)-nak megfelel® élek
G(∗)-nak egy olyan H(∗) részgráfját alkotják, ami a H gráf absztrakt duálisa. A Kuratowski tétel szerint Whitney fenti tételétbebizonyíthatjuk úgy, hogy igazoljuk, hogy sem a K5-tel, sem pedig a K3,3-mal topologikusan izomorf gráfoknak nins absztraktduálisa. Világos, hogy a szóbanforgó gráfok úgy keletkeznek, hogy K5 vagy K3,3 éleit soros élekkel helyettesítjük. Ezen soroséleknek az absztrakt duálisban párhuzamos éleknek kell megfelelniük. Ha most e párhuzamos élekb®l sak 1 − 1 példányt tartunkmeg, akkor a K5 vagy a K3,3 absztrakt duálisát kapnánk. A Whitney tételt tehát visszavezettük arra, hogy két konkrét gráfról(a K5-r®l ill. a K3,3-ról) kell igazolni, hogy nins absztrakt duálisuk.Nézzük a K5-t! Ennek van 5 db olyan vágása, amelyek mindegyike 1 − 1 pontot vág le, ésezek 4− 4 élt tartalmaznak. Ha indirekt létezik egy K

(∗)
5 absztrakt duális, akkor ennek pontosan

5 db 4-hosszú köre van (mondjuk C1, C2, . . . , C5) úgy, hogy azok páronkét 1 − 1 közös éllelrendelkeznek, amit elhagyva egy 6-hosszú kört kapunk. Legyen a C1 és C2 közös éléhez satlakozó
C2-él e = uv! (Ld. az ábrát.) Ha v a C1 körön van, akkor u biztosan nem pontja C1-nek, hiszen
C1 ∪ C2-b®l elhagyva a közös élt egy 6-hosszú kört kapunk. Tudjuk, hogy uv a C2-nek és egymásik körnek a közös éle. A fentiek szerint az u végpont sakis a C3 kör v-b®l induló élének másikvégpontja lehet. A fenti gondolatmenet a C1 bármely szomszédos körével elmondható. Ebb®l azadódik, hogy a K

(∗)
5 gráf szükségképpen a koka élhálója, de ennek 6 db 4-hosszú köre van, amiellentmondás. C1C3 C5

C4

C2e

v

u

Tegyük fel ezután indirekt, hogy a K3,3 gráfnak létezik egy K
(∗)
3,3 absztrakt duálisa. A

K3,3-nak 6 db 3-él¶ vágása van (amik egy-egy sús levágásával keletkeznek). E 6 vágás két
3-as soportra osztható úgy, hogy az egy soporton belüli vágások páronként éldiszjunktak. Aduális megfelel®jük 6 db 3-hosszú kör lesz, mondjuk C1, C2, C3 és Ca, Cb, Cc úgy, hogy sem aszámozott, sem a bet¶zött köröknek nins közös éle, de bármely számozottnak pontosan egy közöséle van bármely bet¶zöttel. Nézzük a Ca kört és a hozzá élen satlakozó C1, C2, C3 köröket. Azábrán látható súsok közül semelyik kett® sem eshet egybe a fent elmondottak miatt. Ekkorazonban nem létezhet olyan Cb kör, aminek a három számozott Ci mindegyikével közös éle van.Az kaptt ellentmondás igazolja a Whitney tételt. �

C3

C1 C2CaKorábban már láttunk példát arra, hogy egy öf, sr G gráfnak lehetnek nemizomorf G∗
1, G

∗
2 duálisai. Afenti, 8 pontból álló tétel persze azokra is igaz, így G vágásai bijektíven G∗

1 ill. G∗
2 köreinek is megfelelnek.Tehát G∗

1 és G∗
2 élei között körtartó bijekió van. Ez motiválja a következ® fogalmat.Def: G és H gráfok gyengén izomorfak (2-izomorfak), ha létezik egy ϕ : E(G) → E(H) bijekió úgy,hogy C pontosan akkor köre a G gráfnak, ha ϕ(C) = {ϕ(c) : c ∈ C} a H köre.Whitney tétele: Ha G síkbarajzolható, továbbá G és H gyengén izomorf, akkor(1) H is síkbarajzolható, (2) G∗ és H∗ is gyengén izomorf, végül (3) G és (G∗)∗ gyengén izomorf.Biz: (Vázlat) (1): Legyen G∗ a G gráf egy duálisa. Világos, hogy G∗ egyúttal a H absztrakt duálisa is, ezért az els®nekkimondott Whitney tétel miatt H sr. (2): Minthogy G∗ és H∗ egyaránt absztralt duálisai H-nak (hisz a duális is absztraktduális), ezért egymással gyengén izomorfak a 8 pontból álló tétel (7) állítása szerint. (3): Az idézett tétel (1) állítása miatt (G∗)∗öf, a (6) állítás szerint tehát G∗ duálisa (G∗)∗-nak és persze G-nek is. De ekkor G és (G∗)∗ egymással gyengén izomorfak. �Hogyan kaphatunk gyengén izomorf gráfokat? Ha G két különböz® komponen-sének egy-egy pontját azonosítjuk, akkor a körök halmaza nem változik. Az in-verzoperáió, amikor egy elvágó pontot széthúzunk szintén 2-izomorf gráfot ered-ményez. Ha G a pontdiszjunkt G1 és G2 gráfokból keletkezik úgy, hogy G1 u1pontját azonosítjuk G2 u2 pontjával és G1 v1 pontját azonosítjuk G2 v2 pontjá-val, akkor G és G′ is gyengén izomorf, ahol G′- úgy kapjuk, hogy G1 u1 pontjátazonosítjuk G2 v2 pontjával és G1 v1 pontját azonosítjuk G2 u2 pontjával. G

G′

G1

G2
G2

G1Tétel: (Whitney) Ha G és H gyengén izomorf, akkorH el®állítható G-b®l a fenti 3 operáió ismételtalkalmazásával. �18. Gráfok mátrixaiDef: A G = (V, E) (irányított) gráf szomszédossági (adjaenia) mátrixa A(G) = (a)i,j ∈ RV ×V ,ahol ai,j := az i-b®l j-be futó élek száma.Meg�gyelés: Ha G (irányított) gráf, akkor v pontjának (ki)-foka A(G) mátrix v-hez tartozó sorá-ban lev® elemek összege. A v-hez tartozó oszlopösszeg a v (be)-foka. Ha G irányítatlan, akkor A(G)szimmetrikus: A(G) = A(G)T . 30



Tétel: Ha G = (V, E) (irányított) gráf, akkor az Ak mátrix (u, v) pozíióban álló (Ak)v
u elememegegyezik az u-ból v-be vezet®, k él¶ séták számával.Biz: Teljes indukióval: k = 1-re ez A(G) de�níiójából közvetlenül következik. Tegyük fel, hogy

A(G)k-ra már bizonyítottuk az állítást. Világos, hogy az u-ból v-be vezet® (k + 1)-él¶ utak száma
∑

w∈V ( a k él¶ uw séták száma) · ( a wv élek száma) =
∑

w∈V (A(G)k)w
u · A(G)v

w = (A(G)k+1)v
u. �Köv.: Ha G egyszer¶, irányítatlan gráf, akkor (A(G)2)v

v = d(v) ∀v ∈ V (G) . �Tétel: Ha G irányítatlan gráf, és λ1 az A(G) legnagyobb sajátértéke, akkor λ1 ≤ ∆(G) , továbbáha G ∆-reguláris, akkor ∆ = λ1 . (Emlékeztetünk, hogy ∆(G) a legnagyobb G-beli fokszámot jelöli.)Biz: Legyen x = (x1, x2, . . . , xn) egy λ1-hez tartozó sajátvektor, és legyen xk = max{x1, x2, . . . , xn}.Mivel x 6= 0, ezért (esetleg a−x sajátvektorra áttérve) feltehet®, hogy xk > 0. Ekkor λ1 ·xk = A(G)k ·x =
∑n

i=1 ak,ixi ≤
∑n

i=1 ak,ixk = xk ·∑n
i=1 ak,i = xk · d(vk) ≤ ∆ · xk .Másrészt, ha G ∆-reguláris, akkor 1 a ∆ sé-hez tartozó sv, ugyanis a fenti egyenl®tlenségek végigegyenl®séggel teljesülnek. �Def: A G = (V, E) irányított gráf illeszkedési (inidenia) mátrixa B(G) ∈ RV ×E , amire

(B(G))e
v =







1 ha v az e kezd®pontja
−1 ha v az e végpontja

0 egyébként , irányítatlanra (B(G))e
v =

{

1 ha v az e végpontja
0 egyébként.Tétel: A G irányított gráf B(G) illeszkedési mátrixának néhány oszlopa pontosan akkor lineárisanfüggetlen, ha a megfelel® élek irányítatlan megfelel®i erd®t alkotnak.Biz: Egy körnek megelel® oszlopvektorok megfelel®, ±1 együtthatókkal vett lineáris kombináiója anullvektort adja, ezért minden független oszloprendszer erd®nek felel meg.Ha egy oszloprendszer erd®nek felel meg, akkor egy tetsz®leges, levélb®l induló él független a többioszloptól, hisz a levélhez tartozó koordinátában a többi oszlop 0, a vizsgált oszlop pedig nem. Ezen élelhagyásával egy kisebb erd®t kapunk; ennek éleihez tartozó oszlopokról pedig indukióval bizonyítható,hogy a lineárisan függetlenek. �Köv.: Ha G irányított, hurokélmentes, n-pontú gráf c komponenssel, akkor r(B(G)) = n − c .Biz: B(G) rangja azonos B(G) oszloprangjával, azaz feszít® erdejének élszámával, ami n − c . �Tétel: Ha B a G gráf B(G) illeszkedési mátrixából egy sor elhagyásával keletkez® mátrix, akkor

det(BBT ) a G feszít®fáinak száma.A bizonyításhoz szükséges az alábbi, a determinánsok szorzástételét általánosító segédtétel.Lemma: (Binet-Cauhy tétel) Ha M ∈ R[n]×[m], N ∈ R[m]×[n] és n ≤ m, akkor det(M · N) =
∑

H∈([m]
n ) det(NH) · det(MH) , ahol NH az N mx H-beli oszlopai, MH pedig az M mx H-beli soraimeghatározta részmátrix. �A B mátrix oszlopainak egy részhalmazát pontosan akkor alkot reguláris mátrixot (az el®z® tételszerint), ha az adott oszlopok egy feszít®fának felelnek meg. Ekkor pedig a determináns ±1, u.i. pontosanegy nemnulla kifejtési tag van. (Az elhagyott sornak megfelel® pontot gyökérnek tekintve, minden osz-lophoz azt a sort választjuk, ami az oszlopnak megfelel® él gyökért®l távolabbi végpontjához tartozik.)A BT mátrix ugyanezen sorrészhalmazhoz tartozó részmátrixának a determinánsa ugyanannyi, ezért

H ∈
(

E
n−1

)-re
det(BH) · det(BT

H) =

{

1 ha H feszít®fa
0 ha H nem feszít®fa ,ezért a Binet-Cauhy tétel miatt det(B · BT ) sakugyan G feszít®fáinak száma. �Köv.: Cayley tétel: A Kn gráfnak nn−2 feszít®fája van.Biz: A az el®z® tétel szerint BBT mátrix determinsa adja a feszít®fák számát, ahol a B a mátrix úgykeletkezik, hogy a B(Kn) illeszkedési mátrixból egy sort elhagyunk. A mátrixszorzás de�níiója miatta (BBT )v

v = d(v) = n − 1, ill. u 6= v-re (BBT )u
v = d(v) = −1. Így
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