Bevezetés a szamitaselméletbe 1.
2. ZH javitokulcs

FONTOS!!! A zh-k megbeszélése utani végleges eredményeket legyetek szivesek a kartonokra beje-
gyezni. Ha még nincsenek kartonok, tessék azokat legyartani. Akik megszerezték az alairast, azoknak
a listajat mihamarabb méltéztassatok Katanak atadni. Természetesen az Gtmutatoban szereplétsl eltérd,
am helyes megoldésért teljes pontszam, hidnyos megoldésért aranyos részpontszam jar.
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1. Hatarozzuk meg a (2 4 0) métrix sajatértékeit!
001

Egy A skalar pontosan akkor lesz sajatérték, ha A gyoke a karakterisztikus polinomnak, (2 pont)
2-x 3 5

azaz, ha 0 =det(A—\-1I)=| 2 46/\10)\ = (2 pont)

=(1-X)- ‘ >3 A W2 N ‘ = (az utolso sor szerint kifejtve) (2 pont)

=(1=-X-(2=-NA-XN)-3-2)=1-XN-(A\2-61+2) (2 pont)

Eszerint \ pontosan akkor sajatérték, ha A =1 (1 pont)

vagy ha (a mésodfoki egyenlet megoldoképlete szerint) A = (6 £ 24/7) (1 pont)

Ha valaki megtalalja a (0,0,1) sajatvektort, és megallapitja, hogy ez a A = 1 sajatértékhez tartozik, akkor
kapjon 2 pontot.

2. Mennyi a szamossiga a természetes szamok 100-elemi részhalmazaibdl 4ll6 halmaznak?

Legyen A a vizsgalt halmaz. Vilagos, hogy |A| > Vo, hisz mar az {i,i + 1,...,7 + 99} tipusa (vagy, ha ugy

tetszik, az {1,2,...,99,n} tipusi) halmazokbdl annyi van, mint N szamossaga, azaz megszamlalhatéan vég-
telen. (2 pont)
Bebizonyitjuk, hogy |A| < Vg, azaz megadunk egy leképezést, mely A elemeihez kiilonbdz6 természetes szé-
mokat rendel. (2 pont)
Legyenek p1,pa, - . ., proo kiilonboz6 primek. Az A halmaz egy tetszéleges {n1,na,...,n100} eleméhez rendeljiik
aplt-py? ... pidd’ természetes szamot. (3 pont)
A primfelbontas egyértelmiisége miatt kiilonbozé részhalmazokhoz kiilonbozé szamokat rendeltiink, (1 pont)
ezért A szadmossaga legfeljebb annyi, mint N-é, vagyis megszamlalhatéan végtelen. (1 pont)
A Cantor-Bernstein tétel miatt A szdmossaga pontosan Ny, azaz megszamlalhatéan végtelen. (1 pont)
Ugyancsak természetes lehetseg a 100-elemi részhalmazok sorbarendezésére az alabbi:

Mindazon 100-elemti részhalmazok szama, amiknek legnagyobb eleme n, veges. (2 pont)
Rakjuk sorba ezen véges halmazok elemeit kiilon-kiilon. (Ez lehetseges.) (2 pont)
majd egyszertien tegyiik Gket egyméas utan az utolsé elemek szerint névekvs sorrendben. (4 pont)
Ezzel sorbarendeztiik A elemeit, vagyis |A| = No. (2 pont)
Természetesen teljes értékd az a megoldas is, amelyik més bijekciét mutat egy ismert megszamlilhatéan
végtelen halmazzal. Tovabbi lehet6ség annak bizonyitasara, hogy | (,p,)| < Ro, ha minden egy {ng,n1,. .., ngy}

halmazhoz egy olyan természetes szamot rendeliink, melynek a 100-zal osztva ¢ maradékot ad6 helyiértékeken
all6 jegyeinek kiolvasésa éppen n;-t adja (esetleges 0-kat irva még a szam elé).

3. Egy 52-lapos, csupa kiilonb6zd lapbdl all6 kiartyacsomagban Gsszesen 4 asz taldlhato. Hanyféleképpen oszthato
szét a csomag 4 kiilénbo6z6 jatékos kdzott gy, hogy mindegyik jatékosnak ugyanannyilap jusson, és mindegyik
jatékosnal legyen egy-egy asz?

A 4 asz 4!-féleképp oszthatod szét. ( )
Minden egyes aszkiosztashoz ki kell valasztanunk a maradék kartydk szétosztasat a 4 jatékos kozott. ( )
Az 1. jatékos 48 lapbol kap 12-t, amit (}3)-féleképp tudunk megtenni, (2 pont)
a 2. jatékos a maradék 36 lapbol (33)-féleképp kaphat, ( )
hasonl6an a 3. és 4. jatékosok szamara (73) ill. (17) lehetség koziil kell valasztanunk. ( )

( )

Mivel a dontések fiiggetlenek, ezért az Ssszes lehetGség szama 4!« (15) - (3%) - (33) lesz.

Egy masik lehetGség a 48 lap elosztasara az alabbi.

Az aszok kiosztasa utan rakjuk sorba a maradék 48 lapot. Minden kiosztasnak megfelel ezutan egy 48-hosszu
sorozat, mely 12 db 1-est, 12 db 2-es, 12 db 3-ast és 12 db 4-est tartalmaz, amik azt jelzik, hogy az adott lap
melyik jatékoshoz keriil. (3 pont)

Tehat azt kell megszdmolni, hogy 12 — 12 db 1-es, 2-es, 3-as ill. 4-es hanyféleképp rakhato sorba. (2 pont)
Ez egy ismétléses permutacid, melyre a lehetGségek szdma a tanultak szerint % lesz. (1 pont)
Mivel minden &szleosztashoz ennyi kiosztés tartozik, ezért a végeredmény 41!';48! (2 pont)

4. Lehetséges-e, hogy G egy egyszerid, nem 6sszefiiggs, 10-cstucsi graf, és a csicsainak fokszamai rendre 7, 5,4, 3, 3, 3,3, 3,2,17
Tegyiik fel, hogy G ilyen. Ekkor a hetedfoku pont egy legalabb 8-pontii K komponensben van benne.(2 pont)
Tehat K vagy 8-ponti, vagy 9-ponti. (1 pont)
Ha K 8-pontu, akkor a K-n kiviili két pont mindegyikének legfeljebb 1 a fokszdma, de nincs két ilyen pont.(2



pont)

Ha K 9-ponti, akkor a kimaradd pont fokszdma csak 0 lehet, de ez sem lehetséges. (2 pont)
Ellentmondéast kaptunk, ezért kezdeti feltevésiink helytelen. (2 pont)
A kérdésre a valasz tehat, hogy G bizonyosan sszefiiggs, tehat nem lehetséges, hogy G nem 0Osszefiiggs. (1

pont)

Létezik egyébként a feladatban emlitett tulajdonsagokkal biré graf, pl ez itt ni: M—O

. Hany elsofoku csticsa van annak az F' fanak, aminek (2,2,5,5,7,6,7,7,1) a Priiffer-kédja? (Egy n-csucsu fa
Priifer kodjan itt egy (n — 2)-hossza sorozatot értiink.)

A Priifer-kéd 9 hosszu, ezért V(F) = {1,2,...,11} (2 pont)
F levelei pontosan azok a csicsok, amelyek nem szerepelnek a Priifer-kdédban. (7 pont)
Ezért F levelei a 3,4,8,9, 10, 11 csdcsok, azaz F-nek éppen 6 levele van. (1 pont)
Természetesen az is helyes megoldas, ha felrajzoljak a fat, és megszamoljak a leveleket. Ekkor minden rontott

élért 1 pont levonés jar, az eredmény helyes megallapitasa is 1 pont.
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. Hany kiilonb6z6 olyan feszit6faja van az 1,2,3,4 ill. 5 csticscimkékkel ellatott Ky teljes grafnak, amiben az 1
cimkéjd csics nem els6foka?

A keresett fak szaméat agy kapjuk, hogy az Gsszes feszitdfa szamabol kivonjuk azon feszit6fak szamat, amikben

az 1 cimkeéji csics els6fokii. (2 pont)
A feszit6fak szdma Cayley tétele miatt 53 = 125. (1 pont)
Al 1 cimkéji csucs pontosan akkor lesz az F feszit6faban els6fokt, ha v nem szerepel az F' Priifer-kodjaban
(2 pont)

A Priifer-kéd hossza 3, és minden eleme 4-féle lehet, (2 pont)
igy a lehetséges Priifer-k6dok szama megegyezik 4 elem harmadosztalyt ismétléses kombinacidinak szamaéval,
azaz 43 = 64-gyel (2 pont)
A keresett fak szama tehat 125 — 64 = 61. (1 pont)
Avagy:

A keresett fak szaméat agy kapjuk, hogy az Gsszes feszitéfa szamabol kivonjuk azon feszitéfak szamat, amikben
az 1 cimkéji cstcs els6foku. (2 pont)
A feszit6fak szama Cayley tétele miatt 5% = 125. (2 pont)
Ha egy faban az 1 cimkéji cstcs els6foki, akkor azt tordlve egy 4-ponta fat kapunk a 2, 3,4, 5-tel cimkézett
pontokon. (1 pont)
Cayley tétele szerint ilyen fabol 42 = 16 db van, (2 pont)
és az 1 cimkéjd cstcsot mind a 16 faban 4 — 4 helyre kéthetjiik be. (1 pont) Eszerint 4 - 16 = 64 olyan
feszitéfa van, melyben az 1-cimkéjd cstucs elséfok, (1 pont)
tehat a keresett fak szama 125 — 64 = 61-nek adodik. (1 pont)

. Mennyi az alabbi élsulyozott grafban a minimalis stlyd feszitdfa silya?

Minden egyes élrdl (az élsulyok ndvekvs sorrendjében eldontjiik, hogy bevegyiik-e a feszit6faba a Kruskal
algoritmus szerint: (2 pont)

(7 pont)
Ezért a keresett minimélis suly 32. (1 pont)

. Tegyiik fel, hogy G = (V,E) egy olyan egyszert graf, aminek E élhalmaza el6all az E;, F2, E3 diszjunkt
élhalmazok unidjaként. Utobbiakra teljesiil, hogy a (V, E1), (V, E2) és (V, E3) részgrafok mindegyike a G egy
feszit6faja. Bizonyitsuk be, hogy ekkor G nem sikbarajzolhaté.

Legyen G-nek |V | = n pontja. Mivel a (V, E;) graf fa, ezért éleinek szama |E;| =n — 1 ( )
Ezért G élszéma |E| = |E1| + |E2| + |E3| =3-(n—1) = 3n — 3. (3 pont)
Tudjuk, hogy egy n-pontt, egyszert, sikbarajzolhat6 graf élszama legfeljebb 3n — 6, ( )
ezért G biztosan nem sikbarajzolhato, hisz tul sok éle van. ( )



