Bevezetés a szamitaselméletbe 1.
2. p6tZH javitokulcs

FONTOS!!! A zh-k megbeszélése utani végleges eredményeket legyetek szivesek a kartonokra beje-
gyezni. Ha még nincsenek kartonok, tessék azokat legyartani. Akik megszerezték az alairast, azoknak
a listajat mihamarabb méltéztassatok Katanak atadni. Természetesen az Gtmutatéban szereplétsl eltérd,
a4m helyes megoldésért teljes pontszam, hidnyos megoldéasért aranyos részpontszam jar.

1. Tekintsiik az R? vektortér A := (f 72) métrix altal megadott linedris transzformaciojat. Mennyi az A-hoz
tartozo sajatvektorok szamossaga?

Az R? térben a vektorok szamossaga megegyezik R? szamossagaval, azaz kontinuum, (1 pont)
legfeljebb ennyi tehat A sajatvektorainak szamossa is. (1 pont)
Megkeressiik A sajatértékeit. (1 pont)
Minden A sajatérték gyoke a karakterisztikus polinomnak, (2 pont)
azaz det(A — AI) = | 2ox 5 ‘ —(2-A)(=2=AN)—5=A%—09, (1 pont)
Tehat a A = £3 az A sajatértékei. (1 pont)
Ebbdl csak annyi fontos, hogy létezik sajatérték, és igy létezik egy 0 # v sajatvektor is. (1 pont)
Tudjuk, hogy v-nek minden skalarszorosa (kivéve a 0-t) sajatvektor, igy a sajatvektorok szamossiga legalabb
IR\ {0}|, azaz kontinuum. (1 pont)
A Cantor-Bernstein tétel szerint tehat A sajatvektorainak szamossaga kontinuum. (1 pont)

2. Hany olyan 5 x 5 méreti matrix létezik, aminek minden eleme 0 vagy 1 és amiben minden sordsszeg és minden
oszlopisszeg 4-gyel egyenls, egy-egy sor- és oszlopisszegtdl eltekintve, amik egyarant 5-tel egyenlGek?

Ha egy sor- vagy oszlopdsszeg 5, akkor az azt jelenti, hogy minden elem az adott sorban ill. oszlopban 1 . (1

pont)

Ha egy sor- vagy oszlopisszeg 4, akkor az azt jelenti, hogy egy kivétellel minden elem az adott sorban ill.
oszlopban 1 . (1 pont)
Tehat ha elhagyjuk az 5-Osszegi sort és oszlopot, akkor egy olyan (4 x 4)-es 0/1 matrixot kapunk, aminek
minden sordsszege 3, (1 pont)
azaz minden sorban harom 1-es és egy 0 4ll. (1 pont)
Vagyis a négy 0 helyét kell ugy megvélasztani, hogy minden sorbél és minden oszlopbdl egyet-egyet vilasszunk
ki. (1 pont)
Ha tehat a o fliggvény mondja meg, hogy az i-dik sorbél melyik o (¢)-dik helyen all 0 a (4 x 4)-es méatrixban,
akkor o az {1,2, 3,4} egy permutacidja. (1 pont)
Masfel6l minden o permuticio a négy 0 egy-egy kiilonbozs bastyaelhelyezésének felel meg, (1 pont)
tehat ha mér rogzitettiik az (5 x 5)-6s matrix elhagyott sorat és oszlopat, akkor 4! szamu lehetdségiink van a
matrix kitoltésére. (1 pont)
Mivel az elhagyott sort és oszlopot a kdzds elemiik egyértelmtien meghatarozza, erre 52 = 25 lehet&ség kinal-
kozik. (1 pont)
A keresett métrixok szama tehat 25 - 4! = 25 - 24 = 600 . (1 pont)

3. Hany olyan sorrendje van 5 piros, 5 fehér, 5 zold és 5 kék golyonak, amiben az 5 kék goly6é mindegyike az elsé
tiz hely valamelyikén van?

Az 5 kék goly6 helyet ('7)-féleképp valaszthatom meg. (3 pont)
Minden vélasztas utan el kell még helyeznem az 5 — 5 piros, fehér és z6ld goly6t a maradék 15 helyen.(3 pont)
Ez ut6bbi feladat egy ismétléses permutacio, (1 pont)
ezért é%—féleképp oldhat6 meg. (2 pont)
A kérdezett sorrendek szdma tehat (') - 13 . (1 pont)

4. Hany kiilonboz6 k-ponta utat tartalmaz az n cimkézett ponton megadott K, teljes graf? (Két utat akkor
tekintiink azonosnak, ha ugyanazokat a csticsokat és ugyanazokat az éleket tartalmazza.)

Az utakat agy készitjiik el, hogy kivilasztjuk az els6 csicsat, majd a masodikat, stb. (2 pont)
Az els6 csacsot n koziil valasztjuk, a 2-t n — 1 lehetségesdl, és igy tovabb, végiil a k-dik csacsran —k+ 1 a
lehetGségek szama. (

A valasztéasok fiiggetlenek, igy szorozni kell, ( )
azonban minden utat pontosan 2-szer szamoltunk meg, hiszen mindkét vége feldl leszamoltuk, ( )
kivéve az egyponti utakat. (1 pont)
Tehat a keresett utak szdma n, ha k =1 ( )
és%n(n—l)...(n—k-{-l):2(n"—_!k)!,ha1<k§n. ( )

5. A 6-csicsu G graf pontjai koziil 5-nek ismerjiik a fokszaméat. Ezek a fokszamok 4,4,2,2,1 . Bizonyitsuk be,
hogy G 6sszefiiggd!




Ha a grafnak 4 izolalt pontja van, amibdl kettén egy-egy, masik kettén két-két hurokél van, mig a maradék
két pont egy éllel van Gsszekotve, akkor egy a feladat feltételeinek megfelel, nem Gsszefiiggs grafot kapunk. (8
pont)

Tehat a feladat allitdsa hamis, G nem feltétleniil dsszefiiggs. (2 pont)

Persze, hogy nem erre gondoltam, amikor kittztem. Ha vki rajon, hogy az egyszertiséget is oda kell gondolni,
akkor az remek, igy aztan az alabbi ,megoldas” is elfogadhaté:

A graf negyedfoku csicsa egy legalabb 5-pontd komponensben van benne. ( )
Ha G nem lenne 6sszefiiggs, akkor volna egy 5-pontd komponense és egy izolalt pontja. ( )
Az izolalt pont foka 0 lenne. (2 pont)
A fokszdmosszegrol tudjuk, hogy paros, ( )
de igy paratlan volna. ( )
A kapott ellentmondéas bizonyitja, hogy G csakugyan Gsszefiiggd. ( )

. Legyenek a G teljes graf csucsai v1,v2, ..., vg, és legyen a v;v; él koltsége (i + j)-vel egyenls! Hatarozzuk meg
G minimélis sulyu feszitéfajanak Priifer-kodjat!

A G egy F feszit6fajanak sulyat kiszamithatjuk gy is, hogy minden v;-re Gsszeadjuk a dp(v;) - @ szorzatokat.
(3 pont)

Tudjuk, hogy 3°0_, dr(v;) = 2|E(F)| = 16, (2 pont)
ezért a feszitéfa akkor lesz minimalis salyd, ha E?:l dr(v;)-i—16 = E?:1 (dp(v;) — 1) - ¢ minimalis lesz. (2
pont)

Ez utobbi mennyiség viszont éppen a Priifer-kod jegyeinek Osszege, hiszen a kodban minden 7 éppen (dp (v;) —
1)-szer jelenik meg. (2 pont)
Tehat a minimalis stlyu feszitéfa Priifer-kodja (1,1,1,1,1,1,1,1) lesz. (1 pont)
Alternativ megoldas

Tekintsiink egy F feszitGfat, és annak egy vi-t8l kiilonb6z6 v; levelét! (Tlyen van, hiszen F-nek legalabb 2

levele van.) (2 pont)
Ha v; szomszédja nem vy, akkor a v;-bdl indulo élt térdlve, és vi-hez behtuzva egy 10j élt egy masik feszit6fat
kapunk, (2 pont)
aminek a stlya szigortan kisebb, mint az el6zGé. (1 pont)
Ez azt jelenti, hogy a minimélis sulyu feszitéfa minden levele a v;-rél 16g. (1 pont)
De ekkor a minimaélis salyu feszitéfa csakis az lehet, amiben minden v;-t6l egy-egy él fut v;-be. (1 pont)

Ennek a fanak a Priifer-kodja (1,1,1,1,1,1,1,1), tekintve, hogy minden let6rolt levél szomszédja vy volt (az
utolsé kivételével). (3 pont)

(Ha valakinek a Priifer-kod 8-jegyt, nem baj. (Persze csak ha a 8-dik jegy a 9.))

. Sikbarajzolhat6-e az aldbbi graf?

Tartalmaz K3 3-mal topologikusan izomorf részgrafot: (1 pont) (8 pont)
Ezért a Kuratowski tétel miatt nem sikbarajzolhato. (1 pont)

. Legyen G egy 13-pontu egyszeri graf. Bizonyitsuk be, hogy G és a komplementere (tehat az a graf, amiben
két pont kozott pontosan akkor fut él, ha e pontok G-ben nem szomszédosak) koziil legalabb az egyik nem
sikbarajzolhaté.

Egy 13-pontu sikbarajzolhaté graf élszdma legfeljebb 3 - 13 — 6 = 33 a tanultak szerint. (2 pont)
Eszerint G és komplementerének 6sszélszama legfeljebb 2 - 13 = 66 lehet ha mindkét graf sikbarajzolhato. (3
pont)

Tudjuk, hogy e két grafnak egyiitt annyi éle van, mint a 13-pontu teljes grafnak, (2 pont)
azaz ('}) =1-13-12=6-13 =78. (2 pont)

Ez ellentmondés, tehat nem lehet mindkét graf sikbarajzolhato. (1 pont)



