Bevezetés a szamitaselméletbe I.
1. ZH javitékulcs

A zh-k megbeszélése utdni végleges eredményeket legyetek szivesek a kartonokra bejegyezni. Termé-
szetesen az Gtmutatoban szerepl6tdl eltérs, 4m helyes megoldésért teljes pontszam, hidnyos megol-
dasért aranyos részpontszam jAr.

1. Oldjuk meg a 2* = z egyenletet a komplex szamok kdrében!

Az egyenletet atirhatjuk 0 = z* — 2 = 2(2® — 1) alakba, (2 pont)
ami a (z = 0 vagy 2° — 1 = 0) allitassal ekvivalens. (3 pont)
Ut6bbi esetben 2° = 1, ami pontosan azt jelenti, hogy z egy 3-dik egységgyok. (2 pont)
A megoldés tehat a z; =0, (1 pont)
zy=1,23 =cos 2 +isin 2 = —3 +i§, ill. 24 = cos % +isin 4T = —1 —i@ . (2 pont)

(A kanonikus ill. trigonometrikus alakok koziil elég az egyiket megadni.)
2. Oldjuk meg az alabbi egyenletrendszert a valés szamok korében!

T1 + 229 + 323 + 4y 14
2z1 + 629 + 1023 + 624 + 225 = 28
T1 + 529 + 923 + 224 + 375 16

Elvégezziik a kibdvitett egylitthatoméatrix Gauss-eliminaciojat:
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A megoldas tehat: z5 tetszGleges (valés), z4 = 2, z3 tetszleges (valos), zo = 2 — x5 — 223 65
z1 =2+ 225 + 23, (1+141+41+1 pont)

3. Hatarozzuk meg a hirom koordinatatengellyel vett metszéspontjait annak a siknak, mely &t-
megy a (3,4, 5) ponton és merdleges az origobol a (3, 4, 5) koordinatajua pontba mutaté vektorral

A sik normalvektoranak koordinatai (3, 4, 5), ezért egyenlete 3z +4y+52z = 3:3+4-4+5-5 =50

lesz. (3 pont)
Az z koordinatatengely pontjai azok, melyekre y = 2z = 0, amit behelyettesitve 3z = 50 adodik,
ahonnan z = 5. (2 pont)
Az y tengely pontjaira az z = z = 0 jellemz6, ahonnan a tengelymetszetre 4y = 50, azaz y = %
jon ki. (2 pont)

Végiil a z tengely els6 két koordinataja 0, vagyis 5z = 50, tehat z = 10. (2 pont)
A keérdéses sik az z, y és z koordinatatengelyeket tehat rendre az (%, 0,0), (0, %, 0) ill. (0, 0,10)
pontokban metszi. (1 pont)

4. Dontsiik el, hogy vektorteret alkotnak-e az invertalhato, (3 x 3)-as, valés matrixok a szokasos
matrixGsszeadasra és skalarral valé szorzasra nézve!

Vilagos, hogy I3, a (3 x 3)-as egységmatrix invertalhato, (1 pont)
és —I3 is az. (2 pont)
Ha a kérdéses matrixok vektorteret alkotnak, akkor I3 + (—I3) = 0 is benne van ebben a
vektrotérben. (3 pont)
A nullmétrix azonban nem invertalhato, (2 pont)
ezért a kérdéses struktra nem vektortér. (2 pont)

5. Legyen V egy 100 dimenzids, valés vektortér, és legyen ennek A : V — V egy olyan linea-
ris transzforméaciéja, melyre dimIm(A) > dimKer(A) 4ll, illetve tetszéleges v € V vektorra
A(A(v)) = 0 teljesiil. Hatarozzuk meg az Im(A) képtér dimenzidjat!

Ha A(A(v)) = 0 Vv € V, akkor A(v) € KerA Vv €V, (2 pont)
azaz ImA C KerA teljesiil. (3 pont)
Kovetkezésképp dimIm(A) < dim Ker(A), (1 pont)

. Dontsiik el, invertalhaté-e az A = (

ahonnan a dimIm(A) > dim Ker(.A) feltétel miatt, dim Im(A) = dim Ker(.A) adédik. (1 pont)

A dimenziététel szerint dim Im(A) + dim Ker(A) = dim V' = 100, (2 pont)
tehat dim Im(A) = 50. (1 pont)
. Jeldlje S, az 1,2,...,n szamok permuticiéinak halmazat. Legyen J(o) azon parok szama,

melyek nem éllnak inverziéban a o € S, permuticiéban. Bizonyitsuk be, hogy tetszsleges
o € S, permutéci6hoz létezik egy olyan o' € S, permutacio, melyre I(o') = J(0).

Olyan o'-t keresiink, melyben két elem pontosan akkor 4ll inverzi6ban, ha o-ban nem &llnak

inverzidban. (2 pont)
Legyen o'(i) := n — o(3). (4 pont)
Ez megfelels, hisz egyrészt permutécio, (2 pont)
masrészt o (i) < o(j) <= o'(i) > o' (j) (2 pont)
Avagy:

Vilagos, hogy 0 < J(o) < (3). (1 pont)
Szomszédos elemek cseréje 1-gyel valtoztatja I(o)-t (2 pont)
Szomszédos elemek cseréjének sorozataval el lehet jutni az identikus permutéaciébdl a forditott
rendezésnek megfelel§ permutacidhoz, (3 pont)
melyek inverzidszama 0 ill. ('21) (2 pont)
Ezért a sorozatban lesz olyan ¢' permutéci6, mely inverziészama J (o). (2 pont)
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. Hatédrozzuk meg a | ;o 40 99 30 30 30 | determinéns 10-es szdmrendszerben felirt alakjdnak utolsé
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szamjegyét!

A determinans utols6 jegye meghatarozhat6, ha megéllapitjuk a 10-es maradékat (1 pont)
és az el6jelét. (1 pont)
A determinédnst a definicié szerint kifejtve minden kifejtési tag 10-zel oszthat6 lesz, kivéve a
mellékatlobeli elemek szorzatas. (1 pont)

A determinans 10-es maradékat tehat a mellékatlohoz tartozo kifejtési mutatja meg. ( )
A mellékatlobeli elemek szorzatanak utolsé jegye 5, ( )
igy flggetleniil a mellékatlohoz tartozé permutacié (amugy ptn) inverzi6szaméatol ( )
a determinéns 10-es maradéka szintén 5 lesz. (1 pont)
Ha tehat a determinéns pozitiv, akkor 5-re végzadik, ( )
mig, ha negativ, akkor 5 az utolsé jegye. ( )
Szerencsénk van: az utolsé jegy mindenképp 5 . ( )
320
(1] g f) maétrix, és ha igen, hatarozzuk meg az inverzét!
001

A tanult médszer szerint a matrixot kiegészitjiik jobbrol egy egységmatrixszal, és elemi sorek-

vivalens 4talakitasokkal redukalt lépcsss alakra hozzuk: (2 pont)
13201000 1320100 0 130010 -1 1 130010 -1 1
01030100 0100010 -3 010001 0 -3 010001 0 -3
oo210010) *|oo20001-1f *|o002000 1-1) *{o0o1000 & -1 |
00010001 0001000 1 000100 0 1 000100 0 1
10001 -8 -1 10
01000 1 0 -3
(00100 0 %7%) (6 pont)
00010 0 0 1
1-3-1 10
a4 Ahors A - 001 0 -3
Tehat A invertslhato, és inverze A~ = | o 1 1 (2 pont)
2 2
00 0 1

Persze az inverz masképp is kiszamithaté (pl elGjeles aldeterminansokkal), és nyilvan az is
tokéletes. Ha j6 moédszert vélaszt a versenyzs, az 2 pont, de minden elrontott matrixelem (8
rontésig) —1 pont.



