Bevezetés a szamitaselméletbe 1.
2. p6tZH javitokulcs

A zh-k megbeszélése utani végleges eredményeket legyetek szivesek a kartonokra bejegyezni. Akik
megszerezték az alairast, azokrol legyetek szivesek Katanak egy listat kiildeni.

Természetesen az utmutatéban szerepl6tdl eltérs, &m helyes megoldasért teljes pontszam, hidnyos megoldésért aré-
nyos részpontszam jar.

1. Hatarozzuk meg a z komplex szam abszoltt értékét, ha z-re a z* 4+ 422 + 5 = 0 egyenlet teljesiil!

A 22-t ismeretlennek tekintve egy méasodfoku egyenlettel allunk szemben, amire alkalmazhatjuk a j6l ismert

megolddoképletet. (3 pont)
Azaz 22 = 1. (—4 £ 16— 20) = L(—4 & 2i) (3 pont)
Tehat 22 = —2 =+ 4, ahonnan [2%| = V4 + 1 = /5. (2 pont)
Innen pedig /5 = |22| = |z|? miatt |z| = v/5 adodik. (2 pont)

2. Legyen A linearis transzformacié egy 2006-dimenzios V' vektortéren, és legyen A az A leképezésnek egy B
bazisban felirt métrixa. Bizonyitsuk be, hogy ha dim Im.A = 2000, akkor det A = 0 teljesiil!

A dimenzi6tétel miatt dim ImA + dim Ker A = 2006, (2 pont)
ahonnan dimImA = 2000 miatt dim KerA = 6 adédik. (1 pont)
Létezik tehat olyan nemnulla v € Ker A vektor, amire A(v) a V vektortér nullvektora. (1 pont)
Ezért a v vektor [v]p # 0 koordinatavektorara Afv]p = 0 teljesiil. (1 pont)
Vilagos, hogy Alv]p az A métrix oszlopainak a [v]p vektor koordinatai szerint vett linedris kombinécioja. (1
pont)
Ez [v]p # 0 miatt egy nemtrividlis linearis kombinacio, ami a 0-t allitja eld, (1 pont)
tehat A oszloprangja kisebb, mint 2006. (1 pont)
Minthogy a determindnsrang és az oszloprang azonos, ezért d(A) = o(A4) < 2006, (1 pont)
tehat det A = 0 all, hisz egyébként d(A) = 2006 volna. (1 pont)
3. Legyen u = (u1,...,upn) és v = (v1,...,v,) két valés nemnulla vektor, az n x n-es A val6s matrix i-edik
soranak j-edik eleme pedig legyen u; - v; minden szébajové ¢ és j értékre. Allapitsuk meg az A matrix rangjat!
Az A matrix i-dik sora éppen u; - v lesz, (2 pont)
azaz A barmely két sora egymas konstansszorosa. (2 pont)
Ez azt jelenti, hogy A barmely két sorvektora linearisan Osszefiiggs vektorrendszert alkot, (2 pont)
tehat A sorai kozott a linedrisan fiiggetlenek maximélis szama 1. (2 pont)
Maés szoval A sorrangja s(A) = 1, (1 pont)
ami a tanultak szerint azt jelenti, hogy A rangja r(A) = 1. (1 pont)

4. Legyenek A és B n x n-es valdés méatrixok. Dontsiik el, igaz-e, hogy ha egy A valos szdm A-nak és B-nek is
sajatértéke, akkor sajatértéke az AB szorzatmatrixnak is. Arrdl is dontsiik el, hogy igaz-e, hogy ha egy v
vektor A-nak és B-nek is sajatvektora, akkor sajatvektora az AB szorzatmatrixnak is.

Ha A = B = (2) (vagyis 1 x 1-es matrixokrol van sz6), akkor A = 2 sajatértéke A-nak és B-nek is, de AB = (4)
(1 x 1-es) matrixnak mar nem. (4 pont)
Tehat az els§ &llitas hamis. (1 pont)
Mésrészt, ha v az A és B matrixoknak is sajatértéke, akkor Av = Av és Bv = puw teljesiil valamely A\ u
skalarokra. (1 pont)
Ezért (AB)v = A(By) = A(up) = pAv = p(h) = (1 A, (2 pont)
azaz v az AB szorzatmétrixnak (a \u sajatértékhez tartozo) sajatvektora, (1 pont)

)

vagyis a masodik allitas igaz. (1 pont

Ha valaki az els6 rész megoldasa helyett megallapitja, hogy az els6 kérdésre a valasz A € {0,1} esetén igaz,
kapjon érte 1 pontot.

5. Legyen G egy 6-pontu irdnyitott graf, azaz G minden éle az egyik végpontjabol a masik végpontjiba van
irAnyitva. Tudjuk, hogy G pontjaibél rendre 4,4,3,2,1 ill. 0 él indul ki, és a v csics kivételével ismerjiik a
pontokba beérkezs élek szamat is: ezek csokkend sorrendben 5,3, 2,1, 1. Hatarozzuk meg, hany él érkezik a v
cstcsbal

Ha minden pontban 6sszeadjuk az onnan kilépd élek szamét, akkor az Osszeghez minden él hozzajarulasa
pontosan egy, (2 pont
azaz éppen G élszamat kapjuk. (
Tehat G-nek pontosan 4 +4 + 3+ 2+ 14 0 = 14 éle van. (
Hasonl6 igaz a pontokba belépd élszamok Gsszegére is, (1 pont
ezért 5+3+2+1+ 1+ d*(v) =14, (
ahonnan d%(v) = 2 adédik a kérdéses élszamra. (




6. Hany kiilonb6z6 médon tolthets ki egy 5 sorbdl és 20 oszlopbdl allé tablazat tgy, hogy benne az 1,2, ...,100
szamok mindegyike pontosan egyszer szerepeljen, és az elemek értéke minden egyes sorban balrél jobbra
haladva monoton novekedjék?

Ha minden sorra meghatarozzuk, hogy melyik szdmok keriilnek oda, akkor ezzel egyértelmien megadtuk a

tablazat kitoltését, hiszen a sorokba az adott szdmokat monoton névekvGen kell beirnunk. (3 pont)
Tehat ki kell valasztani az 1., 2.,...,5. sorokba keriil6 szamokat. (1 pont)
Az els§ sorba (12000)—féle valasztdsom van. (1 pont)
A masodis sorba a maradék 80 szdmbol vélasztok, az eddigiektd] fiiggetleniil (38) lehetdség koziil. (2 pont)
Es igy tovabb. Mivel a valasztasok fiiggetlenek, ezért a végeredmény a lehetGségek szamanak szorzata, (2
pont)

azaz ('59) - (50) * (50) - (30) - () - (1 pont)

Az utolsé 6 pont az alabbiak szerint is megszerezhetd.

Eszerint minden szamra meg kell mondani, hogy hanyadik sorba keriil, azaz 20 db 1-est, 20 db 2-est, ..., 20
db 5-6st kell 1-t61 100-ig sorbarakni. (2 pont)
Ez egy ismétléses permutécio n = 100, k; = ko = k3 = k4 = ks = 20 paraméterekkel, (2 pont)
tehat a lehet&ségek szama éppen 58!05!. (2 pont)

7. Legyen K teljes graf az 1,2,...,100 cimkéjii csticsokon az aldbbi élsulyokkal. Az olyan élek, melyek mindkét
végpontjanak cimkéje legfeljebb 50, egy egység sulytak. Az olyan élek, melyek mindkét végpontjanak cimkéje
nagyobb, mint 50, két egység stulynak. Az olyan élek sulya, amelyeknek egyik végpontcimkéje legfeljebb 50, a
masik pedig nagyobb 50-nél, hirom egység stulyidak. Hany kiilonb6z6, minimélis silyu feszitéfa adhatd meg a
fenti modon élsilyozott K grafban?

A feszitéfanak 99 éle van. (1 pont)
Az 1 stlyu élek az els6 50 ponton kérmentes gréafot alkotnak, ezért legfeljebb 49 lesz beléliik a faban.(1 pont)
Hasonl6 okbol legfeljebb 49 db 2 sulyu él lesz a faban, ezért legjobb esetben is legaldbb 99 — 49 — 49 =1 db
3-stlyt élt kell hasznalnunk. (1 pont)
Ez azt jelenti, hogy egy feszitéfa pontosan akkor minimélis sulyt, ha tartalmazza az els§ 50 pontnak is, és a
masodik 50 pontnak is egy-egy feszit6fajat, tovabba egy tetszéleges élt, ami az els§ 50 pont és a mésodik 50
pont kozott vezet. (2 pont)
Tetsz6leges minimélis stulyu feszitéfa tehat tgy kaphaté meg, hogy fiiggetleniil kivalasztjuk az elsg 50 ill. az
utols6 50 pontnak egy-egy tetszdleges feszit6fajat, majd egy tovabbi élt valasztunk a két fa kozt. (1 pont)

Cayley tétele szerint a feszitofat 5048-féleképp vélaszthatjuk, (2 pont)
a 3 sulyu él kivalasztasara 50 - 50 lehet&ség van, (1 pont)
tehat a kérdéses fak szama 5048 - 50%® - 502 = 50%%-nak adodik. (1 pont)

8. Sikbarajzolhaté-e az alabbi G graf? (Ha igen, adjuk meg egy sikbarajzolasat, ha nem, bizonyitsuk ezt be.)

G tartalmaz K3 3-mal topologikusan izomorf részgrafot: O O (8 pont)
Ezért a Kuratowski tétel miatt G nem sikbarajzolhat6. (2 pont)



