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Bevezetés

Jelen elektronikus segédanyagot a 2024 /25-0s tanév 1. félévében oktatott, vil-
lamosmérnokoknek szolo, , A szamitastudomany alapjai” kurzuson levetitett
diasorok alapjan allitottam Ossze a szobeli vizsgara torténd felkésziilés meg-
konnyitése érdekében. Eldadoként gy éreztem, hogy bar hasznosak a kurzus
honlapjarol elérhets eladasvidedk és diasorok, hatékonyabbé teszi tanulést,
ha hagyoméanyos jegyzetként, telefonrdl kényelmesen nézegetd formétumban
is rendelkezésre all a tananyag.

A fentiek egyuttal utalnak a jelen segédlet hatranyaira is. Az 6ran veti-
tett diasorok szobeli magyarazatot igényeltek. Ez persze a videdn elérhetd,
de ebben a jegyzetben idénként hidnyozhat. Ha a vizsgara késziils szorgos
hallgat6 valahol nem tudja koévetni a gondolatmenetet, érdemes lehet tehat
a videon a megfelels helyre tekernie, és meghallgatni az esetlegesen hianyzo
indokléast. Egy digitélis jegyzet keretei ugyancsak nem alkalmasak olyasfajta
minimalanimaciok bemutatasara, amit a diasoron (példaul egy-egy gréfal-
goritmus futtatésa kapcsan) bemutattam. Ilyen esetekben is a felkésziilés
hasznos kiegészitGje a diasor és a vide6. Tovabbi hatrany, hogy kereszthi-
vatkozéasok sincsenek, és a segédanyag Orokolte a diasor szinpompajat, ami
miatt a jelen jegyzet kinyomtatasa fekete-fehérben nem szerencsés, szinesben
pedig draga és pazarlo.

Az el6adason szerepeltek extra anyagrészek sziirke hattérrel, ezek a jelen
segédanyagban apré bettivel vannak szedve. Ezekbdl a vilagon semmit nem
kériink szadmon a vizsgan, de abban reménykedek, hogy érdekl6ds hallgatok
szamara hasznos lehet az ezen részekben ismertetett kitekintés. Aki per-
sze IMSC pontot is szeretne gytjteni, az biztosan nem jar rosszul azzal, ha
a torzsanyag elsajatitasa mellett az extrakkal (vagy azok egy részével) is
megismerkedik.

Mit is kell tudni a vizsgan és hogyan is zajlik a szobeli?

Ahogy maés vizsgakra, gy SzA-ra is a neptunban kell jelentkezni, és csak
az johet vizsgazni, aki a vizsga el6tti napon a 12:00-kori allapot szerint a
vizsgalapon szerepel, azaz korabban jelentkezett az adott vizsgara, és befér
létszamkeretbe. (Thuljelentkezés esetén idénként varolistat hozunk létre, és a
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jelentkezdk ide keriilnek, majd a lejelentkezések fiiggvényében elGresorolod-
nak. Aki vardlistdn marad a jelentkezési idészak lezarasakor, az nem johet
vizsgazni. )

A vizsgat altalaban egy nagyobb elGadoban tartjuk, ahol a felkésziilés
torténik. A vizsga szervez@jének hivasara adott szamu hallgaté kezdheti meg
a felkésziilést. Ehhez a tanéri asztalnél kell jelentkezniiik fényképes igazol-
vany, toll és iires lapok birtokdban, majd kovetni az utasitasokat. Nevezete-
sen, részt venni a kidolgozando tétel kisorsolasaban, majd a kijel6lt helyen
helyet foglalni és megkezdeni a felkésziilést, amire legalabb 40 percet biztosi-
tunk. Ezt kovetGen megkezdddik a szobeli vizsga, amit legfeljebb 60 ponttal
értékeliink. 24 pont alatt a szobeli rész és a vizsgajegy is elégtelen. Egyéb-
ként a szerzett pontszam 50 feletti részét IMSC pontként irjuk jova, az 50
alatti részt pedig 1,2-vel megszorozzuk, és ez lesz a szobeli pontszama. Ehhez
adjuk hozza a ZH-krol hozott pontszamot, és az igy kapott 0sszeg hatarozza
meg a vizsgajegyet.

A szobelin a 24 pontos teljesitményt az anyag megértése, a definiciok
ismerete és a tételek alkalmazéasanak képessége jelenti. Bizonyitast tehat
egyaltalan nem kell tudni reprodulalni a szoébelin a minimumkdvetelmény el-
éréséhez. Minél inkabb tisztaban van a hallgat6 a bizonyitasokkal és tovabbi
Osszefiiggésekkel, annédl magasabb lesz a pontszama, de 50 pontért sem kell
tudni minden bizonyitast pontosan: ha valaki elakad, a vizsgaztato segit. A
skala masik végének elérésére mar joval tobbféle lehetdség kinalkozik. Elegen-
dé ehhez annak kideriilnie, hogy egy vastag bettisen szedett dolgot nem ismer
(vagy rosszul tud) a hallgato, és még segit6 kérdések nyoméan sem keriil képbe
az adott fogalom vagy tétel kapcsan. A nem vastag betis részekbdl egy-két
hianyossag még elfogadhatd, de ennél t6bb szintén hasonld végeredménnyel
jar. Ha pedig szinte minden fogalom, tétel kimondaséhoz, értelmezéséhez se-
gité kérdések sorozata sziikséges, az szintén kevés az erdeményes vizsgahoz.
Szamitani kell arra is, hogy a sorsolt tételen til szuréoprobaszertien a tob-
bi tételbe is belekérdeziink, a ZH altal le nem fedett anyagrészre kiilonosen
odafigyelve. Szertném hangsiilyozni azonban, hogy a vizsgaztatd célja nem
a vizsgaz6 zavarba hozasa, hanem a tudasanak felmérése. Aki izgulos, an-
nak fokozottan érdemes arra torekednie, hogy biztos legyen a tudasa, merje
jelezni, ha valamit nem ért, és elfogadja, hogy ennek hatésara a vizsgaztatod
segiteni probal a remélhetéleg meglévs tudés elGesalogatasaban. Végiil: nem
gy6zziik hangstlyozni, hogy a vizsgan egyaltalan nem kell alkalmi viselet-
ben megjelenni. A vizsgazonak a jo izlés keretein beliil marad6 6ltézkodési
szokasai semmiben sem befolyasoljak a vizsga kimenetelét.

Visszatérve a jelen segédanyagra: szinte biztos vagyok benne, hogy hem-
zseg a hibaktol és tligyetlenségektsl. Annak érdekében, hogy ez idGvel meg-
valtozzon, tisztelettel felkérem az jegyzet hasznaloit, hogy jelezzék a tapasz-



talataikat a https://forms.gle/gQW9egKebAx2yaGc9 link mogott talalhato
trlap (akar tobbszori) kitoltésével. Az épitd kritikat eziton is koszonom, és
igyekszem a jegyzetet ezek segitségével hasznalhatobbé tenni. Oriilok min-
den olyan, a kurzussal kapcsolatos véleménynek, megjegyzésenek is, ami az
OHYV kereteibe nem fér bele.

Néhany sz6 végiil a jegyzetben alkalmazott jel6lésekrsl. A bizonyitasok
végét (ill. a jegyzetben nem bizonyitott allitasokat) olyan kiskocka jelzi, mint
amilyen ennek a sornak a végén is all. O
A v jelentése, hogy az adott részallitas innentél vilagos, bizonyitottnak te-
kintjiik, a feladatot megoldottuk. A # az ellentmondas felbukkanésat jelzi,
innen latjuk példaul, hogy (indirekt bizonyitas esetén) a feltevésiink megdolt.
A )" (szumma) az Osszegzésre utal: y . | f(i) jelentése, hogy az f figgvényt
kiértékeljiik az ¢ futéindex 1,2,...,n értékeire, majd a kapott fliggvényér-
tékeket Osszeadjuk. Ha egy H halmaz elemei szerint szeretnénk Osszegezni,
akkor alkalmazhatjuk a ), , f(h) vagy a > {f(h) : h € H} jelélést. Vé-
giil ha Gsszeadéas helyett Gssze szeretnénk szorozni egy halmaz elemeit vagy
egy futdindex szerint szamitott fiiggvényértékeket, akkor a > helyett a []
(produktum) jelolést hasznéaljuk ugyanilyen szintaktikaval.

Mindenkinek sikeres felkésziilést kivanok,

Budapest, 2024. december 24.

Fleiner Tamés
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A segédanyagban hasznalt roviditések listaja

ESA
BFS

BO
DAG
DFS
DKFL
ElHaL
egyho
Eu

fb

ffa

ftn

H-ut /kér
ir

JO

KFL
kib.egyhémx
kif.tag
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elemi sorekvivalens atalakitéas
szélességi bejaras (breadth first search)
bal oldal(i)

aciklikus iranyitott graf (directed acyclic graph)
meélységi bejaras (depth first search)
dualis kézfogas-lemma

¢lhozzaadasi lemma

egyiitthato

Euler(-(kor)séta)

fels6 becslés

feszitota

fliggetlen

Hamilton-ut /kor

iranyitott

jobb oldal(i)

kézfogas-lemma

kibgvitett egyiitthatomatrix
kifejtési tag

konvex

lépesds alaka (matrix)

linearis(an)

linearis kombinaci6

linearis leképezés

linearisan Gsszefliggd

minimélis koltségi feszitofa

matrix
Osszefiiggd
példaul

redukalt 1épcsés alaki (matrix)
(r, 0)-felss becslés
sikbarajzolhato (graf)
sikbarajzolt (graf)

szabad paraméter

tegyiik fel, hogy
tulajdonképpen

topologikus

ugyanis

vezéregyes



VISZAAQ7 tételsor a Szamitastudomany alapjaihoz
a 2024/2025-6s tanév 1. félévre

A félkovéren szedett dolgokat tudni kell ismertetni, kimondani, ill. definidlni. A vizsgén az anyag érté ismeretét
kérjiikk szdmon, az elégségesért nem kell bizonyitast tudni.

1.

10.

11.

12.

13.

14.

15.

16.

17.

18.

19.
20.

Gréafelméleti alapfogalmak: cstcs, él, diagram, fokszam. Egyszeri graf, iranyitott graf, komplementer
graf, él- és csucstorlés, élhozzaadas, részgraf, feszits és feszitett részgraf, izomorfia, élsorozat, séta, ut,
kor, Gsszefiiggd graf, komponens, kézfogas-lemma.

. Elhozzaadasi lemma. Erds, fa, és azok egyszeri tulajdonsagai: két levél, erdsk élszama. Feszitfa

létezése, feszitéfahoz tartozo alapkorok és alap vagasok.

Minimalis koltségii feszit6fa és azok jellemzése a c-feszité tulajdonsag segitségével. Kruskal-
algoritmus és annak helyessége.

Altalanos grafbejaras: a cstcsok allapotvaltozasa, a bejaras altalanos lépése, elérési és befejezési
sorrend, az élek osztalyozéasa bejaras utan. A BF'S és tulajdonsagai, legrovidebb utak fajanak létezése.

. Grafat hossza, grafesiicsok tavolsaga, élmenti javitas. Dijkstra-algoritmus és annak helyessége,

legrévidebb utak féaja.

Meélységi keresés, annak soran felléepd éltipusok, mélységi- és befejezési szamozasbol az éltipus megha-
tarozasa, iranyitott kor létezésének eldontése DFS-sel.

Iranyitott aciklikus grafok (DAG-ok) és azok jellemzése, topologikus sorrend és annak keresése.
Leghosszabb utak keresése, PERT-moédszer, kritikus utak és tevékenységek.

Hamilton-kodr és -t létezésére sziikséges, ill. elégséges feltételek: komponensszam ponttdrlés utan
(Petersen-graf), Dirac és Ore tételei, gazdag parok, hizlalasi lemma, Chvatal-lezart.
Sikbarajzolhato és sikbarajzolt grafok, tartomany. Grafok gémbre rajzolhatoséga, sztereografikus
projekcio, és ezek kovetkezményei. Dualis kézfogaslemma, (4ltalanositott) Euler-féle poliédertétel.
Egyszert, sikbarajzolhato graf esetén fels6 korlatok az élszamra és a minimalis fokszamra. Kuratowski-
grafok, Kuratowski-tétel (biz. csak a konnyebbik iranyban).

Euler-séta és korséta, ezek létezésének sziikséges és elégséges feltétele.

Linearis egyenletrendszer, kibdvitett egylitthatématrix, elemi sorekvivalens atalakitas
(ESA) és kapcsolata a megoldasokkal. Lépcsés alak és redukalt 1épcsds alak, vezéregyes, megol-
das leolvasasa. Tilos sor, kotott valtozo, szabad paraméter, ezek jelentése a megoldas/megoldhatosag
szempontjabol. Gauss-eliminacio.

Az R™ tér, vektormiiveletek azonossagai, altér és példak R2-ben és R3-ban, (trividlis) linearis kombi-
nacio, generalt altér, generatorrendszer, linearis fliggetlenség (kétféle definicio). Linearis fliggetlen
rendszer hizlalasa, generatorrendszer ritkitasa, kicserélési lemma, F-G egyenl6tlenség.

Altér bazisanak fogalma, bazis létezése, R" standard bazisa. Bazis konstrukciéja homogén lineéris
egyenletendszerrel megadott altér esetén.

Altér elGallitdsa homogén lin.egyenletrendszer megoldasaiként generatorrendszerbsl. Altér dimenzidja
és annak joldefinaltsiga. Koordinatavektor fogalma és annak egyértelmiisége.

Permutéacié és inverzioszam. Bastyaelhelyezés és permutacioé kapcsolata, inverzidéban allo bastya-
parok. Determinans, fels6 haromszogmatrix determinansa.

Matrix transzponaltja, transzponalt determinénsa, ESA hatasa a determinansra, determinans-
szamitas fels6 haromszogmatrixra transzformalassal, elGjeles aldeterminans, kifejtési tétel.
Vektorok skalaris szorzasanak tulajdonsagai. Matrixok Osszeadasa és szorzasai, e miiveletek és az
egységmatrix tulajdonsagai. Determinansok szorzastétele (biz. nélkiil). A szorzatméatrix sorainak és
oszlopainak kiilonos tulajdonsaga, ESA és matrixszorzas kapcsolata.

A determinans és a sorok, illetve az oszlopok linearis fiiggetlenségének kapcsolata. Jobb- és balinverz,
ezek viszonya. Matrixok inverze. Az inverz kiszamitasa, létezésének sziikséges és elégséges
feltételei.

Sor-, oszlop- és determinansrang, ezek viszonya és kiszamitasa. Osszeg és szorzat rangja.
Linearis egyenletrendszer matrixegyenletes alakja, a megoldhatdsig és az oszlopok alterének kap-
csolata. Osszefiiggés az egyértelmii megoldhatosag, az egyenletek és ismeretlenek szama kozott. Az
egyértelmi megoldhatosag feltétele n x n méretii egylitthatométrix esetén.



I. rész

A grafelmélet alapjai



1. fejezet

Grafelméleti alapfogalmak

1.1 Mi a graf?

Def: G = (V, E) egyszert, iranyitatlan graf, ha V # () a G cstucsainak
(vagy (szOg)pontjainak) és F C (‘2/) a G G éleinek halmaza, ahol (‘2/) =
{{u,v} :u,v € V,u # v} a V halmaz kételemii részhalmazainak halmaza.

Példa: Tekintsik a G = ({a,b,c,d}, {{a,b},{a,c}, {b,c}, {b,d}}) grafot.
Epeszii ember persze nem igy tekint a grafokra.

Def: A G = (V, F) graf diagramja a G egy olyan lerajzolésa, amiben V-
nek a sik kiilénb6z6 pontjai felelnek meg, és G minden {u, v} élének egy-egy
u-t és v-t Osszekots gorbe felel meg.

Példa: Nézziik inkabb a fenti példaban szereplé G graf egy diagramjat:

Le lehet persze rajzolni G-t Gigy is, hogy az mindjart nem olyan ,attekint-

Példa: A facebook-graf csicsai a meta-felhasznalok, élei pedig az facebook-
ismeretségeknek felelnek meg.



1.2. MULTIGRAFOK ES IRANYITOTT GRAFOK 9

Terminologia & konvencidk: Graf alatt rendszerint egyszertd, iranyi-
tatlan grafot értiink. Ha G egy graf, akkor V(G) a G csiucshalmazat, E(G)
pedig G élhalmazat jeloli, azaz G = (V(G), E(G)). Az e = {u,v} élt réviden
uv-vel jeloljiik. Ekkor e az u és v cstcsokat koti 6ssze. Tovabba u és v az e
végpontjai, amelyek az e élre illeszkednek, és e mentén szomszédosak.

1.2 Multigrafok és iranyitott grafok

Megj: Ha egy graf nem egyszerd, akkor lehetnek parhuzamos élei,
hurokélei vagy akir parhuzamos hurokélei is.

Ps
@
O<Z> @@O Ce Ks
d(v)

1.1. 4bra.

Def: Az iranyitott graf olyan graf, aminek minden éle irdnyitott.
Def: G = (V, E) véges graf, ha V és E is véges halmazok.
Egyik halmaz végességébdl sem kovetkezik a masiké.
Megj: A végtelen grafoknak rendkiviil kiilonos tulajdonsagai lehetnek. Ezen a kur-
zuson csak véges grafokkal foglalkozunk.
Def: Az n-ponti at, n-ponti kor, ill. n-ponti teljes graf jele rendre
pP,, C,ill. K,. (P, Cy, Cy elfajulok.)
K, =P, Ky=P, Ky=0Cj
Def: v € V(G) esetén a v-re illeszkedd élek szama a v fokszama. Je-
16lése dg(v) vagy d(v). Fontos, hogy a hurokél kétszer szamit a fokszam
meghatarozasakor.
Példa: A facebook-grafban d(v) a v ismerdseinek szamat jelenti. (Ira-
nyitott graf esetén 6(v) ill. p(v) a v ki- ill. befokat jeldli.)
Def: A G graf maximalis ill. minimalis fokszama A(G) ill. §(G) .
A G graf regularis, ha minden fokszama ugyanannyi: A(G) = §(G),
G pedig k-regularis, ha minden cstucsanak pontosan k a fokszama.
Minden kor 2-regularis, a K, pedig (n — 1)-regularis.

1.3 A kézfogas-lemma



10 FEJEZET 1. GRAFELMELETI ALAPFOGALMAK

Ha G = (V, E) véges (nem feltétleniil egyszert)
graf, akkor ) _, d(v) = 2|E|, azaz a csticsok fokszamdsszege az ¢élszam
kétszerese.

Megj: Az[l.I]abran ellendrizhets a kézfogas-lemma. Figyeljiik meg, hogy
a lemma nem csak egyszeri grafra igaz.
Tetsz. G = (V, E) véges iranyitott
grafra )’ ., 0(v) = > o p(v) = |E|, azaz a csticsok ki- és befokainak Gsszege
is az élszamot adja meg.

Példa: A kifokok Gsszege itt is egyenls a befokokéval: 1 1

Biz: Az egyes csiicsokbol kilépd éleket megszamolva G minden iranyitott
élét pontosan egyszer vessziik figyelembe, igy a kifokok Osszege az élszam. A
belépé élekre hasonlo igaz, ezért a befokok Osszege is az élszam. U

Megj: Ugy is bizonyithattuk volna az altalanositott kézfogas-lemmat,
hogy egyenként huzzuk be G-be az éleket. A 0-éli (iires)grafokra a lemma
trivialis, és minden egyes ¢l behtizasa pontosan 1-gyel noveli az élszamot is
és a ki/befokok Gsszegét is.

A KFL bizonyitasa: Készitsiik el a G’ digrafot ugy, hogy G minden
élét egy oda-vissza irdnyitott élparral helyettesitjiik. Ekkor

S dolv) = 3 0e(v) = |E(G)] = 21E(G)| O

veV veV

Megj: Ugy is bizonyithattuk volna a kézfogas-lemmat, hogy egyenként
htzzuk be G-be az éleket. Uresgrafokra a lemma trivialis, és minden egyes
¢l behuzasa pontosan 2-vel noveli a kétszeres élszamot és a csiicsok fokszam-
Osszeget, is.

1.4 Komplementer és izomorfia

Def: A G egyszerti graf komplementere G = (V(G), (‘2/) \ E(Q)).
Megj: G és G cstcsai megegyeznek, és két cstics pontosan akkor szom-

szédos G-ben, ha nem szomszbédosak G-ben. ,

a G a Oa

Példa: d d



1.5. GRAFOPERACIOK 11

Ha G = (V, E) egyszert graf és |V(G)| = n, akkor dg(v)+dg(v) =
n — 1 teljesiil G barmely v cstucsara.

Biz: A K, teljes graf minden éle a G és G grafok koziil pontosan az egyik-
hez tartozik. Ezért dg(v) + dg(v) megegyezik a v cstcs K,-beli fokszaméaval,
azaz n — l-gyel. Il

Def: A G és G’ grafok akkor izomorfak, ha mindkét graf csicsai ugy
szamozhatok meg az 1-t6l n-ig terjedd egész szamokkal (alkalmas n esetén),
hogy G barmely két u, v csticsa kozott pontosan annyi él fut G-ben, mint az
u-nak és v-nek megfelel§ sorszamu cstcsok kozott G'-ben. Jelolése: G =2 G'.

Példa:

Ha G = @, akkor G és G’ lényegében ugyantgy néznek ki. Igy

példaul minden fokszdm ugyanannyiszor 1ép fel G-ben mint G’-ben, ugyan-
annyi Cyo kor talalhato G-ben, mint G’-ben, stb.

1.5 Grafoperaciok

Eltorlés, csucstorlés, élhozzaadas:

b
G_
Toso T2

Def: Feszitd részgraf: éltorlésekkel kaphato graf.

Feszitett részgraf: csicstorlésekkel kaphato graf.
él- és csucstorlésekkel kaphato graf.
Példa: H,, H, a G feszitd, feszitett és részgrafjai.

H a G feszit6 részgrafja <—= V(H) = V(G
H a G feszitett részgrafja «<—= V(H) C
csucsai kozt futdé G-beli élekbdl all.
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1.6 Haromféle elérhet6ség, osszefliggdség

Furfangos kérdés: Hany graf lathato az alabbi dbréan?

ARz

A matematikus valasza: Természetesen egy.
(Miért is ne lehetnének egy graf csticsai és élei tobbféle szintiek?)

Megj: A graf definici6ja megengedi, hogy a graf egyik részébdl egyaltalan
ne vezessen él a graf maradék részébe, azaz a graf egyik cstucsabol ne lehessen
éleken keresztiil eljutni a graf egy masik csicsaba. Ez torténik pl az iiresgraf
(alias K,,) esetén.

A tovabbiakban a graf csticsainak ,elérhetGségi strukturajat” vizsgaljuk.

Def: Legyen G = (V, E) (iranyitott vagy iranyitatlan) graf.
Elsorozat: (vi,e;,vs,€a,...,Vk, €k, Vps1), ahol ¢; = vv;1Vi. (Tkp egyik
csucsbol eljutunk egy rna,81k cstcsba mindig élek mentén haladva.)

N2 PN

Séta: olyan élsorozat, amelyikben nincs ismétlgds él.

Ut: olyan séta, amelyikben nincs ismétl6dé cstcs.

Terminolégia: Ha a kezd6pont u, a végpont v, akkor uv-élsorozatraol,
uv-sétarol, ill. wv-tutrol beszéliink. Ha hangsilyozni szeretnénk, hogy u = v,
de a kezd§ (és vég)pontot nem akarjuk megnevezni, akkor zart élsorozatrol,
korsétarol ill. korrdl beszéliink.

Tetsz. G-re igaz: Juv-at = Juv-séta =Juv-élsorozat. 0
Tetsz. G-ben igaz: Juv-élsorozat = G-ben Juv-tut. 0

Def: G ir.tatlan graf. u-bol v elérhetd (u ~ v), ha 3 wwv-ut G-ben.

Def: A G iranyitatlan graf 6sszefiiggs, ha u ~ v Vu,v € V(G).

Megj: (1) Az osszefiiggdség szokasos definicioja nem a ~ relacio segitsé-
gével torténik, hanem valahogy igy:
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a GG iranyitatlan grafot akkor mondjuk Osszefiiggének, ha G barmely két cst-
csa kozott vezet G-beli 1t.

(2) Az el6z6 definicio iranyitott grafokra is kiterjeszthet:
a G iranyitott grafot akkor mondjuk erdsen Gsszefiiggdnek, ha G barmely u,v € V(G)
esetén van iranyitott uv-iut G-ben.

(3) Iranyitott graf masfajta Osszefiigg@sége is értelmezhets: a G iranyitott grafot akkor
mondjuk gyengén Osszefiiggdnek, ha a G-nek megfelel§ iranyitatlan graf ésszefiiggs.

A kovetkezd célunk a grafkomponens definicioja.

El6szor matematikailag precizen mutatjuk.

Ha G iranyitatlan graf, akkor ~ ekvivalenciarelacio: (1) Vu € V(G) : u ~ u,

2)Vu,veV(G): u~v=v~u, s ) Vu,v,weV(G): u~rv~rw=u~w. O

Arrél van sz6, hogy minden csics elérheté énmagabol, ha v elérhets u-bol, akkor u
is v-b6l (ez pl. irdnyitott grafokra méar nem feltétleniil teljesiil), végiil pedig ha u-bol v,
v-bél pedig w elérhetd, akkor w elérhetd u-bol is. Az itt felsorolt reflexiv, szimmetrikus és
tranzitiv tulajdonsagok az un. ekvivalenciarelacidkat definialjak. Konnyen lathato, hogy ha
egy relaciora teljesiil e harom tulajdonsag, akkor az alaphalmaz feldarabolhaté diszjunkt
részekre (n. ekvivalenciaosztalyokra) gy, hogy az alaphalmaznak két eleme pontosan
akkor all relacioban egymassal, ha ugyanabba az ekvivalenciaosztalyba esnek.

Def: A G graf (6sszefiiggd) komponense a ~ ekvivalenciaosztélya.

Mi més utat kovetiink.

Def: K C V(G) pontosan akkor komponense G-nek, ha K-bol nem 1ép
ki éle G-nek, de Vv, v € K esetén v ~ v .

Megj: A fenti Def ekvivalens a kordbban emlitett preciz (és absztrakt) definicioval.

Mi a szemléletessége miatt ezt az utobbit hasznaljuk, jollehet matematikai szempontbol

igyetlenebb.
Def: Az egyelemi komponens neve izolalt pont.
G pontosan akkor Osszefiiggs, ha egy komponense van. U
Minden G iranyitatlan graf csticshalmaza egyértelmitien bomlik
fel G komponenseinek diszjunkt uniéjara. O

Megj: A G komponense alatt sokszor nem csupén a G cstucsainak egy K
részhalmazat, hanem a K altal feszitett részgrafot is értjiik.

Kinzo kérdés: Mi torténik, ha G-be behtzunk egy e = uv élt?

I. eset: Az e él végpontjai G ugyanazon komponensbe esnek.

)
o [ele]
o

° o O (o]

OO °© o

Ekkor a komponensek nem valtoznak meg, de mivel vezet u és v kozottt
it G-ben, ezért legalabb egy 1j kor keletkezik. (Keletkezhet egynél tobb is.)
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I1. eset: Az e él végpontjai G kiilonb6z6 komponenseiben vannak.

Ekkor nem vezet u és v kozott ut G-ben, ezért nem keletkezik 4j kor,
azonban u és v komponensei egy 1j komponenssé olvadnak 0ssze.

A fenti megallapitasokat fogalalja Gssze az alabbi eredmény.

Elhozzaadasi lemma (ElIHaL): Legyen G iranyitatlan graf és G/ =
G + e. Ekkor az alabbi két esetbdl pontosan egy valosul meg.

(1) G és G’ komponensei megegyeznek, de G’-nek tobb kore van, mint
G-nek. (Az 1j kor elfajuld (azaz hurokél vagy két parhuzamos él) is lehet.)

(2) G és G’ korei megegyeznek, de G'-nek eggyel kevesebb komponense
van, mint G-nek. 0]

1.7 Fak és erddk

Def: A kormentes iranyitatlan grafot erdének nevezziik.
Az Osszefliggs, kormentes irdnyitatlan graf neve fa.
G erd6 <= G minden komponense fa

Példa: Itt egy erdd. /\/\/ % lj%wv

) P, fa minden n > 1 egész esetén.

(2) Fahoz egy 1j csucsot egy éllel bekotve fat kapunk:
G n-csucsu, k-komponensd erdé= |E(G)| =n — k.

Biz: Epitsiik fel G-t a K, iiresgrafbol az élek egyenkénti behtzasaval. G
kormentes, ezért az ElHaL miatt minden él z6ld: behtzéasakor 1-gyel csokken
a komponensck szama. A K, iiresgrafnak n komponense van, G-nek pedig
k. Ezért pontosan n — k zold élt kellett behiizni G felépitéséhez. OJ

Ha F egy n-csucsu fa, akkor élszama |E(F)|=n—1.

Biz: F egy 1-komponenst erdd, igy az el6z6 Lemma alkalmazhaté k = 1

helyettesitéssel. 0
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Tetsz. n-cstcsu G graf esetén az alabbi harom tulajdonsag koziil barmely
kettébdl kovetkezik a harmadik.
(a) G kormentes. (b) G 6sszefliggd. (¢) |E(G)|=n-1.
Biz: (a)+(b)= (c): v' (Az imént lattuk.)
(a)+(c)= (b): Epitsiik fel G-t élek egyenkénti behtzasaval. n — 1 él egyikének be-
htzasa se hoz létre kort, ezért az ElHaL miatt minden él zold, és 1-gyel csokkenti a
komponensszamot. Végiil n — (n — 1) = 1 komponens marad, tehat G 6f.

(b)+(c)= (a): Epitsiik fel G-t élek egyenkénti behtizasaval. Mivel a komponensek
szama végiil 1 lesz, ezért n — 1 zold élt kellett behizni. (c) miatt G Gsszes éle zold, piros
éle nincs. Az ElHaL miatt G kormentes. O

1.8 Fak tovabbi tulajdonsagai

Legyen F egy tetszéleges fa n cstcson. Ekkor
(1) (F — e)-nek pontosan két komponense van Ve € FE(F)-re.
(2) F-nek pontosan egy uv-utja van Yu,v € V(F)-re.
(3) (F + e)-nek pontosan egy kore van Ve ¢ E(F)-re.
(4) Ha n > 2, akkor F-nek legalabb két levele van.

Def: A G iranyitatlan graf v cstcsa levél, ha d(v) = 1.

Biz: (1): F — e erdd, hisz kormentes. F' = (F — e) + e, és mivel F is
kormentes, e zold az EIHaL miatt. Ezért F-nek 1-gyel kevesebb komponense
van, mint (F' — e)-nek. Mivel F-nek 1 komponense van, (F' —e)-nek 2. [

(2): F of, ezért van (legalabb egy) wov-utja, mondjuk P. Ezen P 1t
barmely e élét elhagyva, a kapott F' — e grafnak (1) miatt két komponense
van, melyek koziil az egyik u-t, a masik v-t tartalmazza. Ezért (F' — e)-ben
nincs uv-ut. Azt kaptuk, hogy P minden éle benne van F' minden uv-atjaban,
ezért F-ben P-n kiviil nincs méas uv-ut. U

(3): Tth e = wv. Mivel F kérmentes, ezért F' + e minden kore e-bél és F
egy uv-utjabol tevédik Ossze. Ezért [’ + e koreinek szdma megegyezik az F'
fa uv-utjainak szamaval, ami (2) miatt pontosan 1. O

(4): (Algebrai ut) A KFL miatt 37y ((d(v) —2) = 30 cp(g dv) —
2n = 2(n — 1) — 2n = —2. F minden v csucséara d(v) > 1 teljesil, ezért
d(v) —2 > —1. A fenti Gsszeg csak gy lehet —2, ha F-nek legalabb 2 levele
van. U

(4): (Kombinatorikus tt) Induljunk el F' egy tetsz. v cstcsabodl egy sé-
tan, és haladjunk, amig tudunk. Ha sosem akadunk el, akkor el6bb-utébb
ismétlodik egy csics, és kort talalunk. Ezért elakadunk, és az csakis egy v-t61
kiilénb6z6 u levélben torténhet. Ha d(v) = 1, akkor v egy u-t6l kiilonb6zé
levél. Ha d(v) > 2, akkor sétat indulhatjuk v-bél egy mésik él mentén. Ekkor
egy u-t6l kiillonboz6 levélben akadunk el. Il
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Mit tanultunk a grafokrol?
e Egyszerd, irdnyitott, iranyitatlan és multigrafok, fokszamok
o Kézfogas-lemma
e Graf komplementere, izomorfia, részgraffogalmak
e Elsorozat, séta, ut, sszefiiggéség
e Elhozzaadasi lemma
o Fak és erdsk

e Fak tulajdonséigai



2. fejezet
Minimalis koltségti feszit6fak

2.1 Feszitofak

Epitsiik fel a G grafot az élek egymas utani behtzaséaval, és az ElHaL szerinti
kiszinezésével! (A kompenensszamot csokkentd élt zoldre, a kort létrehozo
élt pirosra szmezzuk

SERLAT 1

Legyen " a G graf piros élei torlésével keletkez6 feszitd részgraf!

(&' biztosan kormentes lesz, hiszen a zold élek sosem alkottak kort a ko-
rabbi élekkel.

" minden K’ komponense részhalmaza G egy K komponensének. Ha
K' # K, akkor G-nek van olyan éle, ami kilép K’-bdl. Ezen élek mind
pirosak /i’ definicioja miatt. Legyen e ezek koziil az elsének kiszinezett. Az
e él nem tudott kort alkotni a korabban kiszinezettekkel, igy nem lehet piros:
ellentmondéas. Ezek szerint G és ' komponensei megegyeznek.

A G graf zold élei olyan (¢’ feszit6 részgrafot alkotnak, ami erdd,
és komponensei megegyeznek GG komponenseivel. U

Def: F a G graf feszit6faja (ffaja), ha F egy G-bdl éltorlésekkel kaphato

fa.

(G-nek van feszitéfaja) <= (G 6f.)

Biz: =: Legyen F' a G ffaja. F of, és V(F) = V(G), tehat G barmely
két csticsa kozott vezet F-beli ut.

«: Epitsiik fel G-t az élek egyenkénti behtizasaval és kiszinezésével. Lat-
tuk, hogy a zold élek egy F' erd6t alkotnak, aminek egyetlen kompnense van,
hiszen G is egykomponenst. Ezek szerint F olyan fa, ami G-bdl éltorlésekkel
kaphato. Il

17
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Megj: Ha egy nem feltétleniil 6sszefiigg6 G graf éleit a fenti moédon
kiszinezziik, akkor a zdld élek G minden komponensének egy /' feszitsfajat
alkotjak. Nem Osszefliggé G esetén a zold élek alkotta feszits részgraf neve a
G feszits erdeje.

2.2 Alapkorrendszer, alap vagas rendszer

Adott egy G graf és G-nek egy F feszit6faja. Ekkor G minden e éléhez
tartozik egy F' altal meghatarozott, kitlintetett élhalmaz. Attol fliggGen,
hogy az e él F-beli-e, kétféle lehet ez az élhalmaz.

Def: A G graf F feszit6fajanak f éléhez tartozo y alap vagast G azon
élei alkotjak, amik az F' — f két komponense kozott futnak. (Specidlisan

f€Qy.)

Az e € E(G)\ E(F) éléhez tartozo C, alapkor az F'+e kore. (Specialisan

eeCe.)

Tth f € F ése € E(G) \ E(F) Ekkor
(feC) < (F—f+efla) <= (e Qy). O
Az C, alapkort e mellett azon F-beli élek alkotjak, amelyek alap
vagésa e-t tartalmazza, azaz C, = {e} U{f € E(F) :e € Qs}.
A @y alap vagéast f mellett G azon élei alkotjak, melyek alapkore f-et
tartalmazza, azaz Q; = {f} U{e € E(G) \ F(F) : f € C.}. O

2.3 Egy gyakorlati probléma

A Guvati vallalat piripocsi tizemében allo fém konténereket kell leféldelni,
azaz mindegyiket kozvetleniil vagy kozvetve 6sszekotni az f foldelési ponttal.
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Nem torédiink a vonatkozd érintésvédelmi szabalyokkal, igy egy konténer
egy masik, mar foldelt konténerhez is hozzécsatlakoztathat6. Hogyan lehet
ezt a feladatot a lehetd legkevesebb foldelGvezeték felhasznélaséaval gy meg-
oldani, hogy minden felhasznalt vezetéknek egy konténert vagy egy mésik
konténerrel, vagy a foldelési ponttal kell kozvetleniil 6sszekotnie?

A probléma megoldasa érdekében az alabbi 1épéseket kovetjiik

1. Megallapitjuk, mennyi vezeték kell az értelmesen Osszekéthetd konté-
nerparok ill. féldpont konténerrel torténd osszekotésére.

2. Ezen 0sszekotésekbdl kell néhanyat kivalasztani tigy, hogy mindent le-
foldeljiink, de a legkisebb legyen a felirt szamok Osszege.

3. G Grafot készitiink, V(G) = a konténerek + a foldelési pont, F(G) =
az értelmes Osszekottetések.

4. G-nek ugy kell kivalasztani néhany élét, hogy f-b6l G minden mas
cstcsaba el lehessen jutni a kivalaszott éleken, és emellett a kivalasztott
élekre rt szdmok Osszege minimalis legyen.

5. Ezért a kivalasztott éleknek kérmentes 6f grafot kell alkotniuk.

A tovabbiakban formalizaljuk a fenti feladatot.

2.4 Minimalis koltségi feszit6fa

Def: Adott a G = (V, E) iranyitatlan graf élein a k : £ — R, koltségfiige-
vény, azaz k(e) az e él koltségét jelenti. Tetsz. F' C FE élhalmaz koltsége az
F-beli élek 6sszkoltsége: k(F) = > rer k()
Def: Az F' C F élhamaz G-ben minimalis koltségti feszitofa (mkffa), ha
(1) (V,F) a G feszitéfaja, és
(2) k(F) < k(F") teljesiil a G barmely (V, F') feszit6fajara.
Def: Az F' C F élhamaz G-ben minimalis koltségi feszité erdeje, ha
(1) (V, F) a G feszit6 erdeje, és
(2) k(F) < k(F") teljesiil a G barmely (V, F') feszit6 erdejére.
A konténerfoldelési probléma megoldasa egy mkffa.
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Cél: Hatékony eljaras mkffa keresésére.
Otlet: Keressiik a feszit6fat a tanult modon, az élek egyenkénti behuzasaval,
az ElHaL szerint zoldre szinezett élek halmazaként.
(Zold él: olyan él, ami nem alkot kort a kordbban felépitett élekkel.)
Moho stratégia: A feszitéfa épitésekor koltség szerint névekvs sorrend-
ben dontsiink az élekrsl, hatha mkffat kapunk a végén.
Kruskal-algoritmus: Input: G = (V, E) és k: E — R ktgfv. Output:
FCE S
Mikodés: Tth k(e;) < k(ex) < ... < k(en), ahol E = {ej,ea,...,en}
Legyen Fy =0, és1=1,2,...,m-re
o { F,_1U{e;} ha F;_; U{e;} kormentes
L R ha F;_; U{e;} tartalmaz kort. F := F,,

rd

Példa:
Megj: Lattuk, hogy a Kruskal-algoritmus feszité erdét talél.
S6t: ha G Osszefiiggs, akkor a Kruskal outputja feszitsta.
Kinzé kérdés: Ez a rovidlato, moho stratégia vajon mindig optimalis
megoldast, azaz minimalis koltségd feszitéfat (ill. feszitd erdst) talal?
Megnyugtato valasz: Igen. A bizonyitas némi elGkésziiletet igényel.

2.5 A Kruskal-output egy fontos tulajdonsaga

G = (V,E) graf és k : E — R, ktgfv. esetén legyen G. a legfeljebb ¢
koltseg élek alkotta feszitd részgrafja G-nek: G. = (V, E.), ahol E, := {e €
E :k(e) <c}.

Figyeljiik meg, hogy ha a legfeljebb ¢ koltségii élekek feldolgozésa utan
abbahagynank a Kruskal-algoritmust, akkor az output épp a G, graf egy
feszit6 erdeje lenne.

Ha a G grafon futtatott Kruskal-algoritmus outputja F', akkor
FNE,.a(G,. egy feszits erdeje minden ¢ > 0 esetén.

Ez egy rendkiviil hasznos tulajdonsag, érdemes neki nevet adni.

Def: A fenti, élkoltségekkel ellatott G graf éleinek egy F' részhalmaza
c-feszité tulajdonsagna, ha F N E,. a G, feszité erdeje.

Megj: Ha a legfeljebb ¢ koltségti éleket olcsonak hivjuk, akkor a c-feszité
tulajdonséag azt jelenti, hogy az olcsé élek grafjaban feszits erdét alkotnak az
F-beli oleso élek. (Ha olyan szemiivegben néznénk a grafra, amivel csak az
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olcso éleket latjuk, akkor az altalunk latott G-nek egy feszits erdejét alkotna
az, amit F-bdl latunk.)

Példa: Adott az alabbi G grafban az F' élhalmaz. Nézzlink ré a varazs-
szemiiveggel! (A varazsszemiiveg az alabbi abrakon tgy miikodik, hogy a
nem lathato élek vékonynak, a lathatok pedig vastagnak latszanak.)

Az F élhalmaz 0-feszits, mert az F-beli legfeljebb 0 koltség élek (0 db)
a (G iiresgraf feszits redejét alkotjak:

Az [ élhalmaz nem 2-feszits, mert az [-beli legfeljebb 2 koltségd élek
nem feszitik a G graf bal oldali 4-ponti komponensét:

Az F' élhalmaz 4-feszitG, hisz I' 4-nél nem dragabb élei a G4 graf mind-
harom komponensének egy-egy feszitéfajat alkotjak:
7 3 1

Az F' élhalmaz nem 6-feszits, u.i. a 6-nal nem dragabb F-beli élek tartal-

maznak kort, s6t, Gg baloldali komponensét sem feszitik:
2 7 3 1

Megj: Azt lattuk, hogy a Kruskal-algoritmus F' outputja c-feszit6 tulaj-
donségi minden ¢ > 0 esetén.

2.6 Mkftak struktiaraja

Azt fogjuk igazolni, hogy ez a fent latott c-feszits tulajdonsag karakterizalja a
mkffakat, azaz nem csupan minden mkffa rendelkezik ezzel a tulajdonsaggal,
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de minden ilyen tulajdonsagu élhalmaz egyuttal mkffa is.

Tegyiik fel, hogy G = (V, E) graf, k : E — R, nemnegativ
koltségfiiggvény a G élein, és az F' = {f1, fa,..., f¢} C E élhalmaz c-feszit6
tulajdonsagi minden nemnegativ c-re, tovabba k(f1) < k(f2) < ... < k(fo).
Tegyiik fel tovabba, hogy F' = {f], f5,..., fi} a G egy feszits erdejének élei,
és k(f1) < k(f}) < ... < k(f)). Ekkor k(f;) < k(f]) teljesil V 1 < i </
esetén, gy k(F) < k(F").

Megj: A fenti Lemmaban szerepls F sziikségképpen a G feszits erdeje,
hisz ha ¢ minden fellép6 élkoltségnél nagyobb, akkor E, = E és G. = G. Igy
FNE.=FNE=FaG,= (G feszit6 erdeje.

Biz: Indirekt bizonyitunk. Tegyiik fel, hogy k(f;) > k(f]) teljesiil vala-
melyik i-re. Az a célunk, hogy ebbdl a feltevésbdl ellentmondast vezessiink
le. Legyen ¢ := k(f]).

Ekkor k(f;) > ¢, ezért f;, fir1,... € E.NF ezért |[E.NF| <i. Az F
c-feszité tulajdonsiga miatt E. N F a G, egy olyan feszit§ erdeje, ami -
nél kevesebb élt tartalmaz. Az f{, f, ..., f! élek is mind E.-beliek, és tobben

vannak az E.NF feszit6 erds élszaméanal. Tehat f, f5, ..., f/ nem kdrmentes,
igy fi1, f5, ..., f; sem az. Az indirekt feltevés ellentmondasra vezetett. Ez azt

jelenti, k(f;) < k(f]) teljestl Vi = 1,2, ... esetén.

Ezért k(F) = Y0 k(f;) < Soi_ k(f) = k(F") teljesiil a két feszitGfa

koltségére. 0
A Kruskal-algoritmus outputja a G graf egy minimalis koltségi
feszits erdeje.

Biz: Lattuk, hogy ha F' a Kruskal-algoritmus outputja, akkor F' c-feszits
tulajdonsagn minden ¢ > 0 esetén. Ezért a Lemma szerint k(F) < k(F")
teljesiil G tetszoleges F’ feszitG erdejére. OJ

Az F' élhalmaz minimaélis koltségd feszits erdeje G-nek <— F”
c-feszit§ tulajdonsagt minden ¢ > 0O-ra.

Biz: «<: Ha F’ minden c-re tartalmazza G. egy feszité erdejét, akkor a
Lemma miatt F” a G minimaélis koltségi erdeje.

= Indirekt bizonyitunk. Tegyiik fel, hogy valamely ¢ > 0-ra F' N E,
nem feszits erdeje G.-nek, és legyen F' a Kruskal-algoritmus outputja. Mivel
F c-feszit6 tulajdonsagt, ezért |F' N E.| < |F N E.| =:i. Igy k(f)) < k(f)).
Raadésul a Lemma miatt k(f;) < k(f}) Vj. Igy aztan k(F) < k(F"), tehat F"
nem minimalis koltségi feszits erds, ami ellentmond az indirekt feltevésnek.

O

Megj: Osszefiiggs G graf esetén a fenti kovetkezmény G minimalis kolt-
ségi feszitéfainak karakterizacioja.

Ha a G graf osszefiiggd, akkor G minden feszit§ erdeje egy kom-
ponensbdl all, azaz feszitéfa. Igy a Kruskal-algoritmus minimalis koltségi
feszit6tat talal barmely Osszefiiggs G grafban.
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Biz: Lattuk, hogy a Kruskal-algoritmus &altal megtalalt F' élhalmaz c-
feszit6 tulajdonsdgi minden ¢ > 0 esetén, ezért [’ a miniméalis koltségi fe-
szit6fak imént bizonyitott karakterizacioja miatt egy mkffa élhalmaza. [

2.7 Az otodik elem

Algoritmusok megadasakor 6t dologra figyeliink:

Input v/, Output v/, Miikodés v, Helyesség v', Lépésszam.
Utobbirol nem volt sz6 a Kruskal-algoritmus esetében.
Thf n ill. m a G csucsai ill. élei szama.

A Kruskal-algoritmus két részbdl all:

1. Az élek koltség szerinti sorbarendezése

m szém sorbarendezéséhez a buborékrendezés legfeljebb (7;) Osszeha-
sonlitast hasznal.
(A rendezési feladat megoldhato konst - m - log, m 1épésben is.)

2. Déntés minden egyes élrél (a fenti sorrendben).

Alkalmas adatstruktira felhasznaldsaval egy n cstcsi G graf esetén
barmely élrél a dontés (az adatstruktira karbantartasaval egyiitt) meg-
valosithato konst - log, n 1épésben. Az Osszes dontéshez tehét elegendd
konst - m - log, n 1épés.

A Kruskal-algoritmus lépésszama ezért feliilrsl becsiilhets konst - (n+m)-
log,(n + m)-mel.

2.8 Mkftak egy villamosmérnoki alkalmazasa

Tegyiik fel, hogy egy dramkor kétpolusu aramkori elemekbdl (azaz ellenallasokbol, konden-
zatorokbol, tekercsekbdl, fesziiltségforrasokbol és aramforrasokbol) all. Az aramkor tkp
egy graf, aminek minden éle egy-egy aramkori elemnek felel meg. Azt, hogy mi torténik
itt (mik lesznek az élek mentén az aramerGsségek, és a grafesicsok kozott a potencialkii-
l6nbségek), azt az dramkor grafjan felirt Kirchhoff-féle csomoponti- és huroktorvények, az
ellenallasokra felirt Ohm-torvények valamint a kapacitiv és induktiv dramkori elemekre
vonatkozé differencidlegyenletek egyiittesen hatérozzak meg.

ﬁ dramforras

# - fesziiltségforras

—  ellenallas
% % kapacitas

~ D induktivitas
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Csomoéponti torvény: a graf egy ponthalmazabol kiléps éleken az aramerGsségek
elGjeles Gsszege 0.

Huroktorvény: a graf tetsz. kore mentén a potencialkiilonbségek Gsszege 0.

Kinz6 kérdés: Mikor ,értelmes” egy ilyen hélozat?

Akkor, ha a fenti torvényekkel felirt egyenletrendszer egyértelmiien megoldhato.

Nem egyértelmii a megoldas pl akkor, ha G-ben van olyan kor, ami kizarolag fesziiltség-
forrasokat tartalmaz. (Ha u.i. a fesziiltségek elGjeles 6sszege nem 0, sériil a huroktdrvény,
igy nincs megoldés. Ha pedig ez az Osszeg 0, akkor viszont nem egyértelmi a megoldas,
hiszen barmely megoldasboél kaphato egy masik, ahol ezen kor mentén valamekkora plusz
aramot korbekiildiink.)

Nem egyértelmi a megoldéas akkor sem, ha G cstcsai két részre oszthatok dgy, hogy a
két rész kozt futod éleken kizarolag aramforrasok vannak. (Ha az dramok eljeles Osszege
nem 0, akkor a csomoéponti térvény sériil. Ha pedig 0, akkor barmely megoldasban az
egyik rész potencialjat konstanssal megemelve egy méasik megoldést kapnank, tehat nem
csak egy megoldas lenne.)

Bizonyithato, hogy ha az iménti esetek egyike sem all fenn, akkor a megoldas egy-
értelmi, a hélozat ,értelmes”. Ennek egy lehetséges bizonyitéka a normal fa: G olyan
feszit6faja, ami tartalmaz minden fesziiltségforrast, nincs benne egyetlen aramforras sem
(és emellett (méas okbol) a lehetd legtobb kapacitast és a legkevesebb induktivitast tartal-
mazza).

(Raadasul a normal fahoz tartozo alapkorokre és alapvagasokra felirt hurok- ill. cso-
moponti torvények egyértelmiien meg is hatarozzak a megoldast.)

Normal fa keresése: fesz.forras (1), kapacitas (2), ellenallas (3), induktivitas (4),
aramforras (5) élkoltségekhez keressiink mkffat! Ha ez tartalmaz aramforrast, vagy nem
tartalmaz minden fesziiltségforrast, akkor nincs normal fa, egyébként a mkffa egy normél

fa. A normaél fa létezése esetén pedig egyértelmii a megoldéas, és ,értelmes” a halozat.

Mit tanultunk a feszit6fakrol?

o Feszitéfa fogalma

o Feszit6fa keresése élek egyenkénti behiizasaval és az ElHal. szerinti szi-
nezés segitségével

e Feszit6fahoz tartozo alapkor és alapvagas fogalma
e Minimalis koltségt feszitdta (feszitd erds)

e Kruskal moho algoritmusa

e Minimalis koltségi feszit6 erdSk struktiuréja

® Normal fak és elektromos halozatok kapcsolata



3. fejezet

Grafbejarasok és legrovidebb utak

Munkaterv

e [ranyitatlan grafok esetén a csiicsok kozotti elérhetséget a komponen-
sek ill. feszit§ erdd segitségével tudjuk kompakt médon lefrni. Irényi-
tott grafokban ez a struktira ennél joval bonyolultabb.

e Iranyitott grafban fogjuk azt vizsgalni, hogy egy megadott csiicsbol a
graf milyen maés cstcsai érhetdk el, majd az elérhetd csticsokba keresiink
legrévidebb utat.

e Ennek soran (t6bbek kozott) egy ujfajta modszert latunk a feszitéfa
(ill. feszitd erds) keresésére.

e Ezért a tovabbiakban irdnyitott grafokkal foglalkozunk: iranyitatlan
graf esetén arra az iranyitott grafra gondolunk, amit az iranyitatlan-
bol az élek oda-vissza iranyitasaval kapunk. Ezzel a modszerrel az
iranyitott grafra kapott eredmények az iranyitatlan esetre is konnyen
atiiltethetdk.

3.1 Altalanos grafbejaras

A grafbejarési algoritmus az inputgraf csicsait és éleit fedezi fel.

Input: G = (V, E) (ir/ir.tatlan) graf, (esetleg r € V gyokél)).

Minden cstics az cléretlen — — befejezett allapotokat veszi fel. A
bejaras akkor ér véget, amint minden cstcs befejezetté valt. A bejaras soran
mindig az alabbi esetszétvalasztas szerint bekovetkezd esetnek megfelelGen
torténik a kovetkezd 1épés.

LA gydkércsics mar kezdetben allapotu, igy kivétel az altalanos szabaly alol.

25
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Van csics. Valasztunk egyet, mondjuk u-t.

(1a) Ha van olyan uwv él, amire v eléretlen, akkor v té valik (az uv él
mentén).

(1b) Ha nincs ilyen uwv él, akkor u befejezetté valik.
Nincs csucs.

(2a) Ha van eléretlen u cstces, akkor u-t té tessziik.

(2b) Ha nincs eléretlen cstces (azaz V cstcs befejezett): END.

Példa: Nézziik meg egy iranyitott és egy iranyitatlan graf bejarasat.

3 5 2 8 3 5 4

A bejaréas kimenete tébb dolog lehet.

Output: (1) A cstcsok és befejezési sorrendje.
(2) Az élek osztalyozasa:
uv faél: a v cstucs az uv él mentén valt a bejaras soran.
uv eléreél: nem faél, de u-bol v-be faélekbdl irdnyitott ut vezet.
uv visszaél: v-bdl u-ba faélekbdl iranyitott it vezet.

keresztél: minden mas ¢l (u és v kozt nincs leszarmazasi viszony).
3 5 2 8 3 5 4

2 6
(3) A bejaras faja: a faélek alkotta részgraf.
(A bejaras faja valojaban egy gyokereibdl kifelé iranyitott erdd.)
Iranyitatlan esetben az el6reél és a visszaél ugyanazt jelenti.
Terminolégia: Ha a bejaras fajaban u-bol v-be irdnyitott ut vezet, ak-
kor u a v Ose és v az u leszarmazottja. A faél és az eléreél tehat Gsbol
leszarmazottba, a visszaél pedig leszarmazotthol Gsbe vezet.

3.2 A BFS és tulajdonsagai

Szélességi bejaras (BFS) szabalya: Olyan bejaras, ahol
az esetben mindig a legkorabban elért u cstucsot valasztjuk.
Példa: Nézziik meg egy iranyitott graf BFS bejarasat.
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A BFS néhany fontos tulajdonsagat foglaljuk 6ssze az alabbiakban.

Tth G = (V, E) BFS bejarasa utan a cstcsok elérési sorrendje
vy, Vs, ..., v,. Ekkor az aldbbiak teljesiilnek.
(1) Ha ¢ < j, akkor v;-t hamarabb fejezziik be, mint v;-t, tovabba v; gyerekei
az elérési sorrendben megel6zik v; gyerekeit.
(2) Az elérési és befejezési sorrend megegyezik.
(3) Grafél nem ugorhat at faélt: ha k <i < j </ és v;v; faél, akkor v,v,
nem lehet grafél.
(4) Ha P a BFS-fanak egy olyan wv-utja, ami mentén a faélek természetes
iranyitasa u felsl v felé mutat, akkor P egyuttal G-ben is legrovidebb uv-it.
(5) A BFS-fa egy legrévidebb utak faja: a BFS-fa v; gyokerébdl bmely
v; cstcsba vezets fait a G egy legkevesebb éld vy v;-ttja.
(6) Minden él legfeljebb egy szintet lép lefelé a BF'S-faban, igy nincs elGreél.
(Iranyitatlan esetben csak faél és keresztél van.)

Biz: (1): A v; befejezésének pillanataban v; minden gyereke elért, de
v;-nek még egy gyereke sem az. Ezért v; gyerekeit a v; cstics befejezése utan
érjiik el, majd ezt kévetSen fejezziik be v;-t.

(2): Ha v;-t korabban érjiik el, mint v;-t, akkor (1) miatt vt korabban
is fejezziik be v;-nél. Ezért barmely két cstcs sorrendje ugyanaz az elérési
sorrendben mint befejezési sorrendben. Tehat az elérési sorrendnek meg kell
egyeznie a befejezési sorrenddel.

(3): Ha vyvy € E(G), akkor v, sziilGje vy, vagy egy vp-t megel6zs cstucs.
(1) miatt v; sziilGje sem kovetkezhet vy, utan, vagyis v; nem lehet v; sziilje.

(4): Ha P’ egy G-beli uv-ut, akkor P’ egyetlen éle sem ugorhat &t P-beli
élt. Ezért P’ utolso éle nem kezdddhet korabban P utolso élénél. Hasonld
igaz P’ utolsé elstti, stb éleire. Igy v-bél nem lehet u-ba visszajutni P
élszamanal kevesebb élen.

(5): Kozvetleniil adodik (4)-bél, hiszen a BFS-fanak a gyokérbdl indulo
barmely utja mentén a faélek a gyokértsl kifelé vannak iranyitva.

(6): Ha vv; legalabb két szintet 1ép lefelé, akkor v;-bél v;-be nem a
BFS-fabeli lenne a legrévidebb tut. Ez ellentmond (5)-nek.

Ha pedig lenne eléreél, akkor az legalabb két szintet 1épne lefelé. Most
lattuk, hogy ez lehetetlen. Il
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3.3 Legrovidebb utak

Def: Adott G (ir) graf ¢s ¢ : E(G) — R hosszfiiggvény esetén
egy P 1t hossza a P éleinek dsszhossza: ((P) = > eenp) L(€).

Az u és v cstucsok tavolsaga a legrovidebb wv-ut hossza: disty(u,v) =
min{¢(P) : P uv-ut} (Buv-ut = disty(u,v) = 00.)

Az ¢ hosszfiiggvény nemnegativ, ha ¢(e) > 0 teljesiil minden e élre.

Az ( hosszfv konzervativ, ha £(C) > 0 a G barmely C (ir) kérére.

Megj: Az ¢ hosszfiiggvény konzervativ tulajdonsiga azt jelenti, hogy G-ben nincs
negativ 0sszhosszisagt irdnyitott kor.

Cél: Legrovidebb ut keresése iranyitott /iranyitatlan grafban.

Ha ((e) = 1 a G minden e élére, akkor £(P) a P élszama. Ezért
a BFS-fa minden gyokérbdl elérhets csticsba tartalmaz egy legrovidebb utat
a gyokérbdl, azaz a szélességi bejarés tekinthets egy legrovidebb utat keresd
algoritmusnak is.

Def: Adott G (ir) graf, ¢ : E(G) — R hosszfv. és r € V(G). (r,()-felsé
becslés olyan f : V(G) — R fiiggvény, ami feliilr6l becsli minden cstcs r-t6l
mért tavolsagat: dist,(r,v) < f(v) Yo € V(G).

e Y , 0 wv=r
Trivialis (r, £)-fels6 becslés: f(v) = o vtr
Pontos (r,{)-fels6 becslés: f(v) = disty(r,v) Yv € V(G) .

3.4 Az élmenti javitas

Def: Legyen f egy (r,0)-fb és wv € E(G). Az f uv-élmenti javitasa az az

e fz)  z#v
f', amire f'(z) = { min{ f(v), f(u) + l(uwv)} z=w

33 f(uv) =9
< f(w) fo N o
II"\\ l' u v
T ! “ /l
o.! ~

Tegyiik fel, hogy az ¢ : E(G) — R hosszfv nemnegativ és f(r) = 0.
Ekkor (1) Az f (r,¢)-tb élmenti javitasa mindig (r, ¢)-fb-t ad.

(2) f (r,0)-fb (pontos) <= (f-en nincs érdemi élmenti javitas).

Megj: A fenti Megfigyelés teljesiiléséhez nem sziikséges megkivanni az ¢ hosszfliiggvény
nemnegativitdsat: mér az is elég, ha ¢ konzervativ.

Biz: (1): Azt kell megmutatni, hogy van olyan rv-ut, aminek a hossza
legfeljebb f(u) + ¢(uv). Ha egy legrévidebb ru-utat kiegészitiink az uwv éllel,
akkor olyan rv-élsorozatot kapunk, aminek az 6sszhossza disty(r, u)+£(uv) <
f(u) 4+ f(uv). ,JKoénnyen” lathato, hogy az élhosszfv konzervativitdsa miatt



3.5. DIJKSTRA ALGORITMUSA 29

ha van x 6sszhossziasagu rv-élsorozat, akkor van legfeljebb = Gsszhosszusagu
ro-at is. Ezek szerint van legfeljebb f(u) + ¢(u, v) hossztsagn uv-ut is, azaz
az uv élmenti javitas utan szintén (r, £)-fb-t kapunk.

(2) =: Ha f pontos, akkor biztosan nincs rajta érdmei élmenti javitas:
ha volna, akkor egy felsé becslés a pontos érték ala csokkenne, igy az élmenti
javitas eredménye nem lenne (r, ¢)-fb.

«: Legyen v € V(G) tetsz, és legyen P egy legrovidebb ro-ut. A P egyik
éle mentén sincs érdemi élmenti javitas, ezért P els§, masodik, harmadik
stb cstcsara pontos a fels6 becslés, azaz f(u) = disty(r,u) teljesil ezen u
csucsokra. Ez igaz P utolso cstcséra, a tetszélegesen valasztott v-re is. [

Adott G, nemnegativ (konzervativ) ¢ hosszfiiggvény és r € V(G)
gyokér esetén ha kiindulunk a trivialis (r, £)-fb-bdl, és addig végziink élmenti
javitasokat, amig lehet, akkor a végén megkapjuk minden csics r-tél valod
tavolsagat.

Keérdés: Milyen sorrendben végezziik az élmenti javitasokat, ha garan-
taltan gyorsan szeretnénk végezniink a feladattal?

Bemelegités Fontos spec. eset: nemnegativ élhosszok. Ezt vizsgaljuk a
kovetkezd szakaszban.

3.5 Dijkstra algoritmusa

Dijkstra-algoritmus: Input: G = (V,E), (: E—-R,, reV.

Output: disty(r,v) Yo € V Mikodés: Uy := 0, fo a triv. (r,€)-fb. Az i-dik
fazis (i =1,2,...,|V]):

1. Legyen U; := U;_1U{w;}, ahol u; olyan csucs a V'\ U;_; halmazbol, amelyre
fi—1(v) minimalis.

2. fir fi1 élmenti javitasa minden U;-bdl kivezets u;x élen.

Output: fjy. Megjeloljiik a végs6 fjy|(v) értékeket bedllito éleket.

Példa:

MMMMHE{&

|~ 188 (8|
mmmng B =

b c
oo | 0o
8 | o0
8 | oo
[6]] 6
6 | 6]
6 | 6

OOOOO@@

Ha v-be vezet megjelolt él, akkor vezet 1t r-b&l v-be megjelolt

¢leken is, és ennek hossza megegyezik fjy|(v)-vel.
Biz: fiy|(r) = 0, és a megjeldlt élek mentén haladva az fjy| érték az
élhosszal novekszik. O
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Ha a Dijkstra-algoritmus helyes, akkor az algoritmus végén a meg-
jelolt élek egy legrovidebb utak fajat alkotjak r gyokérrel.

3.6 A Dijkstra-algoritmus helyessége

Azt kell igazolnunk, hogy a Dijkstra-algoritmus outputjaként kapott fjy| pon-
tos (r, £)-1b.

Tth a Dijkstra-algoritmus G csucsait uq,us,. .., u, sorrendben
dolgozza fel. Ekkor
(1) fiv)(ui) < fivi(uis) teljesil V1 <i < n esetén,
(2) fiv(u1) < flvj(ue) < ... < fivi(uy) , valamint
(3) Az outputként kapott fi-n élmenti javitas nem tud véltoztatni.

Biz: (1): Az i-dik fazisban f;(u;) < fi(u;11) teljesiilt az u; valaszta-
sa miatt. Ezek utdn f;(u;) mar nem valtozott: fiv(w;) = fi(w;). Ugyan
fi(uiy1) még csokkenhetett, de csak az w;u; 41 €l mentén tortént javitas mi-
att, hiszen az (i + 1)-dik fazisban w;,; bekeriilt az U;;; halmazba, és a hoz-
zé tartozo (r,f)-fb mar nem csokken tovabb. Mivel f(uu;41) > 0, ezért
fir1(uis) = min{fi(ui1), fi(ui) + Cuiuira)} = fi(us). Tehat fiy)(w;) =
filwi) < fisr(uir1) = fivi(uis)

(2): Az imént bizonyitott (1) rész alapjan azonnal kovetkezik.

(3): Legyen wu; € E(G) a G egy tetsz. éle. Ha i > j, akkor (2) miatt
fivi(ui) > fiv)(u;), ezért az u;u; mentén torténd javitds nem tudja fiy(u;)-t
csokkenteni, hisz ¢(u;u;) pozitiv.

Ha pedig ¢ < j, akkor az i-dik fazisban megtortént az u;u; mentén tor-
ténd javitas, és ezt kovetSen f(u;) nem véltozott, azaz fiv|(u;) = fi(u;). Az
f(u;) becslés viszont tovabb csékkenhetett a késébbi élmenti javitasok soran:
fivi(u;) < fi(u;). Ezért az u;u; él mentén sem az i-dik fazisban, sem késébb
nem lehetséges érdemi javitas. 0

A Dijkstra algoritmus helyesen miikédik, azaz G' minden csticsara
igaz, hogy dist(r,v) = fiv|(v).

Biz: A Dijkstra-algoritmus az fy trivialis (7, £)-fb-b&l indul ki, és élmenti
javitasokat alkalmaz. Igy minden f; (specialisan fivi is) (r,€)-fb lesz. A
fenti (3)-as megfigyelés miatt fjy|-n nem végezhetd érdemi élmenti javitas.
Ezért egy korabbi (2)-es megfigyelés miatt fjy| pontos (r,¢)-fb, azaz fjy|(v) =
disty(r,v) Yv € V(G). O

,Lépésszamanalizis”: Ha a G grafnak n cstcsa és m éle van, akkor a
Dijkstra-algoritmus n-szer keresi meg egy legfeljebb n elembdl all6 szamhal-
maz minimumat. Ez dsszességében legfeljebb konst - n? 1épést igényel. Ezen
kiviil legfeljebb m élmenti javitas torténik, ami konst’ - m lépés. Osszessé-
gében tehat legfeljebb konst” - (n? + m) lépésre van sziikség, az algoritmus
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hatékony.
A kovetkezd két szakaszt nem kérjiik szamon a vizsgéan.

3.7 Legrovidebb utak egy gyokérb6l mindenho-
va, konzervativ hosszfiiggvény esetén

Konnyt olyan példat mutatni, ahol a Dijkstra-algoritmus még konzervativ hosszfliggvény
mellett is hibas eredményt ad, ha negativ élhosszok is fellépnek.

Azonban a kulcsfontossagiu korabbi megfigyelésiink konzervativ hosszfiiggvény esetén
is igaz, nevezetesen, hogy

e (r,0)-fb élmenti javitasa (r, £)-fb-t eredményez, ill.
e haegy f (r,¢)-fb-en nem végezhetd érdemi émj, akkor f pontos (r, £)-fb.

Konzervativ hosszfv esetén is a Dijkstra-algoritmusban hasznalthoz hasonl6 a stratégi-
at kovetiink: addig végziink émj-okat a trivialis (r, £)-fb-bdl kiindulva, amig érdemi javités
lehetséges.

Ford-algoritmus: Input: G = (VE),{: E—->RreV.

Output: diste(r,v) Yv € V Mikédés: fo a triv. (r,€)-fb, |V| =n, E = {e1,ea,...,emn}.
Az i-dik fazis i = 1,2,...,n — 1-re az alabbi.

fi-t fi—1-b6l kapjuk, az eq, ..., e, élmenti javitdsok utan.

OUTPUT: diste(r,v) = fn_1(v) Yo € V.

1. fazis
[ lrlalb[c]
fo | 0o | oo
fil0|oo| —2]|00

2. fazis ’ ‘ r ‘ a ‘ b ‘ c ‘
folO| oo | o0 |0
fil0l oo | —-2]
folO0]—=1]-2]2

3. fazis | lrla|b|c]
folO| oo | o0 | @
fil0loco|—2]0
0 —1]-2]2
f3 0] —-2]-2]2

Ha ¢ konzervativ, akkor disty(r,v) = f,_1(v) Yo € V.

Biz: Ha van < 1-éld legrévidebb rv-ut, akkor vilagos, hogy fi(v) = dist,(r,v), hiszen
az 0t éle mentén valamikor javitunk az 1. fazisban. Ezért ha van < 2-éli legrovidebb rv-ut,
akkor fa(v) = diste(r,v), hiszen az ut r-et kdvetd csticsan pontos érték van beéllitva az
1. fazis végén, és az Gt mésodik éle mentén javitunk valamikor a 2. fazis sordn. Ezért a
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2. fazis végére f(v) pontos lesz. Megismételve ugyanezt a gondoloatmenetet, azt kapjuk,
hogy az (n —1)-edik fazis végén minden csticshoz pontos lesz a kapott fels6 becslés, hiszen
r-b6l barmely v cstucsba vezet legfeljebb n — 1 élbél 4ll6 legrévidebb tut. O

Ha f; = fi_1, akkor a Ford-algoritmust méar az i-dik fazis utéan be lehet fejezni,
hisz onnantél nincs tébb érdemi élmenti javitas, igy f,_1 = fi-

Megj: Az f,_1(v)-t beallito élek legrovidebb utak fajat alkotjak.

Biz: A Dijkstra esethez hasonlo. Tetsz. v csticsbol visszafelé kbvetve a végss értékeket
beallito éleket, egy f,—1(v) hosszisaga rv-utat talalunk. O

»sLépésszamanalizis”: Ha a |V(G)| = n és |E(G)| = m, akkor minden fazisban m
élmenti javitas torténik , ami konst-m lépés. Ez 6sszesen < konst-(n—1)-m < konst-n?

lépés, az algoritmus hatékony.

3.8 Legrovidebb utak barmely két csiics kozott,
konzervativ hosszfiiggvény esetén

Bemutatunk egy egészen mas gondolatra épits, élmenti javitdst nem hasznélo algorit-
must is legrévidebb utak keresésére. Latni fogjuk, hogy az algoritmus lépésszama a Ford-
algoritmuséval 6sszevethetd, &mn nem csak egy gyokércsics és a tobbi cstics kozott, hanem
az inputgraf barmely két csticsa kozott meghatarozza a tavolsagot. Az algoritmus kulcsa
az alabbi tavolsagfogalom.

Tth G = (V,E), £ : E = Rés V = {v1,va,...,v,}. Jellje d¥) (i, j) a legrévidebb
olyan v;v;-ut hosszéit, aminek belsS csiicsai csak vy, va,. .., v; lehetnek.

V] — Up

(1) d™ (i, 5) = diste(v;,v;) . (2) d(i,i) = 0,
viv; € E = dO(i,5) = l(vv;), kiilénben d(© (i, j) = oco.
(3) Ha £ konzervativ, akkor tetsz. 4, j ill. k& < n esetén d*+1) (i, j) = min{d™® (i, j), d* (i, k+
1) +d® (k+1,5)} teljesiil.
Biz: Tekintsiink egy d**+1 (i, j)-t meghatarozo P utat.
L. eset: vy € P . Ekkor 5TV (i, 5) = d®) (i, §), és d*+V (i, 5) < d® (i, k+1) +d®) (k+

1,7).
IL. eset: v, 1 € P . Ekkor d*+V (i, 5) < d®) (4, 5), és d**+D (i, 5) = d®) (i, k+1) +d®) (k+
1,7).

Mindkét esetben helyes a képlet. O

Floyd-algoritmus: Input: G = (V, E), konzervativ ¢ : E — R .
Output: dist,(u,v) Vu,v € V Miikodés: d© felirasa (2) alapjan. Az i-dik fazis: d~D-bsl
meghatéarozzuk d-t (3) alapjan. OUTPUT: d™ (u,v) = dists(u,v) Yu,v € V.
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v2
d) v, | v2 | v3 V4 dM v1 | vo | v3 V4
_4 v1 0 3| o 00 U1 0 3| oo fe’e)
) 00 0|oo | —4 — Vo o) 0| o0 | —4
v3 | —2 2 0| -2 v3 | —2 1 0| —2
U4 V4 oo | oo 4 0 V4 oo | oo 4 0
U3 Vg d® v1 | v2 | v3 V4
V1 0 3| oo e’} V1 0 3| o0 | —1
Vg o) 0|oco | —4 — Vg [e'e) 0| oo | —4
v3 | —2 1 0| -2 vy | —2 1 0| -3
V4 oo | oo 4 0 V4 oo | 0o 4 0
d® vy | v2 | v3 Vg d® vy | v | vs Vg
V1 0 3| o0 | —1 V1 0 3] o0 | —1
Vo o) 0| oo | —4 — Vo [e%e] 0] oo | —4
vy | —2 1 0| -3 vz | —2 1 0| -3
vg | 00 | o0 4 0 V4 2 5 4 0
d® | vy |vg | v3 | va d® v | va | v3 | va
V1 0 3| oo | —1 v1 0 3 3| -1
Vo fe'e) 0| oo | —4 — vy | —2 0 0| —4
v3 | —2 1 0| —3 vy | —2 1 0] -3
Vg 2 5 4 0 V4 2 5 4 0

,,Lépésszamanalizis™: A d(© felirasa konst-n? lépés. Minden fazis konst’-n2. Mivel
Osszesen n fazis van, a lépésszam legfeljebb konst” - n3 1épés, az algoritmus hatékony.
Konzervativ hosszfiiggvényre miikodnek helyesen.
Mindkét algoritmus észreveszi, ha ¢ nem konzervativ. (I!)

Legrovidebb utak is talalhatok ezekkel az algoritmusokkal: Ford a gyokérbdl barhova,
Floyd pedig bmely két cstics kozott. (!)
A Ford ritka grafokra jelent&sen olcsobb, sok él esetén a Floyd nem sokkal dragabb.

Mit tanultunk a grafbejarasokrol és legrovidebb
utakrol?

Gréfbejaras fogalma
(cstcsok evolucidja, élek osztélyozasa, bejaras faja)

BE'S (elérési és befejezési sorrend megegyezik, nincs se faélt atugro gra-
fél, se eloreél, de van legrévidebb utak faja)

Legrovidebb ut keresése (r, £)-fb élmenti javitasaval, Dijkstra

Ford- és Floyd-algoritmus konzervativ hosszfv esetén



4. fejezet
Meélységi keresés és PERT

Lattuk, hogy ha az altalanos grafbejaras esetén azzal a megszoritassal éliink,
hogy az esetben mindig a legkorabban elértté valt cstucsot valasztjuk,
akkor a szélességi bejarast kapjuk. Lattuk azt is, hogy szamos hasznos tu-
lajdonsaga van ennek a bejarasnak, példaul a segitségével tetszGleges gyo-
kércsicsbol megkereshetjiik a legrovidebb utak fajat. A tovabbiakban egy
maéasik megszoritassal éliink, mégpedig olyannal, ami szoges ellentéte a BFS-t
definidlonak.

4.1 Depth First Search

Def: A mélységi bejaras (avagy DFS) olyan bejaréas, amikor az eset-
ben (amikor van elért cstcs) mindig a legutolsonak elért csicsot valasztjuk.
Mélységi és befejezési szamozas: DFS utén ill. b(v) a v cstcs
elérési ill. befejezési sorrendben kapott sorszéma.

Példa: Fiirgén lefuttattunk egy iranyitatlan és egy irdnyitott grafon egy-
egy mélységi bejarast. A Vggeredmény az alabbi abran lathato.

3 4
5
Megj: A BFS konkrét megvalositasaban sziikség van arra, hogy az cstcsokat
agy taroljuk, hogy kénnyt legyen kivalasztani az csucsok koziil a legkorabban elértet.

Erre egy célszerti adatstruktira a sor (avagy FIFO lista). Ha a BFS egy konkrét megva-
lositasaban ezt az adatstruktirat veremre (més néven LIFO listara) cseréljiik, akkor ezzel
a DFS-t valositjuk meg.

A G grafon futtatott DFS utén az élek osztalyozasara az alabbiak
teljesiilnek.
(1) Ha uw facl, akkor < és b(u) > b(v).
(2) Ha uw elérecl; akkor < és b(u) > b(v).

34
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(3) Ha wwv visszaél, akkor > és b(u) < b(v).

(4) Ha uv keresztél, akkor > és b(u) > b(v).

(5) Iranyitatlan graf DFS bejarasa utan nincs keresztél.

(6) Ha DF'S utan van visszaél, = G-ben van iranyitott kor.
(7) Ha DFS utan nincs visszaél = G-ben nincs iranyitott kor.

Biz: (1): v-t u-bol értiik el, ezért < . A v elérésekor u és v
elért allapotiiak. A DFS szabélya szerint mindaddig, amig v allapotu,
u-val nem foglalkozunk. Tehat u-t csakis v befejezése utan fejezhetjiik be,
azaz b(u) > b(v).

(2): Mivel wv eléreél, ezért u-bol v-be egy faélekbdl allo iranyitott ut
vezet a DFS-faban. (1) miatt a faélek mentén a mélységi szam mindvégig
novekszik, a befejezési pedig csokken.

(3): Mivel uv visszaél, ezért v-bsl u-ba egy faélekbdl allo iranyitott ut
vezet a DFS-faban. (1) miatt a faélek mentén a mélységi szam mindveégig
novekszik, a befejezési pedig csokken.

(4): < esetén a DFS miatt v az u leszarmazottja lenne. Ezért
> . Ha u-t a v befejezése el6tt érnénk el, akkor u a v leszdrmazottja
lenne. Ezért az alabbi sorrendben torténik u és v evolicidja: , U
befejezése, , u befejezése.
(5): Indirekt. Ha uv keresztél, akkor (4) miatt > , tovabba vu
is keresztél, ezért > . Ellentmondas.

(6): Tranyitott graf barmely bejarasa esetén a bejarasi fa visszaélhez tar-
tozo alapkore iranyitott kor az eredeti grafban.

(7): Minden iranyitott kérben van olyan wv él, amire b(u) < b(v). Ez az
¢l csakis visszaél lehet. Igy ha nincs visszaél, ir. kor sincs. U

4.2 Directed Acyclic Graphs

Def: A G = (V, E) iranyitott graf aciklikus (méas néven DAG), ha G nem
tartalmaz iranyitott kort.

Példa: DAG-ot pl ugy kaphatunk, hogy egy G irdnyitatlan graf cstucsait
csupa kiilonb6z§ szammal megszamozzuk, és minden élt a kisebb szamot
visel§ csticsbol a nagyobba irdnyitunk.

12 i j n

Ha ugyanis lenne az igy megiranyitott grafban iranyitott kor, akkor az
élei mentén a szamozés végig novekedne, ami lehetetlen.

Azt fogjuk igazolni, hogy a fenti példa minden DAG-ot leir.

Def: A G = (V, E) iranyitott graf csucsainak topologikus sorrendje
alatt a cstucsok olyan sorrendjét értjiik, amire igaz, hogy minden irédnyitott
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¢l a sorban el6bb allo csicsbol vezet a sorban késbbi csicsba. (Azaz V =
{vi,v2,...,0,}, ahol vv; € E =i < j.)

A G iranyitott graf pontosan akkor DAG, a G csicsainak van
topologikus sorrendje.

Biz: «<: Tth 3 top. sorrend. Lattuk, hogy G ekkor DAG. v/

=: Most tfth G DAG, és futtassunk rajta egy DFS-t. Lattuk, hogy a DFS
utan nem lesz visszaél, tehat b(u) > b(v) teljesiil G minden wv élére. Ezért a
csticsok befejezési sorrendjének megforditdsa a G csticsainak egy topologikus
sorrendje. O

Iranyitott graf aciklikussaga DFS-sel gyorsan eldonthetd: ha van
visszaél, akkor a visszaél DFS-fabeli alapkore G egy iranyitott kore. Ez
bizonyitja, hogy G' nem DAG. Ha pedig nincs visszaél a DFS utan, akkor
a forditott befejezési sorrend a GG egy topologikus sorrendje. Ez vilagosan
mutatja, hogy G DAG.

Megj: DAG egy topologikus sorrendjét forraskeresések és forrastorlések
alkalmazasaval is megtalalhatjuk.

4.3 Leghosszabb ut keresése

Els6 pillantasra haszontalannak tiinik, de matematikailag érdekes kérdés egy
graf két cstuicsa kozott a leghosszabb ut megtalélasa. Legrovidebb utat tudunk
keresni; tudunk vajon leghosszabbat is?

Otlet: Az ¢ (uv) = —(uv) élhosszokkal a leghosszabb utak legrévidebbekké valnak.
Olyanokat pedig tudunk keresni.

Gond: Az eddig latott modszerek csak konzervativ élhosszokra miikédnek. Ha azon-
ban van a grafban iranyitott kor, akkor ez az Gtlet altalaban nem segit. Iranyitott esetben
ugyanis kizarolag akkor konzervativ egy csupa negativ élhosszokat tartalmaz6 hosszfligg-
vény, ha a grafban nincs irdnyitott kor, azaz ha G DAG. Ekkor persze a Ford vagy Floyd
algoritmusok barmelyike hasznalhato.

J6 hir: Van egy még gyorsabb modszer: a dinamikus programozas. Ennek segitségével
tetsz. G DAG minden v cstcsédhoz ki tudjuk szamitani a v-be vezets leghosszabb utat.
(Sot! ...)

Leghosszabb it DAG-ban Input: G = (V, E) DAG, (: E — R..
Output: max{/(P) : P v-be vezets t} minden v € V cstcsra.

Mikodés: V = {vy,v9,...,0,} top. sorrend meghatarozasa.

i=1,2,...,n f(v;) = max{max{f(v;) + {(vv;) : vju; € E}, 0}
Output: f(v) Vo € V
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Helyesség: Ha a v;-be vezetd leghosszabb tut utolso el6tti csticsa vy,
akkor f(v;) = f(v;) + €(v;v;). O

Megj: Ha a fenti algoritmusban minden cstcsra megjeldljiikk az f(v) ér-
téket beallito élt (éleket), akkor a megjeldlt élek minden v csticsba megadnak
egy leghosszabb utat. S6t: a v-be vezetd leghosszabb utak mindegyike meg-
kaphato igy.

Kinz6 kérdés: Van-e barmi értelme leghosszabb utakat keresni?

4.4 A PERT probléma

Képzeljiik el, hogy egy a,b, ... tevékenységekbdl allo projektet kell végrehaj-
tanunk.
Precedenciafeltételek: bizonyos (u,v) parok esetén el6iras, hogy az u te-
vékenységet a v el6tt kell elvégezni, ezért v az u kezdetét kovetSen c(uv)
idcékorlat elteltével kezdhetd.
Cél: t = 0-beli kezdéssel a teljes projekt leggyorsabb végrehajtasa a pre-
cedenciafeltételek figyelembevételével, azaz minden v tevékenységehez olyan
k(v) > 0 kezdési id6pont meghatarozasa, ami nem sérti a preferenciafel-
tételeket, és a projekt végrehajtési ideje (vagyis a legnagyobb k(v) érték)
minimalis.
A feladathoz tartoz6 G iranyitott graf csicsai a tevékenységek, élei
pedig a precedenciafeltételek, az uv él hossza c(uv).
(1) Ha G-ben van iranyitott kor (azaz ha G nem DAG), akkor a
projekt nem hajthato végre.
(2) Ha G DAG, akkor minden v tevékenység legkorébbi kezdési idépontja
a v-be vezets leghosszabb 1t hossza.
A PERT probléma megoldasa nem més, mint a G DAG minden
cstcsara az oda vezetd leghosszabb Ut meghatarozasa.
Megj: Szokésos felvenni két virtualis tevékenységet: az egyik az s, ami
a ,projekt kezdete” s-bsl minden mas tevékenységbe iranyitott él vezet 0
idskorlattal. A masik virtualis tevékenység pedig t, ami a projekt vége: t-
be minden mas tevékenységhdl iranyitott éle vezet, szintén 0 idSkorlattal.
Ezaltal a graf leghosszabb utjanak keresése egy leghosszabb st-iit keresésére
egyszertisodik.
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Terminologia: G leghosszabb ttja kritikus 1t, amibdl t6bb is lehet.
Kritikus 1t cstucsai a kritikus tevékenységek.
Ha egy kritikus tevékenység nem kezdddik el a lehets legkorabbi
id6pontban, akkor az egész projekt végrehajtasa csiszik.

Mit tanultunk a mélységi keresésré6l?

e DFS: a BFS ,ellentéte” (verem <+ FIFO)

e A DFS tulajdonségai, élek osztalyozasa a végpontok mélységi és befe-
jezési szamai alapjan

Iranyitatlan DFS utén nincs keresztél

DAG, DFS visszaélek és topologikus sorrend kapcsolata

Leghosszabb 1t keresése DAG-ban

Projektmenedzsment PERT-modszerrel



5. fejezet

Euler-sétak és Hamilton-korok

5.1 Euler-sétak

Def: A G graf Euler-(kor)sétaja a G egy olyan (kor)sétaja, ami G minden
élét tartalmazza.

Megj: (1) A fenti definici6 2 x 2 fogalmat definial: az Euler-sétat és az
Euler-korsétat iranyitatlan és iranyitott grafra is.

(2) Szokas a definiciot abban a formaban kimondani, hogy az Euler-
(kor)séta G minden élét pontosan egyszer tartalmazza. Tekintettel arra,
hogy egy séta nem mehet at kétszer ugyanazon az élen, ez redundans kiva-
nalom, hiszen kévetkezménye az altalunk hasznalt definicionak. Hasznélatos
ezen kivill az Euler-kor ill. Euler-ut megnevezés is a fenti fogalmakra.

(3) Iranyitatlan Euler-séta: ,,G egy vonallal lerajzolhato”.

Cél: Gyors modszer az Euler-(kor)séta megtalalasara, létezésének ellen-
Orzésére.

(1) Ha a G iranyitott grafnak van Euler-korsétaja, akkor
(a) G izolalt pontoktol eltekintve gyengén Gsszefiiggs, és (b) p(v) = 6(v) minden v cstcséra.

(2) Ha a G iranyitatlan grafnak van Euler-korsétaja, akkor
(a) G izolalt pontoktdl eltekintve Gsszefiiggd, és
(b) G-ben minden fokszam paros.

(3) Ha a G iranyitatlan grafnak van Euler-sétaja, akkor
(a) G izolalt pontoktol eltekintve Gsszefliggs, és

(b) G-nek 0 vagy 2 paratlan fokd cstcsa van.

Biz: (a) Ha G két kiilsnb6z6 gyenge komponense is tartalmaz élt, akkor G-nek
nem lehet Euler-korsétaja, hisz egyetlen séta sem tartalmazhat élt két kiilonb6z6 gyenge
komponensbél.

39
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7‘ ﬁ%

) Ha veégighaladunk az Euler-korsétan, akkor pontosan annyiszor lépiink be a v
csucsba ill. ki a v csticsbol, ahédnyszor athalad a korséta a v csticson. Mivel a korséta G
minden élét pontosan egyszer érinti, ezért p(v) = §(v).

(2): Az iranyitott esethez hasonld. (a) Egy (kor)séta nem tartalmazhatja
két kiilonb6z6 komponensnek is egy-egy élét, és
(b) az Euler-korsétat kovetve tetszéleges v cstcsba ugyanannyiszor 1épiink
be, mint ahanyszor kilépiink belsle. Ezért d(v) paros.

(3): (a)v". (b): Tth G Euler-sétaja egy uv-séta. Ekkor minden w # u,v
csucsra d(w) kétszer annyi, mint ahényszor az Euler-séta w-n athalad, vagyis
d(w) paros. Ha u = v, akkor az Euler-séta korséta, igy d(u) is paros (2b)
miatt. Ha pedig u # v, akkor u-boél 1-gyel tobbszor 1épilink ki, mint be, v-be

1-gyel tobbszor 1épiink be, mint ki, vagyis d(u) és d(v) paratlanok. O

Megj: A fenti segitségével bizonyos esetekben azonnal
latszik, hogy G-nek nincs Euler-sétaja ill. -korsétaja.

Kinz6 kérdés: Lehet-e a ben leirtaktol eltéré oka annak,
hogy egy G grafnak nincs Euler-(kor)sétéja?

Megnyugtatd valasz: Nem lehet.

5.2 Az Euler-tulajdonsag karakterizacioja

Def: A G iranyitott graf Euler-graf, ha §(v) = p(v) Vv e V(G) .
A @ iranyitatlan graf Euler-graf, ha G d(v) paros Vv € V(G) .

Ha G Euler-graf, akkor G élei kiszinezheték gy, hogy az egy-
szind élek (ir) kort alkossanak minden szinre.

b ! I iﬂ | Q ’

do Oe¢
BlZ: Induljunk el G egy éle mentén, és haladjunk tovabb az (iranyitott)
élek mentén. Mivel G Euler, ezért sosem akadunk el: el6bb-utobb ismétlédik
egy csucs, igy talalunk egy C kort. C éleit tordlve G — C Euler-graf marad.
Ismételjiik meg ezt a G—C; grafon. Igy G minden éle elsbb-utébb sorra keriil
és megkapjuk a Cy, Cj, ... koroket. Ezért E(G) = C; U Cy U ... diszjunkt
korok unidjara bomlik fel. Szinezziik ki a C; kor éleit az i-dik szinnel. U

(Fent az iranyitatlan esetet illusztraltuk, irdnyitott esetben az érvelés
ugyanez, az abrakon pedig iranyitott élek kellenének.)

(1) (G iranyitott grafnak van Euler-korsétaja) <
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(G Euler-graf és G izolalt pontoktol eltekintve gyengén 6f)

(2) (G iranyitatlan grafnak van Euler-korsétaja) <=

(G Euler-graf és G izolalt pontoktol eltekintve 6f)

(3) (G iranyitatlan grafnak van Euler-sétdja) <=

(G izolalt pontoktol eltekintve 6f és 0 vagy 2 ptn foku cstcsa van.)

Biz: (1), (2): =: Lattuk. v<: A miatt E(G) felbonthato ko-
rokre, tehat korsétakra is. Ha a korsétak szama legalabb 2, akkor valasztunk
két korsétat, amiknek van kozos csiicsa és ezen csiics mentén az alabbi abra
szerint ,0sszevarrjuk” azokat. Mindezt addig tudjuk végezni, mig végiil csak
egyetlen korséta marad. U

> ° AN
' i o R

(3): =: Lattuk. v'<=: Ha G Euler-graf, akkor (2) miatt van Euler-
korsétaja, ami Euler-séta is egytuttal. Ha G nem FEuler-graf, akkor legyenek
u és v a G ptn foku csiucsai. Ekkor G + uv Euler-graf, és (2) miatt van
Euler-korsétaja. Feltehets, hogy ezen korséta utolso éle uv. Ezt az uv élt
elhagyva a korsétabol, G Euler-sétajat kapjuk. U

Euler-korséta keresése Euler-grafban: F(G)-t felbontjuk kérsétékra,
amiket Osszevarrunk. Korsétat a felbontashoz pl. gy is kereshetiink, hogy
addig kovetilink egy sétat, amig tudunk. Elsbb-utobb elakadunk, de ez csakis
a séta kiindulasi pontjaban torténhet meg. Ezért a bejart séta egy korséta,
amit a felbontasban felhasznélunk.

5.3 Torténelem

Leonhard Euler a porosz Konigsbergben élt és alko-
tott. Kiilonos probléma tartotta lazban akkortijt a
helyi polgarokat: tervezhetd-e olyan ttvonal a varos-
ban, ami mind a hét hidat pontosan egyszer érinti?

Euler megfigyelte, hogy csak a hidakon val6 athaladas sorrendje szamit,
az nem, hogy az egyes szarazfoldeken miféle utvonalat kovetiink. Ezért
a szarazfolddarabokat ponttal, a hidakat ezen pontokat 6sszekéts vona-
lakkal abrazolta. Az igy adodo grafon épp egy (mai szohasznalattal)
Euler-séta létezése volt a kérdés.
A graf mind a 4 csiucsa paratlan fokszamu, ezért hia abrand a fenti tulajdonsagu
utvonal megtaléalasa.
Konigsberg mai neve Kalinyingrad, és a Kalinyingradi teriilet nevi orosz exklavé szék-
helyeként stratégiai jelentGsége van. A korableli hidak koziil t6bb mér nem létezik.
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Nem véletlen egyébként, hogy a keleti szigetnek csak egy része lathatoé a szokasos
szemléltets abrakon.

/ s

5.4 Hamilton-korok és -utak

Def: A G graf Hamilton-kore (Hamilton-ttja) a G olyan kore (utja),
ami G minden cstcsat tartalmazza.

Megj: A célunk hasonl6, mint az Euler-(kor)séta esetén, azaz gyors mod-
szer, amivel el lehet donteni egy grafrol, hogy van-e Hamilton-kore ill. -ttja.

Sajnos jol hasznalhato sziikséges és elégséges feltételt nem tudunk adni
erre a problémara, és jo oka van annak, hogy nem is szamitunk ilyen felté-
tel 1étezésére. Tudunk viszont jol hasznalhato sziikséges, és jol hasznalhato
elégséges feltételt adni, de ezek csak bizonyos grafok esetén segitenek hozza
a megoldashoz.

(1) Ha a G grafnak van Hamilton-kore, akkor barmely nemiires U C V(G)
esetén G — U komponenseinek szama legfeljebb |U].
(2) Ha a G grafnak van Hamilton-utja, akkor barmely U C V(G) esetén
G — U komponenseinek szama legfeljebb |U| + 1.

Megj: A fenti feltétel szerint k cstics torlésétsl a graf legfeljebb k (ill.
k + 1) komponensre eshet szét. Ez feltétleniil sziikséges ahhoz, hogy G-
nek legyen Hamilton-kore (ill. -utja). Csupan abbol, hogy G-re teljesiil ez a
feltétel, nem kévetkezik, hogy G-nek csakugyan van Hamilton-kére (ill. -utja).
Am ha a sziikséges feltétel nem teljesiil egy G gréfra, az azonnal céafolja G-
ben a Hamilton-kor (ill. -ut) létezését. Ha pl. egy G graf 42 csucs torlése
nyoman 43 komponensre esik szét, akkor GG-nek bizonyosan nincs Hamilton-
kore. Ha pedig ez a komponensszam legalabb 44, akkor afeldl is biztosak
lehetiink, hogy G-nek még Hamilton-uitja sincs.
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Biz: (1,2) G-re tekinthetjiik gy, mint egy korre (ill. atra), amihez tovab-
bi éleket adunk hozza. Konnyt latni, hogy egy kor (ill. at) k pont elhagyésa-
tol legfeljebb k (ill. k + 1) komponensre eshet szét. A tovabbi élek (amiket a
korhoz ill. ithoz adunk G felépitése soran) az ElHal, miatt csak csokkenteni
tudjék a komponensek szaméat, névelni nem. Ezért G-bdl k cstcsot tordlve
legfeljebb k (ill. k£ 4+ 1) komponens keletkezhet. O

Megj: Az abran lathato Petersen-grafnak (sok
mas mellett) két érdekes tulajdonsaga van.
(1) Teljestl réa a fenti, sziikséges feltétel.
(2) Nincs Hamilton-kore.

Biz: (1): Tth kiilsé korbdl kq, a bels6bdl ks csuicsot hagytunk el. Ha
ki = 0 vagy ko = 0, akkor a graf osszefiige§ marad. Kiilénben a kiils6
kor legfeljebb k1, a bels6 pedig legfeljebb ko részre esik szét, vagyis 0sszesen
legfeljebb ki + ko komponens keletkezik.

(2): Ha lenne H-kor, akkor e kor 10 élét felvaltva pirosra és zoldre tud-
nank szinezni. Ha a koron kiviili élek sargak, akkor a 3-regularitas miatt
minden cstcsbol pontosan egy piros, egy sarga és egy zold él indulna. Ha
megprobaljuk az éleket igy kiszinezni, kideriil, hogy nem lehet. Ugyanis a
kiils6 kor éleinek szinezése lényegében egyértelmii: mivel két szin nem elég
ra, mind a harmat hasznalni kell. Valamelyik szint csak egy élhez hasznaljuk,
a tobbi élt pedig felvaltva szinezziik a masik két szinnel. Ez a szinezés mar
meghatarozza a kiils6 és belsé kort 0sszekotd élek szineit, és a bels6 kor éleit
szinezve hamar ellentmondasra jutunk. U

Megj: A tovabbiakban Hamilton-kor létezését igazold, konnyen ellendriz-
hets elégséges feltételeket fogunk mutatni. Ha ezek barmelyike teljesiil egy
G grafra, akkor G-nek van Hamilton-kore. Pusztan abbol, hogy egy G gréfra
nem teljesiil az elégséges feltétel, semmiféle kovetkeztetés nem vonhaté le G
Hamilton-korének létezésérdl.

Def: Legyen egy G n-csicsu, egyszert graf.

Az u,v € V(G) cstcspar gazdag, ha d(u) + d(v) > n.
A G grafra teljesiil a Dirac-feltétel, ha d(v) > § Vv € V(G)-re.
A G grafra teljesiil az Ore-feltétel, ha G barmely két nem szomszédos csiicsa
gazdag part alkot: uwv € E = d(u) + d(v) > n.
G-re igaz a Dirac-feltétel = G-nek van H-kore.
G-re igaz az Ore-feltétel = G-nek van H-kore.
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Megj: A Dirac-feltétel tébbet kivan, mint az Ore-feltétel. Ezért Ore
tétele erGsebb Diracénal, u.i. kevesebbet feltételez, de ugyanazt garantilja.
Az Ore-tétel bizonyitasa ezért Dirac tételét is igazolja.

5.5 A Chvatal-lezart

Tegyiik fel, hogy G egyszerii graf, és (u,v) gazdag par.
Ekkor  (G-nek van Hamilton-kére) <= (G + uv-nek van Hamilton kére).
Megj: A hizlalasi lemma jelentGsége az, hogy segit eldonteni azt, hogy
van-e G-ben Hamilton-kor. Azt mondja ki ugyanis, hogy G-ben barmely nem
szomszédos gazdag part ,ingyen” kothetlink Gssze éllel, mert ez nem valtoz-
tat azon a tényen, hogy van-e Hamilton-kdre a vizsgalt grafnak. Megtehetjiik
tehat, hogy a lemma segitségével addig htizunk be nem szomszédos gazdag
parok kozé 0sszekots éleket a grafba, amig a vizsgalt grafban van nem szom-
szédos gazdag par. Ha az igy adodé G gratban (G d.n. Chvatal-lezartjaban)
taldlunk Hamilton-kort, akkor G-nek is bizonyosan van Hamilton-kore. Ha
pedig G nem tartalmaz Hamilton-kort, akkor persze G-ben sincs.
Biz: =: Vilagos, hogy ha C' a G Hamilton kore, akkor C' egyuttal (G +
uv)-nek is Hamilton-kore.

; G+

«: Legyen C a G + uv H-kore. Ha uv ¢ C', akkor C' a G-nek is H-kore,
kész vagyunk. Ha viszont uv € C, akkor C' — uwv a G egy H-utja. Legyen ez
a H-ut u = vy,vq,...,0, = v. Legyen A := N(v) = {v; : vv; € E(G)} a v
szomszédainak halmaza, és legyen B := {v;_1 : uv; € E(G)} az u szomszédait
a H-titon megel6z6 csicsok halmaza.

Vilagos, hogy v ¢ A ésv & B, igy |AU B| <n — 1. Mivel (u,v) gazdag
par, ezért |A| 4+ |B| = d(u) + d(v) > n. Ezek szerint AN B # (). Legyen pl.
v; € AN B. Ekkor vy, vy, ...,0;, V0, Vn_1,--.,0i+1,v1 a G egy H-kore. O

Ha G barmely két nemszomszédos cstucsa gazdag part alkot,
akkor G-nek van H-kore.

Biz: A hizlalasi lemma alapjan G barmely két nemszomszédos cstcsat
Jingyen” osszekothetjitk. Igy G Chatal-lezartja a G = K, teljes graf. Mivel
K, -nek van H-kore, ezért G-nek is van. ([l

Ha §(G) > @, akkor G-nek van H-kére.

Biz: G barmely két csticsa gazdag part alkot, ezért G-re teljesiil az Ore-

feltétel. Az Ore-tétel miatt G-nek van H-kore. OJ
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(BEgyébként kozvetleniil is latszik, hogy G = K,,.)

Mit tanultunk Euler-sétakrol és Hamilton-utakrol?

e Iranyitott/iranyitatlan Euler-(kor)séta létezése két egyszertien ellen-
Orizhets feltételen mulik.

e Mindketts fontos, ha nem akarunk a ZH-n pontot vesziteni.

e Hamilton-korokre és utakra nincs konnyen ellendérizhets sziikséges és
elégséges feltétel.

o A tanult sziikséges feltétel sériilése cafolja a Hamilton-kor /ut 1étezését.

e Barmelyik tanult elégséges feltétel teljesiilése igazolja a Hamilton kor
létezését.

e A hizlalasi lemma rendkiviil hatékony eszkéz a Hamilton-kor létezésé-
nek eldontéséhez.



6. fejezet
Sikgrafok

6.1 Sikbarajzolhat6sag

Def: Sikbarajzolt (SRt) graf alatt olyan grafdiagramot értiink, ami-

ben az élek nem keresztezik egymast.

A G graf sikbarajzolhatoé (SRhat6), ha van SRt diagramja.

Sikbarajzolt graf tartomanya (lapja): a diagram komplementerének ossze-
fliggs tartomanya. A nem korlatos rész neve kiilsé tartomany.

Megj: (1) A fentieket nem csak egyszert grafokra definialtuk.

(2) A SRt graf nem csupén egy graf, hanem egy konkrét diagram.
(3) Ugyanannak a SRhato grafnak nagyon sok lényegesen kiilonb6z6 sikba-
rajzolt diagramja (lerajzolasa) lehet.
(4) A gombre (toruszra) rajzolhatosag hasonldéan definidlhato.
(A G graf SRhat6) <= (G gombre rajzolhato)

Biz: A sztereografikus projekcioban az északi-sarkbol torténd vetités kol-
csOnosen egyértelmd megfeleltetés a sik pontjai és a sikot a déli-sarkon érinté
gombfelszin pontjai (minusz északi-sark) kozott. A sikbarajzolt diagram ve-
tiilete gdmbre rajzolt lesz (= V'), és az E-t nem tartalmazé gémbre rajzolt
diagram pedig sikbarajzoltta valik. A <« irany igazolasdhoz csupan annyi
kell, hogy tigy rajzoljuk G-t a gémbre, hogy az E-n ne menjen at él. 0J

SRt graf kiils§ tartomanynak nincs kitiintetett szerepe.

Biz: Barmely lerajzolas ,kifordithatd” a diagram atrajzolhaté gy, hogy
a kivéalasztott tartomany legyen a kiilsé tartomény.

1. Vetitsiik fel a diagramot a gémbre.

46
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2. Allitsuk az E-t a kivalasztott tartomanynak megfelel gombi tartomany
belsejébe.
3. A gombre rajzolt gréafot vetitsiik vissza a sikra. U

Barmely konvex poliéder élhaloja SRhato graf.
Biz: A kx poliéder belsé pontjabodl az élhalo kivetithetd egy, a poliédert
tartalmazo gombre. Igy az élhalobol gémbre rajzolt graf lesz. Lattuk, hogy
minden gémbre rajzolhaté graf SRhato. O

Megj: A kx poliéder élgrafjanak tartomanyai a poliéder lapjainak felel-
nek meg.

Terminologia: SRt G graf esetén n, e, t ill. k jeloli rendre a G cstcsai,

élei, tartomanyai és komponensei szamaét.
Ha G SRt graf, akkor >>'_ ¢ = 2¢

ahol ¢; az i-dik lapot hatarolo élek szamat jeldli.

Biz: Minden él vagy két kiilonb6z6 lapot hatérol, vagy ugyanazt a lapot
2-szer. Igy minden él 2-vel jarul a BO-hoz és a JO-hoz is. U

Megj: A DKFL akkor hasznos, ha a SRt graf lapjair6l, a KFL pedig
akkor, ha egy SRhat6 graf fokszdmairél van informécionk.

Ha G egyszert SRhato graf, akkor olyan sikbarajzolasa is van,

amiben minden él egyenes szakasz. O

6.2 Az Euler-féle poliéderformula, sikgrafok ka-
rakterizacidja

Tetsz6leges sikbarajzolt G graf esetén n+t=e+ k + 1.

Biz: Rajzoljuk meg G-t az n csticsbdl kiindulva, az élek egyenkénti be-
huzasaval. Kezdetben t = 1, e = 0 és k = n, igy a bizonyitando Osszefiiggés
fennall. Tth méar néhany élt berajzoltunk, még mindig fennéll az 6sszefliggés,
és egy éppen az uv élt rajzoljuk meg.

u és v kiilonb6z6 komponenshez tartoznak. Ekkor w
k értéke 1-gyel csokken, e-¢ pedig 1-gyel ng. Az ElHaL Oo
miatt nem keletkezik kor, tehat nem zarunk koril 4j tarto-
manyt, vagyis t nem valtozik. Az Osszefiiggés fennmarad.

u és v ugyanahhoz a komponenshez tartoznak. Ekkor k nem valtozik,
e viszont 1-gyel né. Az ElHaL miatt keletkezik kor, tehat kettévagjuk az uv

élt tartalmazo korabbi tartomanyt. Ezért ¢ is 1-gyel ng, az Osszefiiggés ismét
fennmarad. O

O O O
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(1) Ha G SRhato, akkor ¢ nem fiigg a sikbarajzolastol, azaz G
minden sikbarajzolasanak ugyanannyi tartoménya van.
(2) (Euler-formula) Ha G 6f SRt graf, akkor n +¢ =e + 2.
(3) Ha G egyszert, SRhato és n > 3, akkor e < 3n — 6.
(4) G egyszerti, SRhato, Cs-mentes és n > 3 = e < 2n — 4.
(5) Ha G egyszert, SRhato, akkor 6(G) <5 (azaz Jv : d(v) < 5).
(6) A K5 és K33 grafok egyike sem SRhato.
Biz: (1): t=e+k+1—n, és a JO nem fiigg a sikbarajzolastol.
(2): Mivel G 6f, ezért a fenti Tételben k = 1.
(3): Ilyenkor G minden lapjat legaldbb 3 él hatarolja, igy a DKFL miatt
2¢ =Y _'_, £; > 3t. A Tétel alapjan

n+2e>3n+3t=3e+3k+3>3e+3+3=3e+6,

amit rendezve e < 3n — 6 adodik.
(4): Tlyenkor G minden lapjat legalabb 4 él hatarolja. A DKFL miatt 2e =
S 4 >4t igy e > 2t. A Tétel miatt

n+e>2n+2t=2e+2k+2>2e+2+2=2+14

Ezt rendezve e < 2n — 4 adodik.
(5): A KFL és (3) miatt >° .y d(v) = 2¢ < 6n — 12. Ezért van olyan
cstics, amire d(v) < =12 < 6.
(6): A K; graf egyszert, de nem teljesiil (3), hiszen |E(K5)| = () = 10 £
9=3-5—06. Ezért K5 nem SRhato.

A Kj 3 graf egyszerd és Cs-mentes, de nem teljesiil ra (4), u.i. [E(K33)| =
94£8=2-6—-4. Ezért K33 nem SRhato. O

Megj: Konnyen lathatd, hogy ha G SRhato, akkor G + e toruszra rajzolhatd barmely
e él behuzasa esetén. Nem nehéz latni, hogy Ky is toruszra rajzolhat6. S6t: még K is az,
de Kg méar nem.

Def: Elfelosztas: az él egy 0j, masodfoku cstcesal torténd felosztasa.
Elosszehtzas: az él torlése és két végpontjanak azonositasa.
Topologikus K33/ K5 : K33/K5-bol élfelosztasokkal képzett graf.

Az éltorlés, csucstorlés, élfelosztés, élosszehiizas operdciok mind-

egyike megérzi a graf SRhato tulajdonsagat.
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Biz: Az éltorlés és csucstorlés esetén ez vildgos: radir felhasznalasaval
kaphaté a G lerajzolasabol. Az élfelosztas soran is csak egy cstcsot kell az
élnek megfelels gorbén felvenni, a sikbarajzolt tulajdonsag ett6l megmarad.
Az élosszehiizéas kicsit ravasz. Az 0 vastagsiggal lerajzolt e = uv élt egy
pozitiv szélességi savva hizlalhatjuk gy, hogy a lerajzolas egyetlen éle sem
metsz bele ebbe a savba. A v-be csatlakozo éleket ezen a savon beliil tovabb
lehet vezetni u-ig, aminek az eredménye az lesz, hogy G sikbarajzolasabol az
e €l Osszehuzéasaval kapott graf sikbarajzolasat konstrualjuk meg. O

(1) Topologikus K5, topologikus K33 graf nem lehet sikbarajzol-

hato.
(2) Ha G SRhato, akkor G-nek nincs se topologikus K3, se topologikus K3 3
részgrafja.

Biz: (1): Ha K33 vagy K5 topologikus valtozata sikbarajzolhaté volna,
akkor K33 vagy K szintén sikbarajzolato lenne.
(2): Ha G sikbarajzolhato, akkor G minden részgrafja is sikbarajzolhato,
ezért (1) miatt a topologikus K33 3 és a topologikus K5 egyarant tiltott részg-
rafok a sikbarajzolhaté grafok korében. O

(G SRhat6) <= (G-nek nincs se topologikus K,
se topologikus K3 részgrafja)

Példa: A fenti abra jobb oldalan lathato Petersen-grafrol vilagos, hogy
nem sikbarajzolhat6: ha ugyanis az lenne, akkor a sugariranyu élek 6sszehu-
zasa utan kapott Kj is stkbarajzolhaté maradna. Tehat élosszehtizasok és a
K5 segitségével indokolhato, hogy a Petersen-graf nem sikgréaf.

A Kuratowski-tétel miatt tehat a Petersen-grafnak tartalmaznia kell egy
tiltott részgrafot, azaz egy topologikus K3 s-at vagy egy topologikus K5-Gt.
Az utébbi eset nem lehetséges, hiszen ahhoz az lenne sziikséges, hogy a
Petersen-grafnak legalabb 5 olyan csiicsa legyen, aminek a fokszama legalabb
4. Mivel lattuk, hogy a Petersen-graf nem sikbarajzolhat6, a Kuratowski-
tétel miatt topologikus K3 3-at kell tartalmaznia. Egy ilyen lathato az dbran.

(Ebben az esetben a sikbarajzolhatosag Kuratowski-tételre alapozott ca-
folata tobbet mond: az is kideriil bel6le, hogy a Petersen-grafbol a két viz-
szintes élt elhagyva sem kapunk sikbarajzolhaté gréafot.)

6.3 Sikgrafok dualisa

Def: A G SRt graf dualisa a G* graf, ha G* csicsai G tartomanyainak, G* élei G
éleinek felelnek meg. Az uv € E(G) élnek megfelels dualis él az uv €l altal hatarolt két
tartomanynak megfelel dualis csiicsokat koti Gssze.



50 FEJEZET 6. SIKGRAFOK

G008 o

(1) A SRt G graf G* dualisa SRhato. (n*,e*, t*, k*)
(2)n* =t e"=e, k*=1.
(3) Ha v az i-dik laphoz tartozé dualis csucs, akkor dg«(v) = ¥;.
. A KFL-t a dualista alkalmazva Y,y & = 3 ,cy (g da- (v) = 2¢* = 2e adodik,
ami épp a DKFL.
Def: A Q C E(G) élhalmaz a G graf vagasa, ha G — @ szétesik (t6bb komponense
van, mint G-nek), de Q' C @ esetén G — Q' nem esik szét.
Elvago él: egyéli vagas. Soros élek: kétéld vagés.
Tth G* a G SRt graf dualisa. Ekkor
(C a G kore) <= (C* a G* vagasa) ill.
(Q a G vagasa) < (Q* a G* kdre) .
Hurokél dualisa elvago él, soros élparé parhuzamos élpar.

6.4 Whitney tételei

Tth G* a G SRt graf dua-

lisa. Ekkor H pontosan akkor dualisa a G egy @ G

alkalmas sikbarajzolasanak, ha H elsall G*- G "« -~ ™~ v g @;/
bol a fenti Whitney-operaciok alkalmas egy- ‘

masutanjaval.

Def: A ¢ : E(G) — E(H) kolcs. egyért. lekép. kor-vagas dualitas G és H kozott,
ha C pontosan akkor G kére, ha ¢(C) H vagasa.

Tth G és H kozott kor-vagas dualitdas van. Ekkor G SRhato,
és H a G egy alkalmas sikbarajzolasdnak dualisa.

Megj: Egy G graf altal leirt villamos halozat viselkedését az Ohm- él Kirchhoff-
torvények irjak le. Ezek a G graf éleire, koreire és vagasaira vonatkoznak. Ha G és H
kozt kor-vagas dualitds van, akkor H-n elkészithets az el6z6 halozat duélisa. Az eredeti
hélézat megoldasaban ha az I és U értékeket felcseréljiik, az utobbi halozat megoldésat
kapjuk. Whitney masik tétele miatt ez a kiilonds szimmetria csak SRhaté grafok altal
leirt halézatokon lehetséges.

Mit tanultunk a sikgrafokrol?

e Sikba és gombre rajzolhatd grafok kapcsolata

e DKFL, Euler-formula, soros bévités, tiltott részgrafok

SRhato grafok jellemzése tiltott részgrafokkal

Sikgrafok dualisa, vagés, elvagd él, soros élek, kor-vagas dualitas

SRhat6 graf dualisainak kapcsolata
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7. fejezet

Linearis egyenletrendszerek

Def:
Linearis egyenlet: Ismeretlenek konstansszorosainak 6sszege konstans.
Linearis egyenletrendszer: Véges sok linearis egyenlet.
Megoldas: Olyan értékadas, ami minden egyenletet igazza tesz.
Példa:
3r — 4z = 666
3x —y+ 77z =42

. Vs
7y — (In(cos42)) -z = V42

Cél: Linearis egyenletrendszer 0sszes megoldasanak megtalalasa.

Naiv modszer: Minden fazisban egy egyenletbdl kifejeziink egy ismeret-
lent, és ezt a tobbi egyenletbe behelyettesitjiik. Az igy kapott egyenletekkel
végezziik a kovetkezs fazist. Minden fazisban 1-gyel cstkken az ismeretlenek

és az egyenletek szama is.

A megoldas formaja: Az eljaras végére vagy elfogynak az egyenletek
vagy a kapott egyenletek nem tartalmaznak ismeretlent. Utobbi esetben a
kapott (ismeretlent nem tartalmazo) egyenletek mindegyike vagy azonossag,

vagy ellentmondas.
Ha van koztiik ellentmondas, akkor nincs megoldas.

Ha mind azonossag, akkor a ki nem fejezett ismeretlenek barmely érték-

adasa egyértelmiien meghatarozza a kifejezett ismeretlenek értékét.
Példa: 1. Az eljaras végére elfogynak az egyenletek.

[x]=7+2y
3z+y=11 21+6y+y=11 Ty = —10 y]=-=
2r+3y =5 14+4y+3y=5 Ty=-9 7.—10:79 ;

2. Az eljaras végén ellentmondas adodik.

52
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[x]|=T7+2y

x—2y="7 [x]=T7+2y [x]=7+2y 10 x:?

3x4+y=11 2l+6y+y=11  Ty=—-10 == 0
= = = - ~10 ==
2v 4+ 3y =4 14+4y+3y=4 Ty 10 7. - - 10 Y 7
3. Az eljaras végére csupa azonossagok maradnak.
x—2y=7 [x]=T7+2y [x]=7+2y -
xTr =

31 — 6y = 21 21 + 6y — 6y = 21 21=21 v T 4

2 44y — —14 14— dy+ 4y = —14 4= 14 v Y

A tovabbiakban a megoldas egy attekinthet6bb modszerét és az ahhoz
kapcsolodo terminolégiat mutatjuk be.

7.1 Elemi sorekvivalens atalakitasok

Def: Linearis egyenletrendszer kibdvitett egyiitthatématrixa: a so-
rok az egyenleteknek, az oszlopok az ismeretleneknek ill. az egyenletek jobb
oldalainak felelnek meg, az egyes mezSkben pedig a megfelel egytitthato ill.
jobb oldali konstans &ll.

Példa:
z1 — 323 + dxry = —6 ?1 0172 ;’3 T4 ;
_ 5| —
7$1+23€2+3’£3—9 —> 7 92 3 0 9
To + Txz — 214 =11 0 1 7T =2 11

Megj: A kibdvitett egylitthatéméatrix a lineéaris egyenletrendszer felira-
sdnak egy tomor modja: elkeriiljiik vele a mitiveleti- és egyenlségjelekkel
piszmogast, mégis teljesen attekintheté modon tartalmaz minden lényeges
informéciot.

Megoldas modszere: Ekvivalens atalakitasokat végziink, amelyek so-
ran a megoldésok halmaza nem valtozik. Konkrétan:

(1) egyenleteket felcseréliink,

(2) egyenletet nemnulla konstanssal végigszorzunk ill.

(3) az i-dik egyenletet kicseréljiik az i-dik és j-dik egyenletek Gsszegére.
Errél szol a kovetkezs definicio.

Def:

A kibévitett egyiitthatomatrix elemi sorekvivalens atalakitasa (ESA):
(1) sorcsere,

(2) sor nemnulla konstanssal végigszorzasa,

(3) az i-dik sor helyettesitése az i-dik és j-dik sorok (koordinatéankénti) Gssze-
gével

Megj: Nem elemi, de sorekvivalens atalakités ha az i-dik sort helyette-
sitjiik az i-dik sor és a j-dik sor konstansszorosdnak Osszegével, ill. ha egy
csupal sort hozzaadunk vagy elhagyunk a kibévitett egyiitthatomatrixbol.
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ESA nyoman sosem valtozik meg a megoldasok halmaza.

Biz: Minden ESA el6tti megoldas megoldas marad az ESA utéan is. Min-
den ESA forditottja megkaphaté ESA-ok egymasutanjaként is. (A (3) tipust
atalakitas visszaalakitdsahoz 3 ESA-ra van sziikség.) Ezért minden ESA uté-
ni megoldas megoldja az ESA el6tti el6tti rendszert is. O

Cél: Tetszbleges linearis egyenletrendszerbél kiindulva, ESA-okkal elérni,
hogy a kapott rendszerbdl a megoldasok kénnyen kiolvashatok legyenek.

El6szor azt a kibévitett egyiitthatomatrix-tulajdonsagot hatarozzuk meg,
amit elérve minden megoldas kénnyen kiolvashatova valik.

7.2 (Redukalt) 1épcsds alak

Def: Az M matrix lépcsds alaka (LA), ha

(1) minden sor elsé nemnulla eleme 1-es (.n. vezérl-es, avagy vl)
(2) minden v1 feletti sorban van ettél a v1-t6l balra es6 masik v1.
Az M matrix redukalt 1épcsds alaki (RLA), ha

(3) M LA és (4) M-ben minden v1 felett csak nullak allnak.
Példa: LA matrix RLA matrix
13 -2 01 1 7 001 0 -2 0 1 0
00 1 2 0 5 -2 001 2 05 0
00 0 0 1 1 -1 ill. 0 0 0 0 1 1 0
00 000 1 5 000 00 0 1
00 0000 O 000 00 D00

RLA kib&vitett egyhomx esetén a megoldasok konnyen kiolvashatok:

xr1 T2 T3 X4 21+ 319 — 224 = 1 z2,x4 € R
( 1 3 0 —2]|1 ) — s . —  x1 =1—3x2 + 224
X T4 =
0 0 1 57 3 4 @3 =7 — 514
r1 T2 T3 T4 x1 +3x2 — 224 =1
1 3 0 —2]1
x3 + 514 =7
00 1 5|7 — 3mome — 4
00 0 01 0=1
0 0 0 0|0 0=0

Def: Kib. egyhoémx tilos sora: 0 ... 0 ‘ x alakt sor, ha x # 0, azaz
olyan sor, amiben minden egyiitthato 0, de a kib6vits elem nemnulla.
Def: A RLA kib. egyhomx vl-hez tartozo valtozoja kotott, a tobbi
valtozo (amihez nem tartozik v1) szabad (vagy szabad parameéter).
Ha a kib. egyhomx RLA, akkor (1) minden sor vagy a vl-hez
tartozo valtozo értékadasa, vagy tilos sor, vagy csupa0 sor.
(2) Ha van tilos sor, akkor nincs megoldas.
(3) Ha nincs tilos sor, a szabad paraméterek tetsz. értékadasahoz egyértelmi
megoldas tartozik.
A lin. egyenletrsz. megoldésa azt jelenti, hogy a lin. egyenletrsz.
egy RLA kibévitett egyhomx-szal van megadva.
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Uj cél: Olyan eljaréas, ami tetsz. matrixot ESA-okkal RLA-v4 alakit.

7.3 A Gauss-eliminacio

Megadunk egy eljarast, ami el ugyan nem éri a kivant célt, de kozelebb visz
hozza.

Gauss-eliminéacio: Input: M € R™* matrix.

Output: Egy M-b6l ESA-okkal kaphaté M’ € R™* LA matrix.

Miikodés: Az algoritmus fazisokbol all. Az i-dik fazisban keresiink egy
nemulla elemet az (i —1)-dik sor alatt a lehetd legkisebb sorszamu oszlopban.
(a) Ha nincs ilyen elem (mert elfogytak a sorok, vagy mert az i-edik sortol
kezd6dGen csak 0-k allnak a méatrixban), akkor az algoritmus véget ér.

(b) Ha van, sorcserével ezt a nemnulla elemet az i-dik sorba vissziik.
Az i-dik sor konstanssal szorzaséaval ezt az elemet v1-sé alakitjuk.
Az i-dik sor alatti sorokhoz az i-dik sor konstansszorosat hozzaadva kinul-

lazzuk a kapott vl alatti elemeket.
—20 3 12-20 3
13 5| ~[00-13 5
01 -1 00 417

2

0

4
2-2 0 3 12-2 0 12-2 0 3
0 1-3-5 ~ 00 1-3-5 ~ 00 1-3-5 \/
0 4 1-7 00 0 13 13 00 0 1 1

A Gauss-eliminacio outputja LA. Az RLA eléréséhez tovabbi 1épé-
sekre van sziikség: minden v1 felett kinullazhatok az elemek, ha a v1 soranak
konstansszorosait a v1 feletti sorokhoz adjuk.

Példa:

12-2 0 3 12-20 3 12 0 0 -1
00 1-3 -5 ~ 00 10 -2 ~ 0O 0 1 0 =2 \/
00 0 1 1 00 01 1 0 0 0 1 1

7.4 A Gauss-eliminacié tovabbi tulajdonsagai

(1) A Gauss-eliminacié outputja LA méatrix. Az RLA-hoz tovabbi
lépésekre van sziikség: minden v1 felett kinullazhatok az elemek, ha a vl
soranak konstansszorosait a v1 feletti sorokhoz adjuk.

Példa:

1 2 —2 0 3 1 2 -2 0 3 1 2 0 0 —1
00 1 -3 -5 —3 00 1 0 -2 — 00 1 0 -2 \/
o0 0 1 1 00 0 1 1 00 0 1 1

A Gauss-eliminacié olyan eljaras, ami garantaltan mikodik, bar
néha sokat kell szamolni. A LA vagy RLA eléréséhez nem muszaj a Gauss-
eliminaciot kovetni: dolgozhatunk iigyes ESA-okkal.

Példa: Mechanikus Gauss-eliminacio vs agysejtkiméls eljaras
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, 2 7 4 2 7 4
132 74 L3 13 13 i3 13 13

— ~ ~ 9 53 21 ah.
21-3 1 2 1-3 1 0735 15 13

= [ = [1rf-2{1]

A tortekkel torténd faraszto szamolas elkeriilhet {igyesen vélasztott ESA-sal:

132 7 -4 1 -4 25 —10 1 -4 18 —10 \/
21-3 1)~ \2 1-3 1)~ \o 9-53 21
-~ [i}-o{1] - [ 2{1]

A Gauss-eliminécioé megvalosithato rekurziv algoritmusként is.
A GE(M) (az M matrixot lépcs6s alakra hozo eljaras):
Ha M els6 oszlopa csupa0, akkor M’ az els6 oszlop torlésével keletkezd matrix.
Output: GE(M’) elé irunk egy csupal oszlopot.

Ha M els6 oszlopa tartalmaz nemnulla elemet, sorcserével és az elsé sor konstanssal
szorzaséval az elsG sor els6 elemét vl-sé tessziik, majd a vl alatti elemeket ESA-okkal
kinullazzuk. Legyen M’ az elsG sor és els6 oszlop torlésével keletkezd matrix. Output:
GE(M’) elé frunk egy csupa0 oszlopot és az igy kapott matrix f6lé a korabban torolt elss
sort.

,Lépésszamanalizis™: Az M € R™* Gauss-eliminaciéja soran minden
fazisaban legfeljebb egy sorcserét, legfeljebb 2n sorszorzast és legfeljebb n
sorOsszeadast hajtunk végre. Ezért minden fazis legfeljebb konst - nk 1épést
igényel, az Osszlépésszam legfeljebb konst - n?k. Mivel az input M matrix
n - k elemet tartalmaz, az eljaras hatékony.

7.5 Linearis egyenletrendszerek megoldasszama
Lattuk:

1. Linearis egyenletrendszer kib. egyhoémxként is megadhato.

2. ESA nem valtoztat a megoldasokon.

3. ESA-okkal elérhets a RLA.

4. A RLA-b6l azonnal adodik a megoldas.

e Ha az utolsé oszlopban van v1, akkor nincs megoldas.

e Ha az utolso kivételével minden oszlopban van v1, akkor egyetlen
megoldés van.

e Ha az utolséon kiviil mas oszlopban sincs v1, akkor van szabad
paraméter, igy végtelen sok kiilonb6z6 megoldas van.
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Ha a linearis egyenletrendszernek pontosan egy megoldasa van,
akkor legaldbb annyi egyenlet van, mint ahény ismeretlen.

Biz: Az RLA-ra hozéas utan nincs szabad paraméter, tehat minden vél-
tozohoz tartozik v1. Ezért a kib&vitett egyiitthatomatrixnak legalabb annyi
sora van, mint a valtozok szama. Il

Megj: A fenti kévetkezmény forditott iranyban nem igaz, és lényegében
nincs mas osszefiiggés az egyértelmi megoldhatosag, az ismeretlenek szama
ill. az egyenletek szama kozott.

Mit tanultunk linearis egyenletrendszerekro6l?

e Linearis egyenletrendszerek naiv megoldasa

Kibévitett egyiitthatomatrix, ESA

(Redukalt) lépesds alak, és kapesolata a megoldasokkal

Tilos sor, szabad paraméter, kotott valtozo

Gauss-eliminacio a LA eléréséhez, RLA képzése

Ismeretlenek, egyenletek és megoldasok szamanak kapcsolata



8. fejezet

Az R" tér alaptulajdonsagai

8.1 Az R" tér

Def: Ax B = {(a,b):a € Abe B} az A és B-beli elemekbdl 4ll6 rendezett
péarok halmaza. Hasonléan
Ay xAgx...x A, ={(a1,as,...,a,) : a; € A;Vi} arendezett n-esek halmaza.
Végill A" := A x A x ... x A az n-szeres Descartes-szorzat jelolése.

Megj: (1) A tovabbiakban R" elemeivel fogunk dolgozni. Ezeket n ma-
gassagu vektoroknak fogjuk hivni, jelezve, hogy (altalaban) oszlopvektorként
gondolunk rajuk.

(2) Ha n vilagos a szovegkornyezetbdl, akkor R™ elemeit vektoroknak, R ele-
meit pedig skaldroknak fogjuk nevezni.

(3) A vektorok tehat itt és most nem jiranyitott szakaszok”, hanem ennél al-
talanosabb fogalmat takarnak. Az iranyitott szakaszok is tekinthetSk vektor-
nak, de a mi targyaldsunkban egy ,vektor” altalaban nem iranyitott szakasz.

Konvencio: A jelolés soran az oszlopvektorokat alahuzassal kiilonboz-

tetjiik meg a skalaroktol. 0
Példa: 0 :
e 0
( ™ ) cR3 0= .l eR il e, =] 1 € R"™, utobbi esetben
42 :
0

0
az l-es feliilr6l az i-edik helyen all.

Megj: (1) Az n magassagu vektorokkal kiilonféle dolgokat mivelhetiink.
Peéldaul (koordinatanként) osszeadhatjuk Sket. Vagy skalarral szorozhatjuk
6ket. (Ami nem ,jigazi” mivelet, mert egy ,igazi” miivelet esetén egyazon
halmaz két elemét ,miiveljitk 6ssze”, mig itt egy skalart szorzunk vektorral.)
(2) R™ tér alatt R™ elemire és a két fenti miveletre gondolunk.

Példa:

o8
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1 Y1 T1+ Y1
T Yn Tn + Yn
Tl Az

Haz:( ;)ésAER,akkor)@z( : >
Tn ATn

Megj: R? ill. R? elemei természetes modon megfeleltethetdk a sik, ill. a
3 dimenziés tér pontjainak. Ez segithet abban, hogy valamiféle szemléletes
képet kapjunk az n magassagi vektorokrol tanultakrol.

8.2 Vektormiiveletek azonossagai

Az R™ tér vektoraival torténd szamolasban néhany fontos szabaly
sokat segit. Tetsz. u, v, w € R™ vektorokra és A\, u € R skaladrokra az alabbiak
teljesiilnek

Hu+v=20

(2) (u+uv)+

(3) Mu+v) = Au+ v (egyik disztributivitas)

(4) (M + p)u = Au + pu (méasik disztributivités)

(5) (Ap)u = A(uu) (skalarral szorzés asszociativitésa)

Biz: Mivel mindkét miivelet koordinadtanként torténik, elég az egyes azo-
nossagokot koordinatanként ellenérizni. Ezek viszont éppen a valos szamokra
(azaz a skalarokra) vonatkozo, jol ismert szabalyok. g

Konvencié: v € R” esetén —v := (—1) - v.

Megj: Vektorok kozott nem csak az Osszeadas, hanem a kivonéas is ér-
telmezhets: u — v := u + (—1)v. Ezaltal a kivonas is egyfajta Osszeadas,
tehat az Osszadasra vonatkozo szabalyok értelemszeri valtozatai a kivonasra
is érvényesek.

A vektorokkal torténd szamolaskor érvényes szabalyok nagyon hasonlok
a valos szamok esetén megszokott szabélyokhoz.

+ u (az Osszeadas kommutativ)
w=u+ (v+ w) (az dsszeadés asszociativ)

8.3 Altér és linearis kombinacio

Def: ) #V CR™ az R™ tér altere (jel: V < R™), ha V zart a mtveletekre:
xz+y, \x €V teljesiil Va,y € V és VA € R esetén.

Példa: R2-ben tetsz. arig(’)n athalad6 egyenes pontjaihoz tartozo vekto-
rok alteret alkotnak. R3-ban tetsz. origén athalado sik vagy egyenes pontja-
inak megfelel§ vektorok alteret alkotnak.

Kérdés: Mik az R™ tér alterei, és hogyan lehet ezeket megkapni?
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HaV <R" 2,2y, ..., 2, € Vés,..., A € R, akkor S8 Nz, =
M+ o+ Xz, €V
Def: A Zle Az, kifejezés az x,, ..., z, linearis kombinacidja.
Trivialis linearis kombinaci6é: 0-z; +...+0-z; .
(V < R") <= (V zart a linearis kombinaciora), azaz az altér
def.hato az R”™ linearis kombinaciora zart részhalmazaként.
Biz: =: \jz; € V Vi esetén, igy a Zle \ix; Osszegiik is V-beli.
<: Haz,y €V és A € R, akkor z + y ill. Az linearis kombinaciok. Mivel V'
zart a linaris kombinéciora, ezért  +y, \x € V. Ez tetsz6leges z, y, A esetén
fennall, tehat V zart a mdveletekre, vagyis altér. B O
Megj: Ha egy V-r6l igazolni akarjuk, hogy altér, akkor elég a mtvelet-
zartsadgot ellendrizni. Ha azonban V-rél tudjuk, hogy altér, akkor a
miatt az erdsebb (linearis kombinéciora zart) tulajdonsagat is hasznalhatjuk.
Def: (z,,...,z;) az x,,...,z, € R™ lin. kombinécidinak halmaza.
Példa:
<< ; >> az origon atmend 2-meredekségii egyenes.

<< ! ) , ( 0 )> —R?,ill. {e,¢y,...,¢,) = R” ahol ¢, € R™ V.
Konvencié: () := {0}.
Tetsz. xy,...,z;, € R" esetén (z,,...,2;,) < R"™

Biz: Zart az 6sszeadasra: (AMzy+. ..+ \exy) + (kizy +. ..+ Rezy,) =M+
K1)Zy + ...+ (Mg + Kr)z, € V. Skalarral szorzas: A - (Mzy + ...+ \zy) =
ANz + .o ANz, €V O

Def: Az z,,...,x, altal generalt altér az (x,,...,z,) halmaz.

Ez a legsziikebb olyan altér, ami mindezen vektorokat tartalmazza.

(1) Alterek metszete altér: V; <R" Vi = (), V; < R™

(2) {0} < R™ (3) R < R™

Biz: (1): Miveletzartsag: z,y € V; Vi, A€ R =z +y, Az € V; Vi. v

(2): 0+0=0ill. A0 =0, zért a miveletekre. v/ B

(3): R zart a miiveletekre. v/ O

Def: R™ trivialis alterei: {0}, R™.

8.4 Linearis fliggetlenség és generalas

Def: Az z,,...,z, € R" vektorok a V' < R" altér generatorrendszerét
alkotjak, ha (z,,...,z,) = V.

Példa: ey, e,, ..., e, az R" generdtorrendszere, hisz minden R"-beli vek-
tor eldall az egységvektorok linearis kombinaciojaként, azaz (e;,...,e,) =
R"™.
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Ha R%-ben ha u és v nem parhuzamosak, akkor {u,v} ge-
neratorrendszer, hisz barmely z vektor elGallithato u és v line- x.v
aris kombinaciojaként. (Ehhez u és v egyenesére kell a ,mésik”
vektorral parhuzamosan vetiteni az elgallitando z vektort.)

Hasonloan, ha R3-ban harom vektor nem esik ugyanarra az origén atmend
sikra, akkor ez a harom vektor generatorrendszert alkot.

Def: Az x,,...,z, € R" vektorok linearisan filiggetlenek, ha a null-
vektort csak a trivialis linearis kombinaciojuk allitja el6: \yz, +...+ \pzy =
Ha a fenti vektorok nem lin. ftn-ek, akkor linearisan oOsszefiiggék.

Példa: ey, e, ... e, lin. ftn R™ben, hisz ha A\je; + ... \,e,, = 0 akkor
az i-edik koordinata 0 volta miatt A\; = 0. Ez minden i-re igaz, tehat a fenti
lineéris kombinéci6 trivialis.

R2-ben két vektor akkor lin.of, ha parhuzamosak. Tehat ha nem péarhu-
zamosak, akkor lin. ftn-ek. (0 minden vektorral parhuzamos.)

R3-ban pedig az igaz, hogy ha harom vektor nem esik ugyanarra az origon
atmend sikra, akkor ez a hdrom vektor linearisan fliggetlen rendszert alkot.

Megj: A lin.ftn-ség (akarcsak a lin.6f tulajdonsag) vektorok egy halma-
zara és nem az egyes vektorokra vonatkozik. Hasonl6 igaz a generatorrend-
szerre. Az, hogy egy konrét v vektor benne van egy lin.ftn (vagy lin.of vagy
generator-) rendszerben lényegében semmi informéciot nem ad v-rél.

Az {z,,...,z,} vektorrendszer linearisan fiiggetlen <= egyik
z; sem all el6 a tébbi linearis kombinéciojaként.

Biz: A fenti allitasok tagadasainak ekvivalencidjat igazoljuk.
1. Tth {z,,...,z,} nem linearisan fliggetlen, azaz \jz; + ... + Az, = 0 és
Ai # 0. Ekkor z; elgallithat6 a tobbibdl:
X, = ;\_ll : ()\1Z1 +.ooF Aoz + )\i+1£¢+1 + ... )\kﬂk) .

2. Most tth valamelyik z; el6all a tobbi linearis kombinacidjaként: x, =

Mxy 4. AN Nz . Ay, - Ekkor {, ..., 2, } nem linearisan
fiiggetlen, hiszen a nullvektor megkaphaté nemtrivialis linearis kombinécio-
ként: Q = )\1@1 + ...+ )\i_lgi,l + (—1) * Xy + >‘i+1£i+1 + ... )‘klk . O

(1) A {0} nem linearisan fiiggetlen: 1-0 = 0.
(2) Két nemnulla vektor akkor lin.ftn, ha nem egymaés skalarszorosai.

(3) R%-ben két vektor pontosan akkor linearisan fiiggetlen, «.uv
ha (iranyitott szakaszként) nem parhuzamosak. Barmely két
nem péarhuzamos R2-beli vektor generalja R2-t.

(4) Ha (G) =V és G C G' CV <R, akkor (G') =V, azaz generator-
rendszert (V-n beliil) hizlalva generatorrendszer marad.

(5) FF C R™ lin.ftn és F' C F, akkor F” is lin.ftn, azaz lin.ftn rendszert
ritkitva lin.ftn marad.
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8.5 Filiggetlen- és generalé halmazok

Tthv e R", v € G és (GU{v}) =V <R™ Ekkor ((G) =V) <=
(v € (@)

Megj: A fenti allitas tkp azt mondja ki, hogy egy V altér generator-
rendszerébdl pontosan akkor tudunk egy elemet elvenni gy, hogy a maradék
vektorok tovabbra is a V' altér generatorrendszerét alkossak, ha a kihagyott
elem el6all a maradék elemek linearis kombinaci6jaként.

Biz: =: Ekkor (G) =V = (G U {uv}), ezért v € V = (G).

«: Tetsz. u € V elemrdl azt kell megmutatni, hogy v € (G). Mivel
v € (G), feltehets, hogy v = > (5 Agg. Tudjuk, hogy u € V = (G U {v}),
ezért u = A\v+) gec Hgg- Ebbe v helyére behelyettesitve a fenti kifejezést u =
> gea(thg + A~ Ag)g adddik, azaz u € (G). Ez barmely u € V-re elmondhato,
igy (G) = V. O

Tth F={f....[,} CR"linftn & f € R". Ekkor
(FU{f}linftn.) <= (f & (F))

Megj: (1) A lemma szerint ftn halmaz hizlalasa csakis olyan vektorral
lehetséges, ami nem all el§ a ftn rendszer elemei lin.komb-jaként.
(2) A < iranyt az Gjonnan érkezs vektor lemmajanak” is nevezik.

Biz: =: Ha F U {f} lin.ftn., akkor f nem &ll el§ F-beliek lin.komb.-
jaként, azaz f & (F). B B

<: Thf f & (F) és Af + M f, +...+ A f, = 0. Azt kell belatnunk, hogy
A=A =X=...= =0

Ha A = 0, akkor a BO az il, . ,Lc vektorok lin.kombinécidja, igy F'
lin.ftnsége miatt Ay = Xy = ... = Ay = 0 Tehéat 0 csak trividlis linearis
kombinécioként all els, vagyis F'U {f} csakugyan lin.ftn.

Ha pedig A # 0, akkor f kifejezhets az F-beliekkel: f = Sf + ... +
_T’\’“ik, azaz f € (F). Ez ellentmond az f ¢ (F) feltevésnek. O

(Kicserélési lemma) Ha FF C V < R" lin.ftn. és (G) =V gen.rsz.
akkor V f € F' 3 g € G, amire F'\ {f} U{g} is lin.ftn.

Megj: A kicserélési lemma szerint barhogy is torliink a V' altér egy ftn
rendszerébdl egy vektort, az potolhatd V' generatorrendszerének egy alkalmas
elemével tgy, hogy a kapott rendszer lin.ftn marad.

Biz: Legyen F' := F'\ {f}. Indirekt bizonyitunk.

Tth F'U{g} egyetlen g € G-re sem lin. ftn. Ekkor az el6z6 lemma miatt
g € (F') teljesiil minden g € G-re. Ezért G C (F'), ahonnan (G) C (F')
kovetkezik. Ebbol pedig f € V = (G) C (F'), azaz f € (F') adodik. A fenti
lemma miatt {f} U F' = F nem lin. ftn, ami ellentmondas.

Az indirekt feltevés hamis, igy 3 g € G, amire F' U {g} lin.ftn. O
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Tth G a V < R™ altér generatorrendszere, és F' C
V lin.ftn. Ekkor |F| < |G].
Megj: Magyarul: altérben egy ftn. rendszer mérete nem lehet nagyobb
egy generatorrendszer méreténél.
Biz: Legyen Fy := F. Ha I, C G, akkor |Fy| < |G|. Ha Fy € G,
akkor Iy \ G # 0, legyen mondjuk f € Fy\ G. A kicserélési lemma miatt
van olyan g € G, amire Fy = Fp A\ {f} U {g} linftn. Ezzel az Fy-gyel
ugyanezt folytatva kapjuk az Fy, Fj,..., lin.ftn rendszereket. Elébb-utobb
olyan Fj-hez jutunk, amivel ez mar nem folytathato, mert F; C G. Ekkor
|Fo| = |Fi| = ... = |Fi] < |G|, gy6ztiink. OJ
Ha F C R" lin.ftn, akkor |F| < n.
Biz: Lattuk, hogy G = {e;,...,¢,} az R" generatorrendszere. Az FG-
egyenlStlenség miatt |F| < |G| = n. O
Tth I = {f,,....f,} € R" linftn. é f € (F). Ekkor f
egyértelmtden &ll el§ F- beh vektorok lin.komb.-jaként. B
Biz: Mivel f € (F), ezért f el6all az F-beliek lin.komb.-jaként. Tth
f=Mf 4 NS :_,ulil + ...+ e f, ket eldallitéas. Ekkor 0 =
f—f=W ul)i o =)
Mivel F lin.ftn, a JO-on all6 lineéris kombinacio trivialis, azaz \; = u; Vi.
Igy a két fenti elallitas megegyezik, vagyis f csak egyféleképp all el6 az F-
beliek lin.komb-jaként. O

8.6 Generalt vektorok szamitasa

Hogyan lehet eldonteni egy u € R™ vektorrél, hogy benne van-e a vy,..., v,
vektorok altal generalt altérben?

Azt kell megallapitani, hogy u eléall-e u = A\jv, + ... + \gv, alakban
alkalmas A1, ..., \x € R skalarokkal.

A valasz egy linearis egyenletrendszer megoldasabol adodik.

Példa: Benne van-e az u vektor V. = (vy,v,,v5) altérben, ahol u =

6 1 4 2
6 — -1 Vo = 2 és v, = 4 ?
A 2 ) 2 4 =3 2

Megoldas: Azt kell eldonteni, hogy vannak-e olyan Ai, A9, A3 skalarok,
amire u = \jv; + A\vy + A3y teljesiil.
A +4Xd2+2X\3 =6
Ez koordinatanként egy-egy linearis egyenletnek felel meg: —xi +2X2 +4x3 =6
201 +4Xo +2X3 =2
Az egyenletrendszert a tanult médon, a kibGvitett egyiitthatéomatrix RLA-
ra hozaséaval oldjuk meg.
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1426 1 4 2 6 1 4 2 6 142 6 142 6
-1246) ~ [0 6 6] 12]) ~ [0 1 1 2 ~ 1011 2) ~ 011 2| ~
2422 0 —4 —2|-10 0 —4 —2|-10 0022 001]-1

140 8 100(—4 A1 =—4

010 3] ~ 1010 3 = A= 3

001|-1 001|-1 Az =—1

Azt kaptuk, hogy u = —4v, + 3v, — v, tehat u € V, vagyis az u vektort
generaljak a v,,v,, v vektorok.

Ha nem lett volna megoldasa a fenti egyenletrendszernek, akkor u nem
lett volna benne a generalt altérben.

8.7 Generalt altér megadasa

A kovetkezG célunk az, hogy egy generdtorrendszer segitségével megadott
V' altér vektorait jellemezziik. Ehhez felhasznaljuk az imént latott mod-
szert, aminek a segitségével egy konkrét u vektorrdl eldontottiik, hogy V-hez
tartozik-e. Most nem egy konkrét vektor esetén, hanem egy ,altaldnos” z vek-
torra fogjuk megvizsgéalni, mi is az altérhez tartozas feltétele. Lattuk, hogy
egy konkrét u vektor akkor volt V-beli, ha egy linearis egyenletrendszernek
volt megoldasa. Ugyanezt tessziik most is, azzal a kiilonbséggel, hogy nem
egy konkrét linearis egyenletrendszert oldunk meg, hanem egy olyat, aminek
a jobb oldalén, a konstansok helyén paraméterek allnak.

Példa: Allapitsuk meg, hogy mely z vektorok tartoznak a V = (u,v,w,2)
altérhez, ahol

3 2 5 2 T

_ -1 _ 3 19 2 _ )
u= 0 , U= —1 , W= 2 4 2 I = x3
1 —1 5 3 T4

Megoldas: A Au + v + Asw + Az = x vektoregyenlet megoldhatdsagat
vizsgaljuk. Ez az aldbbi, a koordinatékra felirt lineéaris egyenletrendszer megold-
hatosagéval ekvivalens.

3A1 +2X2 + 53+ 2 =21
=11 +3X2 — 93 +2X4 = @2
0A1 — 1A2 +2X3 +2X4 = x3
Al —1X2+ 53 +3Mg =24
A kib. egyhomx-ot ESA-okkal RLA-ra hozzuk:

“1 5 3|as 1-1 5 3 -
3 =9 2|x9 0 2 —4 5 $2+l‘4

1 22z [T lo-1 2 [2]e[3]:
2

-1

1

2|z

5
3—92
0—1 22i2 [1]e[4]
1 -1 5 3|z4

1
-1
0
3 522:1 0 5 —10 77 33173:134
1 -1 5 3 1 5 T4 10 3 1 T4 — T3
0 -1 2 2 ) (0 —2 72 w3> ~ <0 1 -2 -2 13)
0 2 4 5| xo+ x4 0 2 —4 5| xz2+x4 00 0 9| z2+42x3+ x4
0 5 —10 —7|x1 — 3x4 0 5 —10 —7|x1 — 3x4 00 O 3|xy+5x3—3x4
10 3 1 4 — X3 3 1 T4 — T3 10 30
01 -2 -2 —x3 0172 —2 —x3 01-20
~ (0 0 0 1 12+213+z4> 00 0 1 12+2g3+w4 ~ 00 01 12+2L3+L4
00 0 3|z1+5z3— 324 00 0 o0f31=r2tdes— 1024 00 Oow
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Ezért x € V <= a fenti egy.rsz. megoldhaté <= a LA-ban A tilos sor.

A konkrét esetben x € V' <= 311 — a9+ 1323 — 1024 = 0 a keresett feltétel.

[l

Hasonl6 gondolatmenet mutatja, hogy minden V' altérhez tartozik egy

(homogén) lineéris egyenletrendszer, ami jellemzi V' vektorait. Ha ugyanis tobb

sor lehetne potencialisan tilos sor, akkor minden ilyen sorhoz tartozik egy lineéris

egyenlet. Minen ilyen egyenlet teljesiilését meg kell kivanni ahhoz, hogy ne kapjunk
tilos sort az ESA-sorozat végén.

8.8 Linearis fiiggetlenség eldontése

Hogyan dontjiik el R™-beli vektorok egy {v;,...,v,} halmazarél, hogy az
elemei linearisan fiiggetlenek-e vagy sem? A korabban igazolt lemma szerint
azt kell megéllapitani, hogy el6all-e valamelyik v, vektor a tobbi lineéris
kombinaciojaként, azaz (példaul i = k esetén) vannak-e olyan Aq,..., A\g_1
skalarok, amikre v, = \ju; +...+A\p_1v;,_,. Ezt egy linearis egyenletrendszer
megoldasaval lehet eldénteni. (Valojaban elég a megoldhatosag eldontése.)
Ha ezt a stratégiat kovetjiik, akkor k£ db linearis egyenletrendszerrel kell
foglalkozni.

azt kell eldonteni, hogy 0 elGall-e a vy, ..., v, vektorok nemtrivialis lineéris
kombinéciojaként. Igy csak egyetlen egyenletrendszerrel kell foglalkozni, és
azt eldonteni, hogy van-e olyan megoldasa, amiben nem minden ismeretlen
értéke 0.

3 2 0
Példa: Az u = < 2 ), V= ( 2 ), w = < 3 ) vektorok vajon linearisan
0

fliggetlenek-e?
Megoldas: Azt kell eldonteni, hogy vannak-e olyan A, x, i skalarok, hogy

van koztiik 0-t6l kiillonb6z6, és A\u + kv + pw = 0.
3A 421+ 0k =0

Ez koordinaténként egy-egy lineéris egyenletnek felel meg: 2\ +2u+3x =0

OAN+21+9x =0
320|0 10 -3|0 10 -3|0 10 -3
223 0) ~{100 9/0) ~|02 9
029 02 9|0 00 9
0
1
0

0
Yool )~
10 -3 0 =
01 0 0 = k=0
00 9 0

22
02 9
pn=20
Azt kaptuk, hogy kizarélag a A = k = p = 0 a megoldas, tehat az u, v, w
vektoroknak csak a trividlis linearis kombinéci6ja ad 0-t.
Ezért a kérdezett vektorok linearisan fiiggetlen halmazt alkotnak.
Nézziink meg egy mésik példat is!

Felirjuk a kib. egyhémx-ot, és fiirgén nekilatunk:

NN

0 10 -3
JemE (3
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3 2 0
Példa: Az u = ( 1 ), v = ( 2 ), w = ( 4 ) vektorok vajon linearisan
0

fliggetlenek-e?
Megoldas: Ismét azt kell eldonteni, hogy vannak-e olyan A, s, p skalarok,
hogy van koztiik 0-t6l kiillonbozs, és A\u + kv + pw = 0.
3A+2p+0k=0
Ez koordinatanként egy-egy linearis egyenletnek felel meg: 1A +2u+4x=0
Op+3u+9x =0
Felirjuk a kib. egyhomx-ot, és ismét nekilatunk:

3200 1240 1 2 4|0 1240 12 4|0
1240 <_> 3200 ~ 0 —4 —12|0 ~ 01 3|0 ~ 01 3|0 ~
0390 .. 0390 0 3 9]0 039|0 00 0|0

10 -2|0 © € R tetsz.

01 3|0 == A=2u

00 0}0 K=-3u

Azt kaptuk, hogy a p szabad paraméter, igy példaul a p = 1, A = 2,
k = —3 véalasztéssal 2u — 3v + w = 0 adodik.

Az u, v, w vektorok nemtriviélis linearis kombinacioja elGallitja a 0-t, ezért
a kérdezett vektorok nem lineérisan fiiggetlenek.

Mit tanultunk az R" térrsl?

e R" oszlopvektorai a miiveletekkel egyiitt alkotjék az R™ teret.
e Altér: a miiveletekre (avagy a lin.komb-ra) zart részhalmaz.
e Véges sok vektor lin.komb-i alteret generalnak.

e Generatorrendszerek és lin.ftn-ség.

e Ftn részhalmaz ritkithato, generatorrendszer hizlalhato.

e Ftn részhalmaz hizlalasa, generatorrendszer ritkitasa.

o Kicserélési lemma és FG-egyenlGtlenség.

e Lin.komb egyértelmiisége lin.ftn rendszer esetén.

e Generalt altérhez tartozas eldontése.

e Generalt altérhez tartozas jellemzése egyenletrendszerrel.

e Lineéaris fiiggetlenség eldontése.



9. fejezet
Altér bazisa és dimenzidja

9.1 Altér bazisa

Def: A V < R" altér bazisa a V' egy lin.ftn generatorrendszere.

Példa: Az ey, e,,..., e, vektorok az R" standard bazisat alkotjak.

Kinzo6 kérdés: Minden altérnek van bazisa? Ha R™ egy V altérének van,
akkor hogyan lehet elGallitani V' egy bézisat?

1. modszer: Ha ismert a V egy véges G generatorrendszere (azaz
V = (G)) akkor G-t addig ritkitjuk, mig linearisan fiiggetlenné valik: ha
egy g € G generatorelem elgall G\ {g} elemeinek alkalmas linearis kom-
binacojaként, akkor g eldobhato, hisz (G'\ {g}) = V is generalja V-t. Ha
elfogynak az eldobhato g vektorok, akkor G maradéka linearisan fiiggetlen
generatorrendszer. B

2. modszer: Egy F' C V lin.ftn halmazt (pl. F' = (-t) hizlalunk. Ha
(F) =V, akkor kész vagyunk. Ha nem, akkor f € V' \ (F)-re FF U {f}
lin.ftn. Az FG-egyenlStlenség miatt |F| < n, igy legfeljebb n ilyen lépés
utan megkapjuk V egy bazisat.

Ha F'ill. G lineérisan fiiggetlen halmaz ill. generétorrendszer a V/

altérben és |F'| = |G|, akkor F' és G is V' bézisai.

Biz: A 2. modszer szerint F' bazissa egészithetd ki, az 1. modszer miatt
G tartalmaz bézist. Az FG-egyenl6tlenség miatt ez a két bazis csakis F' ill.
G lehet.

9.2 Bazis el6allitasa generatorrendszerbél

Példa: Keressiik meg a V' = (u,v,w, z,y,) altér egy bazisat!

, W
3 2 —1 5 2
u= (é),y= (‘i’)wz (i*),z: (3),g= (3)
1 -1 -2 5 3

67
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Megoldas: Generatorrendszert ritkitunk. A | linearis fliggetlenség el-
dontéséhez” hasonldan felirjuk a Au + pv + kw + vz + 7y = 0 egyenletet.
Ez koordinatanként egy-egy linearis egyenletet, Gsszességében egy linearis
egyenletrendszert jelent, amit a szokasos moédon oldunk meg.

3 2 -1 5 2[0 1 -1 -2 53[0 1-1-2 5 3|0
-1 3 4 -9 20 -1 3 4 -9 2|0 0 2 2 -4 50
0 -1 -1 220 ~ 0-1-1 220 Y lo-1-1 2 2o
1 -1 -2 530 3 2 -1 5 2[0 0 5 5 —10 —7|0
1 -1-2 5 3|0 1 -1-2 5 3|0 10-1 3 1f0
~ [0o-1-1 2 20 ~ [0 1 1 —2-2/0 ~ (o1 1-2-2]0
0 2 2 -4 50 0 2 2 -4 50 00 0 0 9]0
0 5 5 —10 —7|0 0 5 5 —10 —7|0 00 0 0 3|0
Ap kK voT
p K,V € R tetsz .
10-1 300 A= k-3 Pl k =v =1 esetén
~ (01 1 -20]|0 =
nw=2v—sK _ _ A _
00 0 010 - A=-2,u=1és7=0.
=0 ) )
00 0 00|0

Ezért —2u + v+ w+ 2 = 0, azaz w = 2u — v — z, ezért w elhagyhat6 a
generatorrendszerbsl: V. = (u,v,w,z,y) = (u,v,z,y). Tovabbritkitjuk a mar
megritkitott generatorrendszert. Igy a Au + pv + sz + vy = 0 vektoregyenletnek
megfelel§ linearis egyenletrendszert oldjuk meg. a

A Au+pv + kx+vy = 0 vektoregyenletnek megfelels linearis egyenletrendszert
oldjuk meg. A koordindtanként kapott egyenletek alkotta rendszer kibgvitett

3 2 5 2|0 1 -1 5 3|0 1 -1 5 3|0
0 ~ -1 3 -9 2|0 ~ 0O 2 —4 5|0
0 0 -1 2 2|0 0 -1 2 2|0
0 3 2 5 2|0 0 5 —10 —-7|0

1 3 -92

egyiitthatomatrixa: (_0 _1

1 -1 5 3|0 1 -1 5 3|0 10 3 1({0
~ 0 —1 2 2|0 ~ 0 1 -2 =20 ~ 01 -2 =20
0 2 —4 5|0 0O 2 -4 5|0 00 0 9|0
0 5 —10 —-7|0 0 5 —10 —7|0 00 0 3|0
Ap KU
Kk € R tetsz L
10 300 3= —ar Pl k =1 esetén
~ 01 —-20|0 = = —ok )
00 010 p= A=-3,u=2,év=0.
v=20 ) I
00 O00}0

Ezért —3u+2v+x =0, azaz z = 3u — 2v, ezért z elhagyhat6 a generatorrend-
szerb6l: V = (u,v,w, z,y) = (u,v,2,y) = (u, v, y). Még tovabb probaljuk ritkitani
a mar alaposan megritkitott generatorrendszert, ezért a Au + pv + xy = 0 vektor-
egyenletnek megfelels linearis egyenletrendszert oldjuk meg. A Au+ pv + ky =0
vektoregyenletnek megfelel$ linearis egyenletrendszert oldjuk meg. A koordinatan-

3 220
0
0
0

1

ként kapott egyenletek alkotta rendszer kibévitett egyiitthatomatrixa: (_0 82
1 -1 3

0> (1 -1 3 0) <1 -1 0)

0 ~ 0 —1 20 ~ 0 1 0

0 0 2 5[0 0 2 0

0 0 5 —7|0 0 5 0

§) = A=u=r=0
0

Az u,v,y vektoroknak csak a trividlis linedris kombindcioja allitja els
a 0-t, ezért az u,v,y vektorok linearisan fliggetlenek. Lattuk, hogy V =
(u,v,y), ezért {u,v,y} a V altér egy olyan bazisa, amit a generatorrendszer
ritkitasaval kaptunk. [




9.3. BAZIS ELOALLITASA EGYENLETRENDSZER MEGOLDASAVALG9

9.3 Bazis elballitasa egyenletrendszer megolda-
saval

Példa: Keressiik meg az alabbi V' < R* altér egy bazisat!

1
V= {(ﬁj) :x1+x2+m3+x4:0,3x2—2x4:0}
T4

Megoldas: Az altér egy homogén linearis egyenletrendszer megoldasa-
ibol all. (Homogén: a jobboldalon 0-k allnak, amiket a kib.egyhémx-bol
elhagyunk.) Megoldjuk az egyenletrendszert, és a megoldasokra nyert képlet

segitségével talalunk bazist.
0y (101 go a1 = —w3 — Jaa,
0 010-20 2

111 1o (1111
030 —2[0 010-2
T2 = 5T4.

A bazis elkészitéséhez a szp-ek olyan értékadasait keressiik, amelyek lin.komb-
jaként a szp-ek tetsz. értékadasa elall. Példaul ha minden lehetséges médon
egy szp-nek 1, a tobbinek 0 értéket adunk, ilyet kapunk. Igy az x5 = 1,24 = 0
ill. x3 = 0,24 = 1 értékadasokhoz a V' altér

z3,x4 € R tetsz.,

—1 3
b, = < 2), és by = < ) vektorokbol 4ll6 bazisa tartozik. O
0

— oWl

9.4 Altér dimenzidja

Ha By és By a V' < R™ bazisai, akkor |B| = | Ba|.
Biz: Mivel By lin.ftn és By generatorrendszer V-ben, ezért az FG-egyenlGtlenség
miatt |B;| < |Bal.
Az is igaz, hogy Bs lin.ftn és B; generatorrendszer V-ben, ezért az FG-
egyenlStlenség miatt |By| < | By is teljesiil.
A két eredmény osszevetésébdl |By| = | Bsy| adodik. O
Def: AV <R" altér dimenziéja dim V' = k, ha V-nek van k vektorbol
allo bazisa.
Megj: A fenti tétel szerint az altér dimenzidja egyértelmd.
Példa: Az R™ tér dimenzidja n. (Ui ey, €9,...,¢, lin.ftn gen.rsz.)
Ha U <V <R", akkor dimU < dimV.
Biz: Legyen B az U bézisa. Ekkor B C V lin.ftn, ezért a korabban latott
2. modszerrel B-t ki lehet egésziteni V' egy B’ béazisava, igy dimU = |B| <
|B'| = dim V. O
Ha V < R™ és Vi, Vo a V alterei, akkor dim(V; NV5) +dim V' >
dim V; + dim V5.
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Biz: Egészitsiik ki az U NV egy B bazisat a Vi egy B U By ill. a 1}
egy B U B, béazisava. Igazoljuk, hogy B U By U By lin.ftn. Tfh ), b +
Doben Aol D0y ep, An,by = 0. Ezt atrendezve: Vi 3z = > 5 b+
Doben Abbi = =204 cp, Anby € Vo adodik, ezért z € Vi N Vs, Ekkor z =
> _ver Mub, hisz B a ViNVa bézisa. Innen -y 5 b+ cp, Av,by = 2—2 = 0.
A B U By lin.ftn-sége miatt \,, = 0 Vb, € B,. Hasonléan X\, = 0 Vb, € By,
és Ay, = 0 Vb € B, azaz BU By U By lin.ftn. Ebbdl adodik, hogy dim(V; N
Vo) +dimV > |B| + |By| + | Bs| + | B| = dim V; + dim V4. O

R3-ban barmely két origon athalado sik (més szoval: kétdimenzios
altér) tartalmaz kozos egyenest.

Megj: R*ben mér talalhato két olyan origon athaladé sik, amik csak az
origoban metszik egymast. Ilyenek pl. (e, e,) ill. {e5, ;).

A tovabbiakban azt fogjuk megmutatni, hogy R" tetszéleges k dimenzids
altere ,lényegében” tgy viselkedik, mint R*.

9.5 Bazis szerinti koordinatak

Legyen B a V < R™ altér bazisa. Mivel B generatorrendszer, minden v € V
elsall a B elemeinek lin.komb-jaként, azaz v = Zbe 5 Apb alakban.

A B béazis lin.ftn-ségébsl pedig az kovetkezik, hogy tetszéleges v € V
lin. komb-ként térténd elsallitasa egyértelmt: ha v = >, 5 A = >, b,
akkor A\, = 1 Vb € B.

Ez a gondolatmenet indokolja az aldbbi fogalom joldefinialtsagat.

Def: Ha B = {b;,by,...,b,} a V < R" altér bazisa és v = S \ib;,

A1
akkor a v vektor B bazis szerinti koordinatavektora [v]p = ( )
Ak
Az alabbi Osszefiiggések azonnal adédnak a definici6bol.

Ha B = {b;,b,y,...,b,} a V altér bazisa, u,v € V és A € R,
akkor (1) [u+ v]p = [u]p + [v]p ill. (2) [Au]p = Alu]s.

Biz: (1) T ula = ) es o= ()

Ak M

Ekkor u = Zle Aib; és v = Zle 1ib;, tehat
utv =30 b+ o b = S (N )b, ezért

A1+ p1
[u+uv]p = (
A1

) = [u]p + [v]B -
(2): Tth [u]p = < ) Ekkor Au = A-3F  Ab, = S8 ANb, = s =

Ak + Bk
Ak

() :
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Megj: A fenti allitds azt mutatja meg, hogy R"™ barmely V' altere lénye-
gében ugyantgy viselkedik, mint az R” tér, ahol k = dim V.

Kinzo kérdés: Hogy lehet a koordinatavektort kiszamitani?

Példa: Legyen B = {b;,b,} a V < R3 bézisa, ahol
b, = (g), by = (g) ésv = <7§> . Keressiik a [v]p-t, ha v € V.

Modszer: A generalt vektor szamitasara tanult eljarast kovetjiik: meg-
oldjuk a A\1b; + A2b, = v egyenletnek megfelel§ linearis egyenletrendszert. A
kibgvitett egyiitthatomatrix:

i) ~ (é?
—4 00

34| 7 11| 1 101 -3 A= 3
23 6 ) ~ (23 6) ~ [0 1 4 = L=

Ao= 4
3 2|-1 3 2|-1 0 -1 0

Ezek szerint v = —3b; + 4b,, azaz v € V és [v]p = <_Z> . O

9.6 RLA matrix oszlopainak tulajdonsaga
Figyeljiik meg egy RLA matrix oszlopait!

1 ?

: 1
0

Az M matrix pontosan akkor RLA, ha ugy kaphat6 az eq,...,e; oszlopok
alkotta matrixbol oszlopok beszurisaval, hogy minden beszirt oszlop a téle balra allo e,
oszlopok linearis kombinacidja.

Biz: Tth M RLA. Ekkor vezéregyesek oszlopai a standard bazis e, ..., e, egységvek-
torai. Minden vezéregyest nem tartalmazé oszlop minden nemnulla elemétél balra van a
nemnulla elem sordban vezéregyes. Ezen vezéregyesek oszlopainak alkalmas lineéris kom-
binaciojaként el6all a vezéregyest nem tartalmazé oszlop. Az M maétrix tehat elgallithato
a megfigyelésben leirt modon.

Most tth M az (e;]|...|e,) matrixbol keletkezik a megfigyelésben leirt modon torté-
né oszlopbesziurasokkal. Ekkor a vezéregyesek pontosan az e; vektorok egyesei lesznek.
Ezért minden vezéregyes feletti sorban &ll a vezéregyestdl balra maéasik vezéregyes, és a
vezéregyesek felett is csak 0-k allnak, tehat M RLA.

9.7 ESA-ok hatasa a sor- és oszlopvektorokra

Egy M € R™* matrixot tekinthetiink n db R¥-beli sorvektornak és k db R™-beli osz-
lopvektornak is. Most azt vizsgaljuk, hogyan hat egy ESA ezen sor- ill. oszlopvektorok
rendszerére.
Tfh M’-t ESA-okkal kaptuk az M € R™** matrixbol. Ha S ill. S’ az M ill.
M’ sorvektorainak halmaza, akkor (S) = (7).
Biz: Feltehets, hogy M’'-t egyetlen ESA-sal kaptuk M-bél. Barmelyik konkrét ESA-
t is alkalmaztuk, az @jonnan megjelend sor a korabbi sorok linearis kombinécidja, igy
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benne van az (S) altérben. Ezért S C (S), igy (S') C (S). Lattuk, hogy barmely ESA
megforditasa is kivitelezhets ESA-okkal, ezért (S) C (S’) is teljesiil. E két megfigyelésbol

pedig (S) = (S’) adodik. O
Tfh az M € R™ * matrixbol M’-t ESA-okkal kaptuk és O = {o;,...0;}
ill. 0" ={of,...0,} az oszlopvektoraik halmaza. Ekkor O-n és O’-n ugyanazok a lineéris
Osszefiiggések teljesiilnek:
(X N, = Y0y pioy) — (Cis Nidf = Yoy o).

Biz: Ismét feltehets, hogy M’ egyetlen ESA-sal keletkezett. Raadasul elég a =
iranyt bizonyitani: a <: kovetkezik abbol, hogy minden ESA forditottja megvalosithato
legfeljebb harom ESA-sal. Ezért ha egy lin.osszefiiggés fennal M'-re akkor az ezt legfeljebb
harom ESA megérzi, tehat igaz marad M-re is.

=: A bal oldali Gsszefiiggés azt jelenti, hogy M minden sora megoldja a Zle Aix; =
Zle w;x; egyenletet, azaz M barmely sordnak elsé elemét x1, a masodikat xo, stb helyébe
helyettesitve fennall az egyenlGség. A jobb oldali Gsszefiiggés igazolasdhoz ugyanezt kell
megmutatni M’ sorair6l. Sorcsere esetén pontosan ugyanazokrol az egyenléségekrsl van
sz0, skalarral szorzas esetén az egyik egyenletet skalarral kell végig szorozni, sorosszeadas
esetén pedig az 14j egyenldség két korabban teljesiilé egyenlet Gsszege. ([l

Példa: Dontsiik el, hogy linearisan fiiggetlenek-e az alabbi M matrix oszlopai.

Megoldas: Varazslas. ESA-okkal RLA méatrixot képeziink.

1 2 11 1 2 1 1 12 11 120 -1

—1—1—20N01—1 1 N01—11N0103

1 4 05 0 2-1 4 00 12 001 2

2 3 31 0-1 1-1 00 0O 000 O
100 -7\ A kapott RLA métrixra o} = —70] + 30, + 205. Igy M oszlopaira is
010 3} fennall az 0, = —70, 430,205 Osszefiiggés, azaz M egy oszlopa el6éll
8 8 é g a tObbi oszlop linearis kombinécidjaként. Tehat M oszlopai nem lin.

ftn.-ek.

9.8 Varazslas II: bazis el6allitasa generatorrend-

szerbdl
Példa:
Keressiik meg az alabbi vektorok altal generalt V' altér egy bazisat!
3 2 —1 5 2
|1 _ 3 _ 4 |9 _ 2
u = 0 , U= -1 , W= —1 y L= 2 7ﬂ_ 2
1 -1 —2 5 3

Megoldas: Az (ulvjw|z|y) matrixot ESA-okkal RLA-v4 alakitjuk. Ehhez szabad (de

nem kotelezd) Gauss-eliminaciot hasznalni.

3 2 -1 52 1 -1-2 53 1 -1 -2 5 3
-1 3 4 -92 -1 3 4 -92 0 2 2 —4 5
0-1-1 22|~ 0-1-1 22 “lo-1-1 2 2
1 -1-2 53 3 2 -1 52 0O 5 5 —-10 —7
1 -1 -2 5 3 1 -1 -2 5 3 10-1 3 1
0-1-1 2 2 o 1 1 -2 =2 01 1-2 -2
~“lo 2 2 -4 5) 7 lo 2 2 -4 5] | oo 0o o o9
0O 5 5 -—-10 —7 0O 5 5 -—-10 —7 o0 o0 0 3
uv w Ty BEzért w = v —u, x = 3u — 2v, azaz w,z € (u,v,y).
10-1 30 Tehat {u,v,y} a V generatorrendszere.
~ 01 1-20 L, - e ..
00 0 01 Mésrészt {u,v,y} = {e1, ey, €3} linedrisan fiiggetlen.
00 0 00 Konkluzio: {u,v,y} a V altér egy bazisa. O
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9.9 Varazslas III: koordinatavektor-szamitas

Példa: Legyen B = {b1,bo} a V < R? bazisa, ahol
3 4 7
b, = <2) ill. by, = (3) ésv = (?) . Keressiik a [v]p-t, hav e V.

3
Megoldas: A vektorokbol képzett matrixot ESA-okkal RLA-vé transzformaljuk:

34 7 111 11 1 10 -3
(bilbylv) = (23 6 )~ (23 6 )~ [0 1 a])~[01 4|=M
=== 32 —1 32 -1 0 -1 —4 00 0

Az M’ RLA mx o, 05, 0 oszlopaira teljesiil, hogy o5 = —30} + 405.
Az ESA-ok oszlopokra gyakorolt hatasardl latottak szerint v = —3b; + 4b,.

Tehat v € V és [Q]B:(_i). O

9.10 Mi haszna a linearis algebranak???

Amirdl itt és most nem esik sz6: koordinatageometria, konvex alakzatok geometriaja ill.
linearis célfiiggvény optimalizalasat elsiré feladatok megoldasa. Ezek mindegyike fontos
alkalmazéasi tertilet.

A matematikailag kiilontsen érdekes alkalmazasok altalaban abbol fakadnak, hogy egy
linearis algebratol latszolag tavol allo feladatrol deriil ki, hogy megfogalmazhato linearis
algebrai terminologiaval. Az ezen kapcsolat révén rendelkezésre allo eszkozok pedig joval
hatékonyabbak lehetnek, mint az eredeti feladat témakorében szokasosak. Akar a legegy-
szeribb linalg. eszk6z is (mint amilyen pl. az FG-egyenlStlenség) alkalmas lehet nehéz
tételek meglepGen egyszerti igazolasara.

Buta kérdés: Egy n-elemi alaphalmazbol legfeljebb hany részhalmazt lehet ugy
kivalasztani, hogy barmely két kivalasztott részhalmaznak pontosan ugyanannyi kozos
eleme legyen?

Ha(Z] 75 Al,AQ,...,Ak g {ZCl,...,LUn} és |AzﬂAJ| =AV0 <
1 < j <k, akkor k <n.

Biz: (1) Ha A = 0, akkor az Aj,...,A; halmazok diszjunktak. Ekkor az allitas
trivialis, hisz |A;| > 1 Vi. Ezért feltehets, hogy A > 0.

(2) Vilagos, hogy |A;| > A V1 <4 < k. Ha mondjuk |A;]| = A, akkor A; C A; Vj # L.
Ezért az Ag, ... A, halmazok Aj-en kiviili része egymastol diszjunkt, igy a darabszamuk
legfeljebb n — A. Ebbdl pedig k < n — A+ 1 < n adodik.

Ezért mostantol feltessziik, hogy |A;| > A teljestl az Ay, ..., A halmazok mindegyi-
kére.

(3) Legyen |A;| = A+ p;, ahol p; > 0V1 <i<k.

Jeldlje rendre a4, ...,qa; az Ay, ..., Ay halmazok karakterisztikus vektorat, azaz a; =

X 1 ha z;, € A;
(X:>,aholxj—{0 haxngi'

Megmutatjuk, hogy az a,, . . ., a;, vektorok lin.ftn-ek. Ekkor ugyanis az FG-egyenlGtlenség
miatt kK < dimR"™ = n.

Tth Aia;+...+Aga, = 0. A bal oldali vektorok A; elemeinek megfelel koordinatainak
Osszegére i\ + A - Zle A; = 0 adodik.

Ha Zle Ai > 0, akkor \; < 0 Vj, igy Zle A; < 0, ellentmondas.

Ha pedig Zle A; <0, akkor A; > 0 Vj, igy ez sem lehetséges.
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Végiil, ha ha Zf:l A = 0, akkor \; = 0 Vj. Ezért az a,,...,qa; vektorok csakugyan
lin.ftn-ek. O

Mit tanultunk a bazisokrol?

o Altér bazisa

o Kétféle modszer a bézis elGallitdsara

e Bézisképzés generatorrendszer ritkitésaval

e Bazisképzés egyenletrendszerrel megadott altér esetén

e Altér dimenzidja

e Bauzis segitségével minden altér koordinatazhato

e Koordinatavektor, és elgallitasa lin. egyenletrendszerbdl

® RLA matrix oszlopainak tulajdonsaga

e ESA hatasa a matrix soraira és oszlopaira

e Lin. ftnség eldontése, bézis és koordinatavektor szamitasa varazslassal

® Egészen fura célokra is hasznalhaté a linalgebra



10. fejezet

Négyzetes matrixok determinansa

A determinans kozponti fogalom a lineéris algebraban. A kiévetkezd két sza-
kasz célja az, hogy valamiféle szemléletes jelentést tulajdonitsunk neki, és
csak ezt koveti a preciz definici6. Hangsulyozzuk, hogy mig a szemléletes je-
lentést egyaltalan nem kérjiik szamon a vizsgan, a pontos definicié ismerete,
megértése és alkalmazasa elengedhetetlen.

10.1 Paralelogramma terilete

=

Def: Tetszoleges u,v € R? vektorok esetén jeldlje t(u,v) az u és v vektorok altal

feszitett paralelogramma teriiletét.
Teljesiil, hogy t(u, v +v") = t(u,v) +t(u, '), t{u+u',v) = t(u,v) + (v, v), ill

t(Au,v) = M(u,v) = t(u, \v) Vu,v € R?, YA€ R.

Megj: Ehhez az sziikséges, hogy t(u,v) negativ is lehessen.

Konkrétan: ¢(u,v) attol fliggden pozitiv ill. negativ, hogy u-t pozitiv vagy negativ
iranyban kell konvex szoggel elforgatni ahhoz, hogy v iranyaba mutasson.

Megallapodhatunk abban, hogy t(e;,e,) = 1 (és persze t(ey, 1) = —1).

t(u, v) = —t(v, u).

Hasonlo igaz 3D-ben: ha t(u,v,w) a 3 vektor feszitette paralelepipedon el6jeles térfo-
gata, akkor pl
t(u, v, w + w') = t(u, v, w) + t(u, v, w'), t(Au, v, w) = At (u, v, w),
t(u,v,w) = —t(w, v, u) ill. t(eq,€q9,e5) = 1.

Megallapodas szerint ¢(u, v, w) akkor pozitiv, ha u,v,w jobbsordasa rendszer.

75
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10.2 Paralelogrammateriilet szamitasa

Jelolje az u, v vektorok feszitette paralalogramma térfogatat |u,v| = t(u,v). A korabban
megfigyelt Osszefliggések alapjan

a b a b 0 b 1 b 0 b
cd’*Od‘Jrcd‘ “’o d‘*cld‘*
1 b 10 0 b 0 0

a‘o 0’*“‘0 d’JrC 1 0‘*0’1 |~

_ 11 10 01 00 _

—ab| o o|+ad| o §]4ve| ) 5| +ead| ] T

=ab-04+ad-1+4+bc-(—1)+cd-0=ad—bc
Paralelepipedonra is elvégezhetiink egy hasonl6é szamitast:

e b e 100 1 00 010
d e f|=...=aet|0 1 0 |4+ahf]| 0 0 1 |+0bdi|]1 0 0|+
g h i 0 0 1 01 0 0 0 1
0 0 1‘ 0 1 0 0 0 1
+edh| 1 0 0 |+bfg| 0 0 1 |+ceg|l0 1 0|=
1 0 1 0 1 0 0

0
aei — ahf — bdi + cdh +bfg — ceg
Tanulsag: A paralelogramma teriiletének ill. a paralelepipedon térfogatanak kisza-
mitasahoz Osszeadjuk azokat az elGjeles szorzatokat, amiket tigy kapunk, hogy az Gsszes
lehetséges modon felsoroljuk a standard bazis egységvektorait, és az altaluk feszitett négy-
zet ill. kocka elGjeles térfotatat annyiszor vessziik, amennyi az 1-esek helyén a méatrixban
all6 szamok szorzata.
Ugyanez R"-ben is alkalmazhato, két feltevés mellett.
(1) Az egység-hiperkocka térfogata +1, és
(2) a térfogat elgjele attol fiigg, hogy a kockaélek felsorolasa hany cserével érhets el az
€1,€y,...,¢, sorrendbdl. (Minden csere egy-egy elGjelvaltast jelent.)
Kinzo6 kérdés: A (2)-beli elgjeldefinicio vajon egyértelmi?
Lehetséges vajon, hogy az egységvektorok valamely konkrét sorrendje paros sok és
paratlan sok cserével is elérhet az e, e,,. .., e, sorrendbdl?
Megnyugtatd valasz: Nem, ez nem lehetséges.

10.3 Permutaciok inverzidészama

Def: Az f : A — B fiiggvény bijekcid, ha minden B-beli elem pontosan egy A-beli
képeként all els.

Def: A o:{1,2,...,n} = {1,2,...,n} bijekciot n elem permutaciojanak nevez-

ziik. Az ilyen permutéiciok halmaza 5, .
Az e, e,, ..., e, vektorok tetsz. sorrendje egyértelmten leirhato

egy o permutéacioval: o(i) = j, ha e; j-dik a sorban.

Példa: Az (eg, eq, €5, €7, €1, €5, €9, €,) sorrendhez az alabbi o permutécio

i[1]2]3]4]5/6|7]8]
o(@)[5]7]1|8]3[6]4]2]

Def: A ¢ € S, permutéacioban az {i,j} par inverziéban all, ha i és j
nagysagviszonya forditott o (i) és o(j) nagysagviszonyahoz képest. A o € S,

tartozik:
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permutécié /(o)-val jelolt inverzidszama a o szerint inverzioban all6 parok
szama.
Példa: Az egységvektorok (es, eg, €5, €7, €1, €4, €9, €4) sorrendjéhez tartozo
o permutacio inverziészama [(0) =2+6+3+44+04+24+0+0=17.
(1) Szomsz. vektorok cseréjekor I(o) 1-gyel valtozik.
(2) Két tetsz. vektor cseréjekor I(o) mindig paratlannal véltozik.
Biz: (1): A két felcserélt vektor viszonya megfordul, minden més par
ugyanolyan marad, mint kordbban volt.
(2): Ha a felcserélt vektorok kozott k& maéasik vektor van, akkor ugyanez
a csere megkaphatd 2k + 1 szomszédos vektorpar cseréjének egymasuténja-
ként. Az inverzidszam igy (2k + 1)-szer véltozik 1-gyel, ezért Osszességében
paratlannal valtozik. Il
Az egységvektorok egy sorrendjéhez tartozdé o permutéicié inver-
zibszdma pontosan akkor paros, ha ez a sorrend paros sok vektorcserével
kaphato az (ey,...,e,) sorrendbdl.
Az egységvektorok o permutacidéja altal meghatarozott egység-
hiperkocka el6jeles térfogata (—1)7(7).
Kinzo6 kérdés: Hogyan hatarozhatd meg gyorsan ez az elGjel?

10.4 Bastyaelhelyezések

Az (ey,...,e,) tetsz. sorrendjéhez tekintsiik azt az n x n méretd matrixot,
aminek az oszlopai az egységvektorok a megadott sorrendben. Ekkor a méat-
rixbeli 1-esek bastyaelhelyezést alkotnak: minden sorban és minden osz-
lopban pontosan egy db 1-es all.

Legyen o az egységvektorok ezen sorrendjéhez tartozé permutacio.

Q: Mit jelent az, hogy egy {i,j} par o szerint inverzidéban &ll?

A: Azt, hogy e; és e; koziil a bal oldaliban az 1-es lejjebb van.

Az inverzioban all6 vektorparok tehat pontosan azok, amelyekben az 1-

esek EK-DNy pozicioban allnak egymashoz képest.
Az (eq,...,e,) egy sorrendjéhez tartozd o permuta- -

Sl

7]

ci6 inverziészama megegyezik megfelels béastyaelhelyezésben MEsr
EK-DNy poziciéban allo bastyaparok szamaval. R ZRrArIY
Példa: Az abran lathato bastyaelhelyezéshez tartozé inver-
zioszam I (o) = 14,

10.5 A determinans

Def: Az A € R™" négyzetes matrix determinansa det A = |A| =
>oes, (=D T, ao(), ahol a;; az A métrix i-edik sordnak j-edik eleme.
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A (=1)!@ [T, a() szorzat a determinans kifejtési tagja.

a b ¢
Példa: Z;’:ad—bc, d e f|=aei—ahf—0bdi+cdh+bfg—ceg
g h i

Megj: (1) Az A méatrix determinénsa tehat az A bastyaelhelyezéseihez
tartozo szorzatok el6jeles sszege, ahol az elGjel akkor pozitiv, ha az EK-DNy
poziciéban &ll6 bastyaparok szama paros.

(2) Csak négyzetes matrixnak van determinénsa, masfélének nincs.

(3) 2 x 2-es és 3 x 3-as matrixok esetén a determinans az oszlopok &ltal
feszitett paralelotop elGjeles teriilete ill. térfogata.

Def: Az A € R™* métrix transzponaltja az az A’ € R¥" matrix,
amelyben az i-dik sor j-dik eleme az A matrix j-dik soranak i-dik eleme
Vi, j. .

X 42 42 4,2\ T 42 42
Példa: ( 122 g VR > = ( :; 4%\2/‘% )
Ha A négyzetes matrix, akkor |[A| = |AT].
Barmely 3 x 3-as matrixra igaz, hogy a sorai és oszlopai
altal feszitett paralelepipedonok elGjeles térfogatai megegyeznek.

Biz: Az A matrix barmely béstyaelhelyezését meghatarozo elemek A'-
ban is bastyaelhelyezést alkotnak. Két bastya pontosan akkor alkot EK-
DNy part A-ban, ha AT-ban is EK-DNy-i part alkotnak. Ezért det(A)-ban
ugyanazokat a szorzatokat kell dsszeadni ugyazzal az eljellel, mint det(AT)-
ban. O

Példa: TrEE D

ATy TeEr P

)

Ha egy tulajdonsag altalaban igaz a determinans oszlopaira, akkor
hasonl6 tulajdonség teljesiil a determinans soraira is.
Megj: Egy n xn determinans kiszamitasahoz n! kifejtési tagot kell Gssze-
gezni. Ez rengeteg munka. Gyorsabb modszert kaphatunk, ha megfigyeljiik,
hogy az ESA-ok hogyan véltoztatjak a determinanst.

10.6 A determinans tovabbi fontos tulajdonsagai

Ha A = (uy,us,...,u,) € R és u, € R", akkor
(1) gy eyl o | = g,y |y, -1l |, azaz ha
az i-edik oszlop felbomlik két vektor Osszegére, akkor a determinans annak
a két determinansnak az Osszege, amelyikekben az i-edik oszlopot az egyes

vektorokkal helyettesitjiik.
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(2): Juygy ey Ay ooyt | = Ay, ety 1, | VA € R az i-edik oszlopot
A-val végigszorozva a determinans is A-szoros lesz.

(3) u; = 0 = |A| = 0, azaz ha az i-edik oszlopban csak 0-k allnak, akkor a
determinans is 0.

(4) |y, sy Uy oo Uy | = = Uy Uy U
edik oszlop cseréjekor a determinans elGjelet valt.
(5) Ha A-nak van két egyforma oszlopa, akkor |A| = 0.

Biz: (1): A bal oldali determinans minden kifejtési tagjaban az i-dik
oszlopbeli tényezs a u; és u) egy koordinatadsszege. Ha felbontjuk a zardjelet,
a kifejtési taghol két szorzat lesz. Ezek a szorzatok pedig épp a jobb oldali
determinénsok kifejtési tagjai.

(2): A bal oldali determinénas minden kifejtési tagjabol kiemelve A-t épp
a jobb oldalon szereplé determinéns kifejtési tagjait kapjuk.

(3): Mivel u; = 0 = 0-wu;, ezért (2) miatt |u,,...,u
Uy ooy Uy =00 Uy, ooy, u,| = 0.

(4): Minden kifejtési tagot tgy kapunk meg, hogy az u,,u,,...,u, vek-
torok mindegyikének kivalasztjuk egy-egy kiilonb6z6 koordinatajat, és eze-
ket Osszeszorozzuk. Ezért a két determinéns kifejtési tagjaiban ugyanazok a
szorzatok szerepelnek. Az ugyanazon szorzathoz tartozo kifejtési tagok egy
oszlopcserével kaphatok egymésbol. Az oszlopcsere két egységvektor felcseré-
lésének felel meg a permutacioban, ami altal az inverzidészam 1-gyel valtozik.
Ezért az azonos szorzathoz tartozo kifejtési tagok abszolut értéke megegye-
zik, elGjeliik pedig egymassal ellentétes. Osszességében tehat a determinans
értéke is (—1)-szeresre valtozik oszlopcsere hatasara.

(5): A két egyforma oszlopot felcserélve a méatrix nem valtozik, igy a
determiméns sem. (4) miatt viszont a determinéns (—1)-szeres lesz, azaz
|A| = —|A|, ahonnan |A| = 0 adodik. O

ESA hatésa négyzetes A matrix determinansara:

(1) Sort A-val szorozva a determinans A-szorosra véltozik.

(2) Sorcsere hatasara a determinans ellentettjére valtozik.

(3) A j-dik sort kicserélve az i-dik és j-dik sor Osszegére a determinéans
nem valtozik.

Biz: (1): Az el6z6 allitas (2) részét alkalmazzuk az AT transzponéltra.
(2): Az el6z6 allitas (4) részét alkalmazzuk az AT transzponaltra.

(3): Az el6z6 allitas (1) részét alkalmazva a transzponaltra a lecserélt sort
determinéns megkaphato |A|+4|A’| 6sszegként, ahol A’-nek két egyforma sora

Uy, | Az d-edik és j-

79

S, =y, ..., 0-

3y c

van. A korabban latottak és az el6z6 allitas (3) része miatt |[A'| = [(A))T]| = 0.
O
Def: Az A négyzetes matrix f6atloja az A mindazon
elemei, amelyek sor- és oszlopindexe megegyezik. Io
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e Y

o727 ??

. oo 7?7

Def: Ha A f6atloja alatt csak 0-k allnak, akkor A felso oo 77
haromszogmatrix. o000 7

(1) Minden LA négyzetes méatrix fels§ haromszogmatrix.
(2) F.haromszogmatrix determinansa a féatlobeli elemei szorzata.
Biz: (1): Ha egy sor vl-e a f6atlotol balra van, akkor a felette levg soré
is. Az elsd soré nem ilyen, ezért minden v1 a f6atlon vagy attol jobbra &ll,
igy a f6atlo alatt minden elem 0.
(2): Minden kif.tag tartalmaz 0 tényezot, kivéve a f6atlobeliek szorzata,
aminek az elGjele pozitiv. 0

10.7 A determinans kiszamolasa ESA-okkal

3 0 1 11 1 -2 0 9 1 -2 0 9 1 -2 0 9
., 2 21 2| |2 21 2| _ |0 6 1 —-16| 0o 1 1 7
Példa: | | ¢ | 3|=|1 o0 13/=|0o 21 %|=—]0 21 -6
01 1 7 o 1 1 7 0o 1 1 7 0 6 1 —16
1 -2 0 9 1 -2 0 9 1 -2 0 9
0o 1 1 71 1o 1 1 71 1o 11 7|_ .
“lo 0 -1 20| |0 o0 1 20— 10 0 1 20 =1-1-1-42=42
0 0 -5 —58 0 0 -5 =58 0 0 0 42

Az egyes lépések indoklasa az alabbi.

Az els6 sorbdl a mésodikat kivonva a determinéns nem véltozik.

Az els§ sort 2-szer ill. 1-szer kivonva a masodik ill. harmadik sorokbol a
determinans nem valtozik.

A masodik és negyedik sort felcseréve a determinans elGjelet valt.

A masodik sort 2-szer ill. 6-szor kivonva a harmadik ill. negyedik sorokboél
a determinans nem valtozik.

A harmadik sort —1-gyel végigszorozva a determinéns elGjelet valt.

A harmadik sor 5-sz6rosét a negyedikhez adva a determinans nem valto-
zik.

Fels6 haromszogmaétrix determinansa a f6atlobeli elemek szorzata.

Megj: A determinans kiszdmitasahoz képezhetiink LA maéatrixot. Ehhez
nem kotelezé Gauss-eliminaciot hasznalni, barmilyen ESA-sal dolgozhatunk
a cél érdekében. Nem muszaj vl-ket sem gyértani: elég a fels6 haromszog-
matrixig (vagy csupal sorig) eljutni.

S6t: mindent, amit a sorokkal megtehetiink, azt hasonlé médon az osz-
lopokkal is elvégezhetjiik. Ez néha célravezet&bb lehet, mint kizarélag csak
ESA-ok alkalmazasa.

10.8 A kifejtési tétel
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Tth e; az A € R™*™ matrix j-dik oszlopa, tovabbé, hogy A els6 ¢ — 1
sora az elsd 7 — 1 ill. utols6 n — j oszloppal az A ill. Ay, az utolsdé n — i sor
az elsd j — 1 ill. utols6 n — j oszloppal pedig az As ill. Ay méatrixokat alkotja.

Ekkor j — 1 oszlop- és © — 1 sorcserével adodik:
0

Jreaza

[B]a
0
Def Az A matrix i-dik sorénak j-dik eleméhez tartozo A;,; elGjeles
aldeterminansa az i-dik sor és j-dik oszlop elhagyasaval kapott métrix de-
termindnsénak (—1)"/-szerese.
A fenti megfigyeléssel méasképp is kiszamithaté a detereminans.

1 2?2?27 ?7?

Aq || A2
As || Aa

=A;;

| A1 | A2 | =(—1)i+

0

0
1= [ () ) = o [ | 5 | (3] =
anJ i
0 :
;
=D i i |[Ad) | ][R = 200 i Ay O
;

Ertelemszerten definialhato a sor szerinti kifejtés is, és a transzponaltrol
tanultak miatt a detereminéns igy is kiszdmithato.

Példa:
50114 212 3111 3111 3111
221 21 = —0|113|+2|11 3|—-021 2|+1|21 2|=
Ut 8 017 01 7 01 7 11 3
3111 3111
20113\ + |21 2| = 2|} +2-7|3Y] - |33]+ [T 4] - |3 %] =
o1 3| T ‘11 3 ‘ 2T N 22
=—-2(9-11)+14(3—-1)—(6—2)+(9—11)—(6—22) = 4+28—4—2+16 =
A kifejtési tétel alkalmazasakor az egyes ot
elGjeles aldeterminansokhoz tartozé elGjel meghaté- <+ -+ )
rozhato sakktablaszaballyal is:

Mit tanultunk a determinansrol?

e Paralelogramma elGjeles teriiletére és paralelepipedon elGjeles térfogatara vonatkozd

azonossagok

o Az egységvektorok feszitette paralelotop térfogatanak elGjele
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Permutéciok inverzidészama, elempar-csere hatéasa
Négyzetes matrix, f6atlo, transzponalt
Determinéns, kifejtési tag, bastyaelhelyezés
Transzponalt determinansa

Oszlopmiiveletek hatasa a determinansra
Determinansszamitas ESA-okkal

Kifejtési tétel, sakktablaszabaly



11. fejezet

Matrixmiiveletek és matrixok
invertalasa

11.1 Matrixmiiveletek vektormiiveletekbdl

Vektorokon értelmeztiik az Osszeadést és a skalarral szorzast. Az oszlopo-
kat egymas ala irva barmely n x k& méretd métrixot értelmezhetiink n - £
magassagu oszlopvektorként is. Ezzel értelmezni tudjuk az azonos méret
matrixokon az Osszeadast és a skalarral szorzast.

Peélda: (552)+(393)=(3%9) 7 (%6008 15) = (" 42043 73)
(362) + @2) nem értelmes.
Ha A, B,C € R™* ¢s \, k € R, akkor (1) A+ B= B+ A,
(2) (A+B)+C=A+(B+0C), (3) AM(A+ B) = AMA + \B,
(4) (A + K)A = M + £ A, (5) A(kA) = (Ak)A, tovabbé
(6) (A+B)" = AT + BT, () X-AT =(NA)T.

Vektorok egymassal torténé osszeszorzésat nem értelmeztiik eddig. Most
fogjuk, de bizonyos korlatokkal. Ehhez el6szor azonos méretii vektorokat
tanulunk meg 6sszeszorozni.

11.2 A skalaris szorzas

U1 V1
Def: Az u = < :) ,U = ( ) € R" vektorok skalaris szorzata u-v =

U, Up,

Z?:l UiV = U1V + ...+ UpUp.
Vu,v,w € R", VA € R esetén Du-v=0v-u,
Qu-+tw) =v-v+u will (3) \u)-v=Au-v) .

83
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Megj: (1) Vilagos, hogy ha u = 0 vagy v = 0, akkor w-v = 0, am a
forditott kovetkeztetés nem igaz, pl G) . (7%) =0.

(2) A skalaris szorzas segitségével értelmezhets a vektorhossz és a mers-
legesség (akar magasabb dimenzidban is).

Av= @) vektor hossza az a, b, c oldalakkal rendelkezd téglatest

testatlojanak hossza, ami a Pitagorasz-tétel alapjan |[v]| = va? + b% + 2.
Ugyanez, masképp felirva: |[v||*> =v - v.
Megj: A Pitagorasz-tétel miatt az u és v vektorok merdélegessége azzal
ekvivalens, hogy

lull*+lel* = llutol* = (utv) (ute) = wutvo+2u = |ul*+z]*+2w

innen u-v = 0 adédik. Tehat u-v =0 <— v L v.

11.3 Tovabbi vektorszorzasok 3D-ben

U v w
Az u = (gé) U= (g%)w = (%%) € R3 vektorok (u,v,w)-vel jeldlt vegyes

3
szorzata az altaluk feszitett paralelepipedon elGjeles térfogata.
Ez a térfogat az alabbi modon szamithato ki oszlop szerinti kifejtéssel:

U1 V1 W1 Uy
(1 0,0) = |3 03103 | — wy |V2 152 ] —uo |85 468 +us |3 463 = (182) - (et (b1 i01)
303 W u U1 Wi
det (o} w5)
Megj: A vizsgalt paralelepipedon térfogata megkaphat6 u - (v x w) alakban is, ahol
v X w a jol ismert vektorialis szorzat amit a jobbkéz-szabaly ill. a v és w vektorok altal
feszitett paralelogramma teriilete segitségével definidlunk.
Azt kaptuk tehat, hogy (u,v,w) = u- (v X w), ami igazolja hogy

det ( )
(v X w) (det ( ))
(b))

det

Az R™-beli (oszlop)vektorok n x 1 méretd matrixnak is tekinthetsk. Két ilyen
vektort (n > 1 esetén) nem lehet matrixként Gsszeszorozni, de ha az egyiket
transzponaljuk, akkor mar igen: u,v € R™ esetén u' - v := u - v , vagyis egy
n dimenzids sor- és oszlopvektor szorzata egy 1 X 1 méreti matrix, ami a két
vektor skaléris szorzatat tartalmazza.

Def: Tfh az A € R™* métrix sorvektorai a,, .. .qa, és a B € R¥¢ métrix
oszlopvektorai b', ... b". Ekkor az A - B € R"™¢ szorzatmatrix i-dik soranak
j-dik eleme az a; - I’ skalaris szorzat.

SERSSS
SSstsIstS

2 W2
3 W3
1 W1
3 W3
1 W1
2 W2

11.4 Matrixok szorzasa
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Példa: ( 1 2 4 '
L10y 21 5 4 il 24y (43
(23) (27173 (98) (31

Ha a képletek bal oldala értelmes, akkor igazak az alabbiak.

(1) \-AB = (MA)B = A(\- B).
(2) A(B+C)=AB+ ACill. (A+ B)C = AC+ BC. (3) (AB)" = BTAT.

Biz: A skalaris szorzasrol tanult azonossag szerint A\(u - v) = (\u) - v =
- (Av). Ezért mindharom szorzatban az i-dik sor j-dik eleme az A i-dik sora
¢és B j-dik oszlopa skalaris szorzatanak a A-szorosa (Vi,j esetén).

(2): Tudjuk, hogy u- (v +w) = u-v+u-w . Ezért A(B+ C) ill
AB+AC i-dik soranak j-dik eleme az A i-dik soranak és B és C' j-dik oszlopai
Osszegének skalaris szorzata (Vi, j esetén). A masik disztributivitas a skalaris
szorzés (u+ v) - w = u-w + v - w alaka, masik disztributiv azonossagabol

kovetkezik.
(3): (AB)T j-dik soranak i-dik ele-

me az A i-dik soranak és B j-dik oszlo- "
panak a skaléris szorzata, ami ugyan- ]

az, mint BT j-dik soranak és AT i-dik AL 4p A | —C
oszlopanak a skalaris szorzata (Vi, j esetén). O

Megj: Ha AB és BA is értelmes, akkor A € R™* és B € R**". Ekkor
AB € R™" ¢s BA € R**. Azonban még k = n esetén sem igaz altalaban,
hogy AB = BA. A métrixszorzas nem kommutativ.

A matrixszorzas asszociativ (atzarojelezhets): ha AB és BC' egy-
arant értelmes, akkor A(BC) = (AB)C. O

Ezen a ponton ezt a tételt elég kortilményes lenne igazolni. A direkt mod-
szer kettds szummaéakkal torténd, nehezen atlathaté szamitasokat igényelne.
Az ,jigazi” bizonyités a fiiggvénykompozicié miivelet asszociativitasara vezeti
vissza a tételt, de az ehhez sziikséges eszkozoket majd csak a linearis leképe-
zésekrdl szolo részben targyaljuk, és ott mutatjuk be a bizonyitast is. Addig
is batran hasznéljuk a tételt, mert szamos kés6bb kovetkezs bizonyitasban
kulesfontossagu szerepet kap. (A vizsgan természetesen nem kérjiik a tétel
biznyitasat, elegendd csupan az allitassal tisztaban lenni.)

Az alabbi tétel a determindnsok egy fontos tulajdonsagara mutat ré, de
ezt sem bizonyitjuk itt.

A,BER™™ = |AB| = |A||B]. O

11.5 A matrixszorzas egy kiilonos tulajdonsaga

Def: Az n xn méretd egységmatrix [, = F,, = (e,...,¢,), ahol e, ... e
az R™ standard bazisa.

n
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Legyen A € R™F tetsz. n x k mérett matrix. Ekkor
(1) tetsz. e; € R" és ¢; € R™ egyégvektorok esetén A - e; az A matrix j-dik
oszlopa, e - A pedig az A méatrix i-dik sora.
2)A-Iy=1,- A=A,
(3) Ha u € R* és v € R", akkor A - u az A oszlopainak, v' - A pedig az A
sorainak lin.komb-ja.
Biz: (1): Koénnyen latszik a definiciobol.

[en]

™

= Az e -tal szorzas hasonlo tulajdonsaga kovetkezik
az oszlopokrol sz6l6 fenti allitasbol és a transzpo-
naltak szorzasarol tanultakbol.
Az itt lathato abra ,transzponaltjanak” segitségé-
j vel sem nehéz errél meggydzGdni.

0 010 0
J

0

1

0
LO

A Ae

(2): Az A - I}, matrix j-dik oszlopa definicié szerint A - e;. Ez (1) miatt
épp az A métrix j-dik oszlopa Vj.

Hasonloan, I, - A i-dik sora (1) miatt az A i-dik sora Vi.
1 0... 0

O .

0
6 .. 0i
(gla Aoy e e vy Qk) (917Q27 7Qk)
A1
(3): Tth u = | Ekkor u = Mgy + ...+ \pey, igy aztén A-u =
Ak

A (Mg + oo+ Aeg) = MA e + oo+ A A gy, és (1) miatt A-e; az A
matrix j-dik oszlopa Vj.
A masik, v" - A-r6l 2616 tulajdonsag hasonléan igazolhato.
Tfh A oszlopai a',...,a" és B sorai by, ...,b,. Ekkor
(1) az AB szorzat j-dik oszlopa az a', ..., a" oszlopok linearis kombina-
civja, az egyiitthatokat pedig a b’ oszlop tartamazza.

O

(2) Hasonloan, az i-dik sor a by, ..., b, sorok linearis kombinacidja, még-
pedig az a, sorban szerepl egytitthatokkal.

Pelda: (3 4

—10 -1 -2 -4

( 2 3) ( 2 1 2
Biz: (1,2): A maétrixszorzas definiciojabol azonnal latszik, hogy az AB
szorzat j-edik oszlopa AV, az i-edik sora pedig a;B. Ezért a bizonyitando
allitas kozvetlentil adodik az el6z6 (3) részébdl. O
Ezzel igazoltuk a szorzatmétrix sorainak és oszlopainak egy kiilénés tulaj-
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donségat, nevezetesen, hogy ezek a szorzotényezdk sorainak ill. oszlopainak
lineéris kombinéciéi. Most azt igazoljuk, hogy ennél nem is kell t6bb ahhoz,
hogy egy matrixot szorzatalakban allitsunk el6.

Ha a C' matrix minden oszlopa az A oszlopainak linearis kom-
binacidja, akkor C' el6all AB alakban. Ha a C' matrix sorai az A sorainak
linearis kombinéacioi, akkor C' elsall C' = BA alakban.

Biz: Ha a C' matrix j-edik oszlopa az A oszlopainak lineéaris kombinaci-
6ja, akkor legyen b’ az a vektor, ami az A-beli oszlopokhoz tartozo egyiitt-
hatokat tartalmazza ebben a linearis kombinéacioban. Legyen B az a métrix,
amit az igy kapott by, b,, ... oszlopvektorok egymas utan irdsaval kapunk. A
matrixszorzas definicidja szerint ekkor AB = C.

Hasonlb6an, ha a, jeloli azt a sorvektort, amibe azokat az egytitthatokat
gytjtjlik 6ssze, amik a C' matrix i-edik soranak az B matrix sorainak lineéris
kombinaci6jaként torténd elgallitasaban szerepelnek, akkor az a,, a,, . . . sorok

alkott a A matrixra AB = C teljestil. U
Ha A’ ESA-okkal kaphato A-bol, akkor A’ = BA alaku.
Biz: Az imént bizonyitott miatt elegendd pusztan annyit iga-

zolni A’-rél, hogy minden sora el6alla az A matrix sorainak linearis kombinéa-
civjaként. Ez a tulajdonsig természetesen teljesiil a kiinduldsi A matrixra,
és konnyen lathato, hogy ha egy matrix ilyen tulajdonsagt, akkor a beldle
egyetlen ESA elvégzésével kapott matrix szintén ilyen tulajdonsagi marad.
Ezért az ESA-ok sorozatéval kapott A’ matrixra is fennall ez a tulajdonsag,
nekiink pedig pontosan ezt kellett igazolnunk. O

11.6 MAatrix inverze

Lattuk, hogy az I, egységmaétrix az n x n-es matrixok kozott gy viselke-
dik, mint a valds szamok korében az 1: barmit megszorozva vele a ,barmit”
kapjuk: X - I, =X,I,-Y =Y.

Ha ilyen irdnybol néziink a matrixszorzasra, akkor a valds szamokon értel-
mezett reciprokfogalom megfelelGje a négyzetes matrixok korében egy olyan
Y =,1/X” matrix, amire XY = [,,. Latni fogjuk, hogy bizonyos matrixok-
nak van ,reciproka”, mésoknak pedig nincs, épp gy, ahogy a 0-nak sincs
a valosak korében. Megallapitjuk, hogyan szamithato a ,reciprok” és mitél
fiige, hogy van-e.

Def: Az A € R™" matrix balinverze az A® métrix, ha APA =1,. Az
A7 matrix az A jobbinverze, ha AA’ = I,,.

Ha A-nak van bal- és jobbinverze is, akkor azok egyenldk.

Biz: A matrixszorzas asszociativitasa (atzarojelezhetGsége) miatt
AB = ABI, = AB(AAY) = (ABA)AY = LAY = A . O
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(Van A-nak balinverze) <= (A-nak van jobbinverze)

Ezt a tételt a szakaszban bizonyitjuk.

A-nak vagy semilyen inverze sincs, vagy van mindkét oldali. Ezért
A inverzét a tovdbbiakban A ~!-zel jeldljiik.

Kinz6 kérdés:

Miféle matrixoknak van inverze, és hogyan lehet azt megtalalni?

Részleges valasz: Csak négyzetes méatrixnak lehet inverze.

Ha A balrol invertalhato, akkor A sorai lin.ftn-ek.

Biz: Ha A balrol invertalhato, akkor APA = I,,. A métrixszorzas elébb
latott kiilonos tulajdonsdga miatt [, minden sora az A sorainak egy-egy
lin.komb-ja, vagyis I,, minden sora benne van az A sorai altal generalt altér-
ben. Mivel I, sorai bazist alkotnak R™-ben, ezért A sorainak is generalniuk
kell a teljes R™ teret. Ezért A soraibol kivalaszthatéo R™ egy béazisa. Mivel
A-nak n sora és a bazisnak n eleme van, ez a bazis csakis 0sszes sor egyiittese
lehet. Marpedig ha A sorai bézist alkotnak, akkor persze lin.ftn-ek is. 0

Ha A-nak van balinverze, akkor I,, elall A-bol ESA-okkal.

Biz: Mivel A sorai linearisan fiiggetlenek, ezért A sorai egy n-dimenzios
alteret, konkrétan a teljes R™ teret generaljak. Alakitsuk az A matrixot ESA-
ok segitségével RLA matrixsza! Az igy kapott A’ matrix n sora is a teljes R"
teret generalja. Ezért A’ sorai linearisan fiiggetlenek, igy A’-nek nem lehet
csupal sora. Tehat A" = I,,. O

(1) Minden ESA egy matrixszal torténd balszorzas.
(2) ESA-ok egymésutanja is egy matrixszal térténd balszorzas.
(3) Ha ESA-okkal A-bol I,, lesz, akkor AP-vel szoroztunk balrél.

Biz: (1): Konnyt ellenérizni, hogy ha I,-en elvégziink egy ESA-t, és a
kapott I’ matrixszal balrol megszorzunk egy n x k méreti A matrixot, akkor
a szorzatot megkaphatjuk gy is, hogy A-n végrehajtjuk ugyanezt az ESA-t.

(2): Ha az A métrixon ESA-ok egymésutanjat végezziik, akkor ezek mind-
egyike egy-egy balszorzasnak felel meg, igy k& db ESA utan kapott maétrix
Xi(Xg—1(. .. (X14)) ...). Ez a matrixszorzas atzarodjelezhetdsége miatt felir-
hato (... (XpXp 1) ... X1)A alakban is, vagyis az ESA-ok sorozatat megva-
losithatjuk gy is, hogy A-t balrol szorozzuk az X = ((... (XpXk_1)...X7)

matrixszal. 0
(3): Az ESA-ok sorozata egy M matrixszal torténd balszorzéasnak felel
meg. Erre az M-re teljesiil tehat, hogy M A = I,,. Ezért M = AB. O

Ha az (A|I,) matrixbol ESA-okkal RLA matrixot képeziink, és A
helyén megjelenik I,,, akkor I, helyén AP jelenik meg. Ha A helyén nem
jelenik meg I,,, akkor A-nak nincs balinverze.

Biz: Az el6z6 (3) részében azt lattuk, hogy az ESA-ok az AP-vel

torténd balszorzasnak felelnek meg. Ezért az atalakitott matrix jobb oldali
n x n-es része AP - I, = AB-nek adodik. O
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11.7 Inverzszamitas

Ebben a szakaszban konkrét példdkon keresztiil mutatjuk be az inverz ki-
szamitasdra most igazolt modszert, majd levezetiink egy, az inverz létezését
karakterizalo feltételt.

340
Példa: Keressiik meg a <§ (1) %) matrix balinverzét! Lassuk:

1 4-1 1-10 1411 -1 0 140316 —8 100(—1 -8 4
~(0-1 0/-1-63)~ (01 01 6-3)~ (0101 6-3)~ (010 1 6-3
(0—3 1‘—1 -1 1> (oo 1‘2 17 —8) <001‘2 17 —8> (001‘ 2 17 —8)

(i) 1]}

-1 -8 4
A bal oldalon egységmatrixot kaptunk, ezért AP = ( % 1? _§>
-1 -8 4
Ellenérzés: 1 6-3
2 17 =8
3 4 O 1 0 0 2 . 2 B J
201 0 1 0 gy6ztiink, s6t: A® = A7 .
512 0 0 1
-1 -8 4]100
1 6-3/010
2 17 -8|001

34 —1
Példa: Keressiik meg most a (% (f i) matrix balinverzét! Nosza:

34-1100 14-311-10 1 4-3 1-10 1 4-3
20 2(010) ~ (20 200 10) ~ (0 -8 8-2 30) ~ (0 8-8
51 4001 51 40 o1 0-19 19|-5 51 0-3 3
[1]~

1 4-3 1-10 14-3]1—1 0

~ (0-1 1-1-63) ~ (01-11 6-3
(0—3 3‘—1—11) <00 0‘2 17—8)

(1) - [1}-o{1m]

A bal oldali részben csupa0 sort kaptunk, tehat az A sorai altal generalt
alteret két vektor generalja, igy nem lehet benne harom fiiggetlen vektor.
Ezért A sorai nem generalhatjak a standard bazis elemeit, vagyis I,, biztosan
nem kaphaté meg A-boél balszorzassal, azaz A-nak nincs balinverze.

Ezzel a gondolatmenettel lényegében az alabbi allitast igazoltuk.

(1) Ha az A € R™™ maétrix sorai linearisan fliggetlenek, akkor
A-nak van balinverze, ha A sorai linearisan sszefliggék, akkor A-nak nincs
balinverze.
(2) Ha az A € R™™ matrix oszlopai linearisan fliggetlenek, akkor A-nak
van jobbinverze, ha A oszlopai linearisan Osszefiiggdk, akkor A-nak nincs
jobbinverze.

Biz: (1): Korabban lattuk, hogy ESA nem valtoztat a sorok altal generalt
altéren. Lépezzitk ESA-ok segitségével A-bol az A’ RLA maétrixot!

(=]
|
H
=
=
=
=
I
=
=
[
[\o]
H
=
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Tegytik fel el6szor, hogy A sorai linearisan fliggetlenek. Mivel az A sorai
altal generalt altér n-dimenzios, igy az A’ matrix sorai is n-dimenzios alteret
generalnak, ezért A’ sorai is linearisan fiiggetlenek. Nem tartalmazhat tehat
A’ csupa0-sort, ezért A’ sziikségképpen az egységmatrix. Ennek megfelelGen
az inverz képzésére szolgalod fent illusztralt modszer segitségével megkapjuk
A balinverzét.

Ha A sorai linearisan Gsszefliggk, akkor az A sorai altal generalt altér
dimenzi6ja legfeljebb n—1. A matrixszorzas kiilonos tulajdonsédga miatt tet-
sz6leges B métrix esetén a BA szorzatmatrix minden egyessor az A sorainak
linearis kombinécioja, tehat AB sorai egy legfeljebb (n —1)-dimenzios alteret
generalnak. Mivel az [, egységmatrix sorai n-dimenzios alteret generalnak,
ezért I, nem allhat el6 BA alakban, azaz A-nak nincs balinverze.

(2): A korabban latott (AB)T = BTAT azonossag miatt az A matrix-
nak ponotsan akkor van jobbinverze, ha az A" matrixnak van balinverze.
(1) miatt ez utébbi azzal ekvivalens, hogy A" sorai linedrisan fiiggetlenek.
A transzponalés definicidja miatt ez A oszlopainak linearis fliggetlenségével
egyenértéki. 0

11.8 Az inverz és a determinans kapcsolata

Tetsz. A € R™*"™ métrixra igaz, hogy
(A sorai lin.ftn-ek) <= (| 4| # 0)

Biz: Legyen V az A sorai altal generalt altér, és A’ az A-bol ESA-okkal
kaphato RLA matrix (ami fels§ haromszdgmatrix). Mivel ESA nem valtoztat
a sorok &ltal generalt altéren, ezért A’ sorai is V-t generaljak. Igy (A sorai
lin.ftn-ek) <= (dimV = n) <= (A’ sorai lin.ftn-ek) <= (A’-nek nincs
csupal sora) <= (A’ minden sordban van vl) <= (|4 =1) <=

(1A] # 0)
Az utols6 ekvivalencia azért igaz, mert ESA nem valtoztat a determinans
0/nem0 voltan. O

Tetsz. A € R™" maétrixra igaz, hogy
(A-nak van balinverze) <= (A-nak van jobbinverze)

Biz: (A-nak van balinverze) <= (A sorai lin.ftn-ck) <= (|A| # 0) <
(JAT| # 0) <= (AT sorai lin.ftn-ek) <= (A oszlopai lin.ftn-ek) <=
(A-nak van jobbinverze) O

Masféleképp is igazoljuk, hogy ha |A| # 0, akkor A invertalhato.

Tth A € R™" és legyen a B € R™" matrix ¢-dik soranak j-dik
eleme az A;; el6jeles aldeterminans. Ekkor AB = |A| - I,,.

Biz: Az AB i-dik soranak j-dik eleme az A i-dik soranak és B j-dik

oszlopanak skalaris szorzata, azaz a;1A;1 + a; 242 + ... + a; nAj,, ahol a;
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az A matrix i-dik soranak j-dik elemét jelenti. Ha ¢ = j, akkor ez az Gsszeg
épp az A i-dik sor szerinti kifejtése, vagyis |A|. Ha i # j, akkor ez az Osszeg
egy u.n. ferde kifejtés: annak az A" matrixnak az i-dik sor szerinti kifejtése,
amit A-bol ugy kapunk, hogy a j-dik sor helyére az i-ediket irjuk. Mivel A’

két sora egyforma, ezért |A’| = 0. O
A fenti tétel jeloléseivel: ha |A| # 0, akkor A™1 = ﬁB.
Biz: A- (ﬁB) = L (AB) = L(AlL) =1, = A~ = 1B O

Négyzetes matrix inverzének kiszamitasara két modszeriink is van:
vagy egy n X 2n méreti matrixbol RLA matrixot készitiink ESA-okkal, vagy
kiszamitjuk |A|-t és az Osszes elGjeles aldeterminanst.

Def: Az A € R™" métrix regularis (avagy invertalhatd), ha A-nak
van inverze, és szingularis ha nincs.

Tfh A négyzetes matrix. Ekkor (A regularis) <= (|A| #0) <=
(A sorai lin.ftn-ek) <= (A oszlopai lin.ftn-ek) <= (az A-bdl kapott RLA
méatrix minden sordban van v1)

Mit tanultunk matrixmiveletkrdl és az inverz-
rol?

e Koordinatanként értelmezett matrixmiveletek (6sszeadas, skalarral szor-
748)

e Vektorok skalaris szorzasa (3D: vektoridlis és vegyesszorzat)

e Matrixszorzas és elemi tulajdonsagai (disztributivitasok, asszociativi-
tasok, transzponélas)

e Szorzatmatrix sorainak és oszlopainak viszonya a tényezdk soraihoz és
oszlopaihoz

e Négyzetes matrixok ,reciproka” balinverz és jobbinverz
e Inverz létezése = sorok, oszlopok linearis fiiggetlensége
e Inverzszamitas ESA-okkal a kib6vitett métrixon

e Regularis (invertalhat6) matrixok jellemzése

e Inverzmatrix képlete elGjeles aldeterminansokkal



12. fejezet

Matrix rangja és
matrixegyenletek

Lattuk, hogy egy négyzetes matrixnak vagy a sorai is és az oszlopai is lin.ftn-
ek, vagy se a sorai, se az oszlopai nem azok. Lehet-e altalanositani ezt a
megfigyelést nem négyzetes matrixokra?

Ebben a forméban nem.

Ha mondjuk n < k és egy n X k méretti métrix sorai fiiggetlenek, akkor az
oszlopok n magassagt vektorok, tehat legfeljebb n lehet koziiliik fiiggetlen,
k semmiképp.

Van azonban egy jol hasznalhato altalanositasa a fenti ténynek. (T6bbek
kozott) azt fogjuk megmutatni, hogy ha egy M matrixnak van k lin.ftn sora,
akkor van k lin.ftn oszlopa is, és viszont.

Ebbdl kovetkezik pl. a négyzetes métrixok fenti tulajdonsaga is.

12.1 Matrix rangja

Def: Legyen A € R™* méatrix. Az A sorrangja s(A) = k ha az A sorvek-
toraibol kivalaszthato k lin.ftn de k 4+ 1 nem.

Az A oszloprangja o(A) = k ha az A oszlopvektoraibol kivalaszthato k
lin.ftn de £ + 1 nem.

Az A determinansrangja A legnagyobb nemnulla determinansu négyzetes
részmatrixanak mérete, jele: d(A).

Megj: Az A matrix m x m méreti négyzetes részmatrixa alatt olyan
matrixot értiink, amit gy kapunk, hogy kivalasztjuk A m sorat és m osz-
lopat. A részmatrixot a kivéalasztott sorok-oszlopok metszéspontjaban allo
elemek alkotjak. Nem kell tehat a kivéalasztott soroknak vagy oszlopoknak
szomszédosaknak lenniiik.

92
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(1) o(A) = s(AT).
(2) Ha Ay, Ay, ... ill. AY A% ... jeldli rendre A sorait és oszlopait, akkor
s(A) = dim (A, Ag,...) és o(A) = dim(A', A?,...).

Biz: (1): A transzponalt sorai a matrix oszlopainak felelnek meg.

(2) Legyen B az (A;, As,...) altér egy sorvektorokbol allo bazisa. Ekkor
egyrészt |B| = dim(A;, Ay, .. .), mésrészt B a sorok egy maximélis méreti
lin.ftn részhalmaza, ezért |B| = s(A). Tehat s(A) = |B| = dim(A;, A, .. .).

Az oszloprangra vonatkozo6 allitas hasonléan igazolhatd az oszlopvektorok
segitségével. Il

ESA soran a sorrang és az oszloprang sem valtozik.
Biz: Sorrang Minden ESA utan keletkezd sort generalnak A sorai. Ezért

ESA utan a sorok &ltal generalt altér nem béviilhet. Lattuk, hogy minden
ESA visszaalakithato legfeljebb 3 ESA-sal. Ezért ESA utan a sorok altal
generalt altér nem is sztkiilhet, u.i. a visszaalakitaskor nem tudna vissza-
béviilni. Tehat ESA utan a sorok éltal generalt altér nem valtozik. Ekkor a
dimenzidja sem valtozik, ami pedig az el6z6 megfigyelés miatt épp a széban
forgd sorrang.

Oszloprang Ha A egy oszlopa el6éall néhéany masik oszlop lineéris kombina-
civjaként, akkor ugyanez az oszlop ugyanilyen egytitthatokkal szintén elgall
egy ESA utan is. Ezért ha néhany oszlop az oszlopok &ltal generalt altér
bazisat alkotja, akkor ugyanezek az oszlopok ESA utan is generatorrendszert
alkotnak, és tartalmaznak egy bazist. Az ESA visszaalakithatosaga miatt ez
a bazis nem sziikiilhet, igy az oszlopok generalta altér dimenzidja (vagyis az
oszloprang) sem valtozik ESA utan.

Ha A RLA matrix, akkor s(A) = o(A) = vl-ek szama.

Biz: A vl-ekhez tartozé oszlopok az oszlopok altal generélt altér bazisat
alkotjak, igy o(A) a vl-ek szama.

RLA matrix csupa 0 sorait elhagyva a maradék (v1-t tartalmazd) sorok
lin.ftn-ek, hisz egyik se all el§ a tobbi lin.komb-jaként. Ezért s(A) is a vl-ek
szama, tehat s(A) = o(A). O

Tetsz. A matrix esetén s(A) = o(A).

Biz: Legyen A’ az A-bol ESA-okkal kapott RLA métrix. Ekkor s(A) =

s(A") = o(A") = o(A). O
(5(A) > k) = (d(A) > k)

Biz: =: Tth van k lin.ftn sor, ezek alkossik az A’ matrixot. Ekkor

k= s(A") = o(A’): A'-nek van k lin.ftn oszlopa. Alkossak ezek az A”
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méatrixot. Mivel o(A”) = k = s(A”), A” az A egy k X k méretd nemnulla
determinansu négyzetes részméatrixa. Tehat d(A) > k.

«: Tth A” egy k x k-as nemnulla determinanst négyzetes részmatrix. Az
inverzrél tanultaknal lattuk, hogy A” sorai lin.ftn-ek. Ezért az A” sorainak
megfelels A-beli sorok is lin.ftn-ek, vagyis s(A) > k. O

Tetsz. A matrixra s(A) = o(A) = d(A).

Biz: Ha s(A) = k, akkor az el6z6 allitas miatt d(A) > k.
Ha pedig d(A) = k, akkor s(A) > k. Ezért s(A) = d(A).

Korabban lattuk, hogy s(A) = o(A). O

Def: Az A € R™* matrix rangja r(A) = s(A).

Igy tehat nem csak definaltuk a rangot, hanem azt is latjuk, hogy a rangra
harom lényegesen kiilonb6z6 moédon tudunk gondolni.

Rang meghatarozasa:
ESA-okkal képzett (R)LA matrix vi-ei szdma.

12.2 A matrixrang két tulajdonsaga

Ha A, B € R™** akkor r(A + B) <r(A)+r(B) .

Biz: Tth ay,...,a,(4) az A lin.ftn sorai és by,...,b,(p a B lin.ftn so-
rai. Ekkor az ay,...,a,4) sorvektorok generdljdk A minden sordt, és a
by, ..., b,y sorok generaljak B minden sorat. Mivel A+B minden sorat gene-
raljak A sorai és B sorai, ezért A+ B sorait generdljak az ay, ..., a4y, 0y, - - 0y
vektorok is. Az A + B sorvektorai altal generalt altér dimenzidjara tehét
r(A+ B) <r(A)+r(B) teljestl. O

Ae R BeR = r(AB) < min(r(A),r(B)) .

Biz: Lattuk, hogy AB minden sora a B sorainak lin.komb-ja, ezért AB
sorvektorai altal generdlt altér része a B sorvektorai altal generalt altér-
nek. Igy az els6 altér dimenzioja nem lehet nagyobb a masodikénal, vagyis
r(AB) = s(AB) < s(B) = r(B).

Hasonldéan, AB minden oszlopa az A oszlopainak lin.komb-ja, tehat az
AB oszlopai altal generalt altér dimenzidja nem nagyobb az A oszlopai altal
generaltnal: r(AB) = o(AB) < o(A) = r(A).

Innen a tétel allitdsa kozvetleniil adodik. 0

12.3 Linearis egyenletrendszerek, mar megint

A matrixokat a lineéris egyenletrendszerek modszeres megoldésahoz vezettiik
be, majd kiilonféle hasznos dolgokat tudtunk meg a roéluk. Fel tudjuk-e
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hasznélni ezt a tudast a lineéris egyenletrendszerekkel kapcsolatos problémék
megoldéasa soran?

Hat persze. Figyeljiikk meg, hogy a linearis egyenletrendszer voltaképp
egy maétrixegyenlet.

1

Példa: (%g)
— 325+ 524 = —6 z
T1 — 93 + 9Ty 10-3 5\ /—6
01 7-2) \ 11

To + Trs — 2x4 = 11

Az (A]b) kibdvitett egylitthatoméatrixhoz tartozé linearis egyen-
letrendszer ekvivalens az Az = b matrixegyenlettel, ahol x = (z1,...,2,)"
az ismeretleneket tartalmazo oszlopvektor.

Kinzo6 kérdés: Mit jelent matrix-vektor terminologidban, hogy az Ax =
b linearis egyenletrendszer megoldhato?

Frappans valasz: A kérdés voltaképpen az, hogy mikor talalhaté olyan
x oszlopvektor (konkrét szamokkal), amire Az = b teljesiil.

Lattuk: Tetsz. A, B matrixra (B el6all AX = B alakban) =
(B minden oszlopa az A oszlopainak lin.komb-ja)

Ha A oszlopai A',..., akkor (Jz : Az =b) < (be (A',...))
> ((AY,.. ) = (b, AL,..)) < (dim(Al,...) =dim(b, AL,...))

s (r(A) = r(A]p)).

Biz: Az elsé két formula mindegyike azt jelenti, hogy b el6all az A, ...
oszlopok linearis kombinaciojaként. Habe (A', .. ), akkor nyilvan (A!,...) =
(b, A',...). Ha pedig ez utobbi alterek megegyeznek, akkor a bal oldali altér
tartalmazza b-t, azaz b € (A',...). Tehat a harmadik formula is ugyanazt
jelenti, mint az els6 kettd.

A negyedik formula bal oldalan szerepld altér része a jobb oldalon sze-
replének, tehat a dimenziojuk pontosan akkor egyenld, ha e két altér meg-
egyezik. Ezért a negyedik formula is ekvivalens az eddigiekkel. A rang defi-
nicidja utani megfigyelés (2) része ill. a rang és oszloprang egyenlésége miatt
r(A) = o(A) = dim(A',...), és innen kozvetleniil adédik az 6todik formula
ekvivalenciaja a negyedikkel. Il

12.4 Négyzetes egylitthatomatrix és egyértelmii
megoldas kapcsolata

A linearis egyenletrendszerek elméletében fontos kérdés, hogy mitél fiigg a
megoldéas egyértelmiisége. Korabban méar lattuk, hogy n ismeretlen esetén
legaldbb n egyenlet sziikséges ahhoz, hogy a megoldas egyértelmi legyen.

Kinzo6 kérdés: Lehet-e kovetkeztetni a megoldés egyértelmtiségére pusz-
tan az egyiitthatomatrix alapjan?
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Valasz: Ez a kérdés négyzetes egyiitthatomatrixra érdekes igazéan.

Ha ugyanis az egyilitthatoméatrixnak tobb oszlopa van, mint ahany sora,
akkor a tanult modszerrel torténé megoldas soran vagy tilos sort kapunk,
vagy lesz szabad paraméter, igy a megoldas biztosan nem egyértelm.

Ha pedig a sorok szama tobb az oszlopokénal, akkor a tanult modszerrel
torténs megoldés soran kapott RLA matrix egyiitthatokat tartalmazo részé-
nek lesz csupal sora, ezért az, hogy van-e tilos sor fiigg a konkrét b vektortol
is.

Ha tehat az egyiitthatomatrix nem négyzetes, akkor biztosan tartozik
hozza olyan lineéris egyenletrendszer, amelyiknek nincs egyértelmi megoldé-
sa. Négyzetes matrixokra viszont egy egyszeriien ellenérizhetd, a jobboldalon
allo konstansoktol fliggetlen feltétel teljesiilésén mulik, hogy egyértelmi-e a
megoldas.

Ha AeR™"™: (Az=0b egyért. megoldhato) <= (]A|#0)

Biz: = Indirekt bizonyitunk: tegyiik fel, hogy |A| = 0. Lattuk, hogy
ilyenkor A oszlopai nem linearisan fiiggetlenek, ezért A oszlopainak valamely
nemtrivialis linearis kombinécidja 0-t ad: dy # 0 : Ay = 0. Ezért ha z az
Az = b megoldasa, akkor A(z +vy) = Az + Ay = b+ 0 = b miatt z + y is
megoldas. Tehat az Az = b matrixegyenletnek ha van is megoldésa, az nem
egyértelmi. Ez ellentmondés, tehat A oszlopai lin.ftn-ek, ezért |A| # 0.

<: Most azt tessziik fel, hogy |A| # 0. Ekkor A reguléris (azaz invertal-
hato), gy A~'-zel szorozhatunk balrol. Ezért z egyértelmt, hiszen

Az =b] = [z= Lo = (A" Az = A7 (Az) = A7), 0

Mit tanultunk matrixok rangjarol és matrixegyen-
letekrol?

e Sor-, oszlop- és determinansrang

e Rangfogalmak egyenlGsége

e Rang meghatarozasa ESA-okkal

e Matrixmiveletek hatasa a rangra

e Linearis egyenletrendszer matrixegyenlettel ekvivalens

e A megoldhatosag jellemezhet6 a b vektor és az A egyiitthatomatrix
oszlopai generdlta altér viszonyaval

e n xn egyenletrendszer egyértelmi megoldhatosaga az egytlitthatomatrix
regularitdsan mulik



13. fejezet

Linearis leképezések

Ha A € R™** akkor v — Aw olyan RF — R™ leképezés, amire a matrixszorzas
azonossagai miatt Vu,v € R¥, VA € R-re
(1) AQw) = X+ Av ill. (2) A(u+v) = Au + Av teljesiil.
Ha az A matrixszal torténd balszorzéssal definialunk egy, az R™ térbél az RF térbe
képez6 fiiggvényt, akkor a fenti tulajdonsagok teljesiilnek. Ennek érdemes nevet adni,
mert fontosak azok a fliggvények, amik rendelkeznek ezzel a tulajdonsaggal.
Def: Tth U < RF és V < R". Az f: U — V linearis leképezés, ha homogén és
additiv, azaz ha Vu,v € R*, V) € R esetén
(1) f(hw) = Af(v) ill. (2) f(u+v) = f(u) + f(v) teljesiil.
Példa: Lin.lekép R2-bsl R2-be (a szokasos helyvektorokon) az origora tiikrozés, az
origo korili forgatas, az x tengelyre vetités, vagy egy origon dtmend egyenesre tiikrozés.
R? — R? linearis leképezés, ha pl. az stk minden (x,y) pontjdhoz a tér (2z,0,y/2) pontjat
rendeljiik.
Tetsz. A € R™* matrixra az A-val torténd balszorzas R¥-bol R"-be hato
linearis leképezést definial.
Kinzo6 kérdés: Minden lin.leképezés megadhatd méatrixszorzassal?
Megnyugtato valasz: Igen.
Ezt most igazolni fogjuk.
Tfh U < R*¥,V < R™. Ekkor f: U — V linlekép <= f zart a lin.komb-ra,
azaz f(30_ M) = S0 Nf () YA, -
Biz: =: Mivel f additiv és homogén, ezért
FOquy + oo+ Apuy) = fFawg) + o4 FOwug) = Mf(ug) + .o+ Ao f(uy,), azaz f zart a
lin.komb-ra.
<: Ha f zart a lin.komb-ra, akkor
f(Au) = Af(uw), hisz Au az u lin.komb-ja, tovabba f(u+v) = f(lu+1v) = 1f(u)+1f(v) =
f(w) + f(v),
tehat f homogén is és additiv is. Egyszoval f lin.lekép. O
Ha f:U — V linlekép, B = {by,...,b,,} az U bazisa és u = Zle Aib;, akkor
flu) = Zle Aif(b;), azaz a béziselemeken felvett értékek egyértelmiien meghatarozzak a
lin.leképezést.

Annak az igazolasahoz, hogy minden f linearis leképezés el6all méatrixszal torténd
balszorzassal, elegendd csupén azt megmutatni, hogy van olyan [f] méatrix, amire f(b;) =
[f]b; teljesiil Vb,-re. Legyen u = A1b; + A2by + ... tetszoleges. Ekkor a fentiek alapjan
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fw) = A1 f(by) + Aaf(by) + ... = A1[f]by + A2[f]by + - .. = [f]u. Ezért minden u vektor f
szerinti f(u) képe megkaphato az [f] matrixszal torténd balszorzassal.

Tfth U < R,V < R", {by,...,b,,} az U bazisa és v;,...,v,, € V tetsz.
vektorok. Ekkor van olyan A € R™** méatrix, amire Ab, = v; teljesiil V1 < i < m esetén.

Biz: Legyen B = (b,...,b,,), és C = (vy,...,v,,). A Lemma é&llitasa ekvivalens
azzal, hogy van olyan A matrix, amire A- B = C. A maétrixszorzas kiilonos tulajdonsaga
kapcsan azt lattuk, hogy pontosan akkor van ilyen A ha C' minden sora el6all B sorainak

linearis kombinéci6jaként. Ezt fogjuk tehat most igazolni.

Mivel B béazis, ezért B oszlopai lin.ftn-ek. Igy a B ESA-okkal RLA matrixsza transz-
formalt alakja (eq,...,e,,), azaz I, all az RLA matrix tetején. Ezért I, minden sora
elgall a B sorainak linearis kombinaciojaként. Minden m oszlopbdl all6 matrix, igy C' is
megkaphato6 I,,, sorainak linearis kombinaciéjaként. Tehat C' sorai elallnak nem csak I,,,
de B sorainak lin.komb-jaként is. O

Tetsz. f : U — V lin.lekép esetén van olyan [f] méatrix, amire [flu = f(u)

teljestil Vu € U esetén.
(Azaz minden lin.leképezés tkp egy méatrixszal torténd balszorzas.)

Biz: Legyen {b,...,b,} az U altér egy bazisa. A fenti Lemma szerint van olyan [f]
métrix, amire [f]b;, = f ( ;) teljesiil minden baziselemre. Az u — [f]u olyan linearis leké-
pezés, ami a b, baziselemeken megegyezik f-fel. Mivel a linearis leképezést a béaziselemek
képe meghatarozza, ezért f(u) = [flu Vu € U. O

Azt fogjuk most megfigyelni, hogyan is kell az f linearis leképezés [f] matrixat kiszéa-
mitani a baziselemek képeinek segitségével.

13.1 Linearis leképezés matrixa

Ha f : R* — R" lin.lekép., akkor [f] = (f(e1),.--, f(e))-

Megj: A fenti Allitas azt mondja ki, hogy az f lineéris leképezést balszorzassal meg-
valosito [f] matrixot ugy kapjuk meg, hogy a standard bazis elemeinek képeit, mint osz-
lopvektorokat egy méatrixba rendezziik.

Biz: Azt kell megmutatni, hogy [f]v = f(v) teljesiil Vv € R¥-re.
£

Lattuk, hogy [fle; = (f(e1), f(€2),-- -, fen)) €& = f(e;)
Ha tehat v = Y. | Aie;, akkor

[flv= [f](Z?zl Aig;) = Z;L:l Ailfle; = Z?:l Aif(e;) = f(ZZLl Aie;) = f(v)

(A 2-dik és 4-dik egyenlgségnél f ill [f] linearis kombinacio tarté tulajdonsagat, a
3-diknal pedig a bizonyitas elején szerepld megfigyelést hasznaltuk.) O
Def: A fenti [f] matrix az f : RF — R” linearis leképezés matrixa.

Ccos Oé)

Példa: Legyen f, az origo koriili a szogi elforgatds R%-ben. Ekkor fo(e;) = (Sina
il faley) = (aRE). fey (] = (S0 ~529).
Tfh f: R® — RF és g : RF — R linearis leképezések. Ekkor go f : R” — R
is linearis leképezés, ahol (go f)(v) = g(f(v)) és [go f] = [g][f]-
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Megj: A Lemma azt mondja ki, hogy linearis leképezé- e ;(:z 777777777
sek egymasutanja olyan linearis leképezés, aminek a matrixa a o |
két linearis leképezés matrixanak a szorzata, ahol a bal oldali -
tényezd a masodiknak elvégzett leképezés matrixa. Csina e coda

Biz: El6szor g o f linearitasat igazoljuk: g¢(f(Mw)) =
g(A\f(w) = Ag(f(u)) homogen, ill. g(f(u+v)) = g(f(u) +
f(©) = g(f(w) + g(f(v)) linearis. Tehat go f csakugyan line-
aris leképezés.

Végiil a kompozicioméatrixrol szolo képlet helyességét bizonyitjuk. A tanultak szerint
lg.0 f) i-dik oszlopa g(f(e,)) = [g]([fle,). Lattuk, hogy [fle, az [f] i-dik oslopa, gy
[9]([fle;) a [g] matrix szorzata az [f] matrix i-dik oszlopaval. Ez pedig nem maés, mint az
[9][f] szorzatméatrix i-dik oszlopa.

Ezek szerint a [g o f] méatrix i-dik oszlopa megegyezik a [¢][f] méatrix i-dik oszlopaval
(Vi-re), igy aztén [g o f] = [g][f]- O
korabban igért ,jigazi” bizonyitashoz.

Ha értelmesek a miiveletek, akkor A(BC) = (AB)C.

Biz: Legyenek A, B ill. C az f,g és h linearis leképezések matrixai. Ekkor A(BC)
az fo(goh), (AB)C pedig az (f o g) o h leképezés méatrixa. Marpedig f o (g o h)(v) =
f(g(h(v))) = (f o g) o h(v) miatt e leképezések azonosak, igy a méatrixaik is egyenlék. [

A fenti példaban szerepld elforgatasokra igaz, hogy fo+s = fa o f3, 18y

(a5 st 80 <t =it = (25 o) (52 o) =
_ fcosacos B —sinasin 8 —sinacos § — cosasinﬁ)
~ sinacos B+ cosasinfS  cosacos —sinasinf

Innen cos(a+ ) = cosacos f—sinasin § ill. sin(a+ ) = sin asin S+ cos a cos 5 ado-
dik. Linearis leképezések és a matrixszorzas asszociativitasanak felhasznalasaval varatlan
modszerrel igazoltuk a trigonometrikus fliggvényekre vonatkozé addicios képleteket.

Mit tanulhattunk volna linearis leképezésekr6l?

e Matrixszal torténd balszorzéas (mint leképezés) additiv és homogén.

e Additiv és homogén leképezést linearis leképezésnek neveziink.

e Minden linearis leképezés megkaphaté matrixszal torténé balszorzéasként.

e Barmely linearis leképezés egyértelmitien megadhato egy bézis elemeinek képeivel.
e A baziselemek képei meghatarozzak a linearis leképezés matrixat.

e Linearis leképezések egymasutanja (kompozicidja) szintén linearis leképezés.

e A kompozicioként kapott linearis leképezés maéatrixa az 0sszekomponélt linearis le-
képezések matrixainak szorzata.

o Az RZ-beli origo koriili forgatés linearis leképezés. Forgatésok kompozicidja forga-
tas, a leképezés méatrixanak felirdsabol pedig a trigonometrikus addicios képletek
adodnak.
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