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Gyakorlatok

1. Tegytik fel, hogy a G Osszefiiggs grafnak egyetlenegy elvagd pontja van. Tegyiik fel tovabb4,
hogy a G komplementerének minden e élhez ismert az e kiépitésének koltsége. Tervezziink
olyan hatékony algoritmust, amely az iménti inputhoz megtalal egy olyan minimélis koltségi
élhalmazt, melynek kiépitésétsl a kapott graf 2-6sszefiiggévé valik, azaz nem lesz elvagd pontja.

Mivel G Osszefliggs, ezért azt kell elérni, hogy ne legyen elvagd pontja. Ezt pedig tigy tudjuk megtenni, a v
elvago pont elhagyasaval keletkez6 komponensek kozé addig huzunk be éleket, amig Gsszefiigg6vé nem valik az
a graf, aminek csiicsai e komponensek, élei pedig a behuizott élek. Ebbdl a szempontbol kizardlag annak van
jelentGsége, hogy G — v melyik komponensparjai kozott futnak az élek, és az érdektelen, hogy az él a két adott
komponensnek konkrétan melyik csticsait koti 6ssze. Két komponenst szintén nincs értelme két éllel 6sszekotni.

Ezért minden komponenspérra megkeressiik az ket 6sszekotd legolesobb élt, és csak ezekkel foglalkozunk. Igy
a feladat nem mas, mint a G — v komponensei kézé a lehets legolesobb modon kell éleket behtzni tgy, hogy
Osszefiiggs grafot kapjunk. Ebben a formaban azonban ismerds a feladat, épp a minimalis koltségii feszitéfa
keresésérdl van sz6. Az eljarasunk tehat az, hogy G — v komponensein, mint csticsokon egy Kruskal algoritmust
futtatunk, ahol két komponens kozott futd él koltsége a két komponens pontjait 6sszekots élek legolesébbikanak
koltsége lesz. O

2. Tegyiik fel, hogy a G 0Osszefiiggs grafnak van olyan 2-komponense, amely G minden elviagé élének tartalmazza
valamelyik végpontjat. Hogyan fiigg a G 2-komponenseinek szamatol azon élek minimalis szdma, amelyeket
behtuzva G-be a kapott graf 2-élosszefiiggdvé valik?

A feladatbeli feltétel azt jelenti, hogy a széban forgd 2-komponensen kiviil G minden més 2-komponense
levélkomponens, és G minden elvago éle mentén egy-egy ilyen levélkomponens kapcsolodik a szoban forgd 2-
komponenshez. Az oran tanult tétel szerint a 2-él6f tulajdonsag eléréséhez sziikséges élek minimalis szama
[w—‘, és a mi esetlinkben ¢'(G) = 0, {(G) pedig G elvago éleinek szama, legalabbis akkor, ha a

kozponti” 2-komponens nem levélkomponens. Ennek megfelel§en a formula nem més, mint %], ahol ¢ a G
elvago éleinek szama. Ha pedig a kdzponti 2-komponens is levélkomponens, akkor ebbdl is pontosan egy elvagd
él indul ki, amikoris G-nek 6sszesen egy elvago éle, és 2 db levél 2-komponense van, &m a formula szerencsére

ekkor is helyes, hiszen egy élre van sziikség a 2-él16f tulajdonsag eléréséhez, és a formula is ennyit ad.

Egyébként az orai tétel alkalmazasa nélkiil is latszik, hogy g él behuzaséaval elérhets a 2-é16f tulajdonsag. Ha
ugyanis a levélkomponenseket Gsszeparositom és a parokat a egy-egy él mentén 6sszekotjiik, majd az esetlegesen
kimarad6 péarositatlan levélkomponenst (mondjuk) a koézponti komponenshez kétjiik be, akkor épp {%W élt
hasznalunk, amiknek a behtzasa utdn nem marad elvago él, tehat G-t csakugyan 2-é16f-vé tettiik.

3. Tegyiik fel, hogy a G 0Osszefliggs grafnak van olyan maxblokkja, amely tartalmazza G minden elvagd pontjat.
Tervezziink olyan hatékony algoritmust, amely az iménti inputhoz megtalél egy olyan minimalis mérett élhal-
mazt, melynek kiépitésétdl a kapott graf 2-szeresen (pont)osszefiiggové valik. (A G graf maxblokkjai a G olyan
Osszefiiggé maximalis részgrafjai, amelyek nem tartalmaznak elvago pontot.)

A szoéban forgd maxblokkon kiviil minden mas maxblokk levél, és a behtzandé élek szama legalabb a le-
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vélblokkok szamanak fele, azaz legalabb [ Azonban ugyanazon az elvagé ponton tébb levélblokk is

kapcsolodhat, igy figyelni kell arra is, hogy legalabb b(G) — 1 élre van szilikség. Az eljaras ezért a kovetkezs. Ha

a levélblokkok Osszeparosithatok gy, hogy minden par két tagja kiilonbo6zé elvagd pontokhoz tartozzék (eset-

leg egy kimaradé maxblokk megengedésével, akkor a parok kozé éleket behtizva, a kimaradd maxblokkot pedig
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tetsz6leges masik maxblokkhoz hozzakotve (de nem az elvagd pontjabol indulo éllel) { élt hasznalunk.

Ez optimalis megoldas.

Ha viszont nem lehet a levélblokkokat igy parositani, annak az oka, hogy b(G) tébb mint fele a levélkomponensek
szamanak. Ekkor a b(G)—1 db azonos elviagd pontra illeszkeds levélblokkbol annyit, amennyit lehet mas elvago
ponton il6 maxblokkal kétiink Gssze, a b(G) maxblokkbol ezek utan megmarad6 k& maxblokkot pedig pedig ugy
kotozgetem Ossze k — 1 éllel, hogy az elvagd pont elhagyasaval keletkezs részeik Gsszefiiggd grafot alkossanak.
(Tkp egy egy fat épitek az elvagd pont elhagyasaval keletkez6 komponenseken.) O



4. Tegyiik fel, hogy a G Gsszefiiggs grafban nem talalhatd harom egymastol pontdiszjunkt részgraf, melyek mind-
egyike pontosan egy éllel kapcsolodik a maradék grafhoz. Mutassuk meg, hogy G legfeljebb egy tovabbi él
hozzéavételével 2-élosszefiiggsvé tehetd.

A feladatbeli feltétel lényegében azt fogalmazza meg, hogy G 2-komponensei kozott nincs 2-nél tobb levél-
komponens. Mivel G Osszefiiggs, ezért izolalt kompnense sincs. Ezek szerint a 2-él6f tulajdonsag eléréséhez
sziikséges 1 élek szama a levélkomponensek szaménak a fele, vagyis 1. (Egyébként az is konnyen latszik, hogy
G 2-komponensei egy ut mentén helyezkednek el, és az ut két végén talalhato levélkomponensek kézé behizott
él megfelels a 2-élof tulajdonséig eléréséhez. O

5. Tegyiik fel, hogy G olyan Osszefliggs graf, melynek 11 maxblokkja és 6 elvagd pontja van. Igazoljuk, hogy 5 él
behuzéaséaval elérhets, hogy G 2-szeresen (pont)osszefiiggs legyen.

A tanultak szerint sziikséges élek min. szdma max(b(G) — 1, [w—‘ ). Mivel G &f, nincs izolalt blokk

(m/(G) = 0) mivel 1-nél t6bb elvagd pont van, ezért nem lehet minden maxblokk levélblokk, tehat m(G) < 10.
Akkor kéne legalabb 6 él, ha b(G) > 7 lenne. De ekkor a T-es elvagd ponttol kiilonb6z6 minden elvago
pontot tartalmazza egy olyan maxblokk, ami az adott pont elhagyasakor a 7-es elvagd pontot nem tartalmazo
komponensbe esik, és ezek a maxblokkok pként kiilénb6zsk. De ekkor legalabb 7 4+ 5 = 12 maxblokkja lenne
G-nek. |

6. Adjunk meg olyan eljarast, ami tetszéleges irdnyitatlan G input graf esetén meghatéarozza a legkisebb olyan k
pozitiv egész szamot, amire hozzdadhatd G-hez k €l Ggy, hogy a kapott graf 2-szeresen élosszefiiggs legyen, és
a hozzéadott élek utat alkossanak.

Ha G minden 2-komponense izolalt, akkor ha G Gsszefliggs, akkor 0 a valasz. Ha G nem 0Osszefiiggs, és minden
2-komponense 1-pont, akkor G-nek nincs éle, ezért barhogyan is adunk hozza egy utat, nem lesz 2-él6sszefiiggs.

Minden egyéb esetben vagy van G-nek olyan izolalt 2-komponense, ami legalabb 2 cstucsot tartalmaz, vagy van
G-nek két olyan levél 2-komponense, amik ugyanahhoz a komponenshez tartoznak.

Ugy adunk hozzé egy utat G-hez, hogy az minden izolalt és levél 2-komponenst érintsen, tovabba, ha van egy
legaldbb kétcsiicsu izolalt 2-komponens, akkor annak egyik csticsabol induljon és egy masikba érkezzen, ill.
ha ilyen nincs, akkor egy levélkomponensbdl induljon, és ugyanezen komponens egy masik levélkomponensébe
érkezzen az ut. Egy igy konstrualt it hozzédadasa nyoméan egyetlen elvago él sem marad a kapott grafban,
tovabba az ilyen ut £(G) + ¢/(G) — 1 élt tartalmaz. Mivel minden izolalt és levél 2-komponenst érintenie kell
a hozzadadott éleknek, ezért ennél kevesebb éli uttal nem lehet megoldani a feladatot, ez tehéat a keresett
minimum.

7. Keressiink minimalis vagast a Nagamochi-Ibaraki algoritmus segitségével egy legalabb 6-pontt (nem feltétleniil
egyszeri) grafban.

Hat tessék, itt van a példa az el6adasrol. Esetleg érdemes vmi 6-7 ponti random grafon is megprobalni.
1

8. Bizonyitsuk be, hogy tetszsleges véges G = (V, E) grafban talalhatok olyan (up,w;) és (ug,ws) pontpérok,
amikre wy # wa, valamint A(u1, wy) = d(wy) és A(ug, we) = d(ws) teljestil.

Az oran azt tanitottak, hogy a maxvissza sorrend utols6 két pontja rendelkezik ezzel a tulajdonsaggal, azaz
ha vy,vs,...,v, egy maxvissza sorrend, akkor u; = v,_1,w; = v, jO vilasztds. Csupan egy masik hasonld
tulajdonsagt (us,ws) part kell talalni ugy, hogy wy killonbozzék wi-t6l. Ehhez elegends egy masik maxvissza
sorrendet talalni, aminél garantalni tudjuk, hogy az utolsé cstics nem w; lesz.



10.

Azért annyira ez se bonyolult: készitsiink ugy egy masik maxvissza sorrendet, hogy wi az els6 cstucs ebben a
masik sorrendben. Az utolso csiics igy garantaltan nem wy lesz, tehat az igy kapott maxvissza sorrend utolsd
két csicsa megfelel us-nek és wo-nek. O

Megj: a Gomory-Hu fa barmely levele és annak szomszédja ilyen part alkotnak.

Tegyiik fel, hogy amikor a Nagamochi-Ibaraki algoritmus segitségével hatarozzuk meg a G (nem feltétlentil
egyszeri) graf élosszefliggdségét, akkor a max-vissza sorrendben utolso cstcsok fokszamai rendre az alabbiak:
7,9,4,6,7,7,6,8,6,7,9. Hatarozzuk meg G élosszefiiggsségi szamat, A(G)-t. Allapitsuk meg, legkevesebb hany
élt kell behtzni G-be ahhoz, hogy a kapott graf 6-szorosan élosszefiiggs legyen.

Az 6ran tanultak szerint A(G) megegyezik a Nagamochi-Ibaraki algoritmus soran a maxvissza sorrendbeli utolso
cstcsok fokszamai koziil a legkisebbikkel. Ez a konkrét esetben A(G) = 4-nek adodik.

Mivel a G graf 4 €l elhagyasaval szétvaghato, ezért a 6-szoros élosszefiiggiség eléréséhez legalabb 2 él behuzasa
sziikséges.

Azt allitjuk, hogy 2 él elegendd is. Vegyiik észre, hogy a harmadik 6sszeolvasztas utan kapott G graf élosszefiig-
gbsége 6, hiszen G3-ra a Nagamochi-Ibaraki algoritmus abban kiilonbo6zik az eredeti G-re végrehajtottol, hogy
az utobbi esetben még harom tovabbi Osszeolvasztas miatt harom tovabbi minvagasjelolt adodik (konkrétan
7,9 és 4.

Az is igaz, hogy az els6nek Osszeolvasztott két cstucs kozott volt 7 pként élidegen tt, ezért ezt a két cstcsot
a G semmilyen 6-nal kevesebb élt tartalmazo vagésa nem szepardlja. Ugyanez elmondhaté a masodiknak
Osszeolvasztot két csicsra: ennek a miveletnek a sordn sem veszett el G-nek 6-nal kevesebb élt tartalmazd
vagasa. Ezért ha a harmadiknak Gsszeolvasztott két csiics kozé két tovabbi élt huzunk, akkor ezaltal a harmadik
maxvissza sorrend tovabbra is maxvissza sorrend marad, 4&m a minvagas jelolt immar 6 élt fog tartalmazni.
Mivel innent6l minden vagésjelolt legaldbb 6 élt tartalmaz, ezért a két j éllel kiegészitett graf 6-szorosan
élosszefliggd lesz. A feladat méasodik kérdésére tehat pontosan 2 a valasz. O

Megjegyzés: a fenti gondolatmenetben a ,harmadiknak Gsszeolvasztott két csics” kozé kellett két aj élt behtizni,
mikozben e két csics (a korabbi Gsszeolvasztésok miatt) nem biztos, hogy az eredeti G grafnak is cstcsa volt.
Sebaj, ha az eredeti G-ben tgy huzzuk be a két emlitett élt, hogy az a harmadiknak Gsszeolvasztott két cstcs
kozott vezessen, akkor az megfelel§ lesz, hiszen az els6 harom alkalommal olyan cstucsparokat olvasztottunk
Ossze, amelyeket nem szeparalt 6-nal kisebb vagas.

Tegylik fel, hogy amikor a Nagamochi-Ibaraki algoritmus segitségével hatérozzuk meg a G multigraf élosszefiig-
gbségét, akkor a max-vissza sorrendben utolsé csiicsok fokszamai rendre az alabbiak: 7,9,6,4,7,5,4,8,4,7,9.
Hatéarozzuk meg G élosszefliggdségi szamat, A(G)-t. Igaz-e, hogy G-nek bizonyosan van olyan legfeljebb 4
elemd X ponthalmaza, hogy X és a komplementere kozott futo élek szama megegyezik A(G)-vel?

Az oran tanultak szerint A\(G) megegyezik a Nagamochi-Ibaraki algoritmus soran a maxvissza sorrendbeli utol-
s6 csucsok fokszamai kozil a legkisebbikkel. (2 pont)
Ez a konkrét esetben A(G) = 4-nek adodik. (1 pont)
Olyat is tanitottak, hogy A(v,—1,v,) = d(v,), azaz a maxvissza sorrend utolsé két pontjat elvalaszto vagasok
kozott minimélis szamu élt tartalmaz az a vagas, amelynek egyik oldalan a maxvissza sorrendbeli utols6 csics
all. (2 pont)
Mivel minden egyes maxvisszasorrend-szamitas utdn a sorrend két utolsdé pontjat Osszeragasztjuk, ezért ami-
korra a negyedik maxvissza sorrendben az utolso csics foka 4 lett, addig 6sszesen 3 Osszeragasztast hajtottunk
végre. Ezért a negyedik maxvissza sorrend utolsd csicsa altal reprezentalt X ponthalmaz G-nek legfeljebb 4
pontjat tartalmazhatja. (3 pont)
Mivel ez az X a G egy minimélis vigasat hatarozza meg, ezért a masodik kérdésre igenls a valasz: van olyan
legfeljebb 4 elemii ponthalmaza G-nek, ami G minimalis vagasat indukilja. (2 pont)
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1. Igazoljuk, hogy ha G-nek van fiilfelbontasa, akkor G barmely két fiilfelbontasa ugyanannyi
fillet tartalmaz.

Barmilyen fiilet is ragasztunk egy grafra, ennek nyomén az ijonnan bevett csicsai szamanal eggyel tobb 4j él
keletkezik. Mivel a kiindulasi grafnak 1 csticsa és 0 éle volt, és minden fiil 1-gyel névelte az élszam és csiicsszam
kiilonbségét, ezért ha G-nek van filfelbontasa, abban pontosan |E(G)| — |V(G)| + 1 fiilnek kell szerepelnie,
barmelyik fiilfelbontast is tekintjiik.

2. Tegylik fel, hogy a G graf 2-é16f és nincs 2-foku csticsa. Bizonyitsuk be, hogy van G-nek olyan e éle, amire a
G — e graf is 2-él6f. Igaz-e hasonlo allitas a 2-él6f helyett 2-6f tulajdonsaggal?

Mindkeét allitas igaz. Tekintsiik G egy fiilfelbontasat, és nézziik az utolso fiillet. Ez vagy a keresett e él, vagy
tartalmaz 2-foka pontot.

3. Tegyiik fel, hogy a G grafnak van olyan fiilfelbontasa, amelyikben egy fiil paros sok, az Osszes tobbi pedig
paratlan sok élt tartalmaz. Igazoljuk, hogy G-nek van teljes parositasa.

Tfh a paros fiil az u és v csticsokat koti Ossze. A péaros fiil felragasztasa el6tt a graf a 4 feladat szerint kritikus
volt, ezért létezik olyan péarositasa, ami u-t fedetleniil hagyja, minden més csicsot lefed. Ekkor a péaros fiil
éleibsl talalhatd olyan parositas, ami a fiil cstucsait és u-t fedi, v-t nem. A két parositis egyiitt a paros fiil
felragasztasa utan keletkezs graf teljes parositdsa lesz. (Ld. a 3. 4brat.)

Minden ezt kdvets paratlan fiil paros sok 1j cstucsot ad a grathoz. Ha a meglévs parositasunkhoz mindig
hozzéadjuk a fiil belsd csiicsait kipéarosito fiil-éleket, akkor mindig az épp felépitett graf egy teljes parositasat
kapjuk. (Ld. a 4. abréat.)

Ezért a feladatban leirt G-nek bizonyosan van teljes parositasa. |

4. Tegyiik fel, hogy a G grafnak olyan fiilfelbontasa van, amelyben minden fiil paratlan sok élt tartalmaz. Mutas-
suk meg, hogy G minden v csicsdhoz talalhatdé G egy olyan M péarositasa (azaz kozos végpont nélkiili éleinek
halmaza), hogy a v csics kivételével G minden csicséra illeszkedik M-beli él.

A feladatban leirt tulajdonsaggal rendelkezé grafot a tovabbiakban kritikus grafnak nevezziik.

Tekintsiik G paratlan fiilfelbontasat. Az elsé fiil egy ptn kor, ez bizonyosan kritikus: barmely cstcsét is hagyjuk
el egy ptn kornek, egy paros sok csiicsot tartalmazé utat kapunk, aminek van teljes parositasa. Azt ellendrizziik,
hogy barhol is allunk meg a fiilek felragasztasaval, a kapott graf szintén kritikus lesz. Ehhez azt kell ellenérizni,
hogy ha egy G kritikus grafra paratlan fiilet ragasztunk, akkor a kapott G’ graf szintén kritikus lesz.

Azt kell tehat bizonyitani, hogy G’ barmely u csticsara (G’ — u)-nak van teljes parositasa. Ha w a fiil egy
csucsa,akkor a fiil éleibdl talalunk olyan péarositast, ami a fiil minden mas cstucsat fedi. Raadésul a fiil paratlan
volta miatt a fil egyik végpontjat (amit hivjunk v-nek) fedni fogjak az igy valasztott élek, a masikat nem.
Ezt a parositast ki lehet egésziteni a G — v graf egy teljes parositasaval, és igy megkapjuk G’ — u egy teljes
parositasat. (Ld. az 1. abrat. Az elsd korben vélasztott parositas éleit sotét, az ezt kiegészits parositas éleit
vilagos szinnel jeloltiik.)

Ha azonban u nem a fiilén, hanem a G grafon van, akkor G — u-nak van teljes parositasa, hisz G kritikus, és a
G'-t kialakito fiilon paros sok tovabbi cstcs van, amiket a fiilén lehet kiparositani. (Ld. a 2. 4brat.)

Minden u-ra van tehat G’ — u-nak teljes péarositasa, ezért a paratlan fiil felragasztasa megérzi a graf kritikus
voltét, ezzel pedig az allitast igazoltuk. |
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5. Tegyiik fel, hogy egy G gratban v(G) < w teljesiil a maximaélis parositas v(G) méretére. Bizonyitsuk
be, hogy ha G-nek van fiilfelbontasa, akkor G barmely fiilfelbontasaban a paros sok elt tartalmazo6 fiilek szama
legalabb |[V(G)| — 2 - v(G) + 1.

Ha G egy filfelbontasa nem tartalmaz paros fiilet, akkor a 4. gyakorlat miatt G maximaélis parositdsa egy
cstcs hijan G minden cstcsat fedi, igy v(G) = % Ezt kizarja a feltétel, tehat G barmely fiilfelbontésa
tartalmaz legalabb egy péaros fiilet.



Jelolje p(G) a G graf filfelbontasédhoz sziikséges péaros sok élt tartalmazo fillek minimimalis szamat. Azt kell
igazolni, hogy p(G) > |V(G)| — 2v(G) + 1. Ezzel ekvivalens a v(G) > w Osszefiiggés. Ez utobbi
pedig azonnal latszik, ha sikeriil igazolni, hogy G-nek van olyan parositasa, ami legfeljebb p(G) — 1 csucsot
hagy fedetleniil, hiszen egy ilyen parositas élszama w, igy v(G) ennél kisebb nem lehet.

Rogzitsiik a G graf p(G) péros fiilet tartalmazo fiilfelbontasat. Ennek segitségével megadjuk G egy olyan
parositasat, ami Osszesen p(G) — 1 cstucsot hagy fedetleniil. Tekintsiik a rogzitett fiilfelbontasban az els6 paros
fillet és alljunk meg ezen paros fiil hozzdadasa utdn. Az igy kapott félkész G’ grafnak a 3. gyakorlat miatt
van teljes pérositasa, azaz egy olyan parositisa, ami G’ minden csucsat fedi. Ezt a parositast bévitjiik G
egy p(G) — 1 cstcsot fedetleniil hagyod parositasava. Ehhez csupan azt kell tenni, hogy minden paratlan fiil
hozzaadasakor (amikoris paros sok cstucsot adunk G-hez), az addigi parositast olyan élekkel bévitjik, amik
a fiilon hozzaadott j csicsokat teljesen kiparositjak. Egy paros fiil hozzdadéasakor paratlan sok 1j cstccsal
novekszik a félkész graf; ilyenkor ugy bévitjiik a meglevs parositast, hogy a fiilon 1évé 0j csicsokat egy hijan
parositjuk ki. Ezaltal minden péaros fiil hozzdadaséaval 1-gyel n6 a fedetlen csiicsok szdma, tehéat az Gsszes fiil
hozzéadasa utdn G olyan parositasat kapjuk, amiben a fedetlen csticsok szama pontosan p(G) — 1.

. Igazoljuk, hogy minden erdsen Gsszefiiggs G graf elGallithato egy iranyitott korbdl kiindulva iranyitott fiilek
egymas utani hozzavételével.

Az o6rai bizonyitas iranyitott esetben is elmondhato.

Tetsz. wv €l esetén uv egy vu-uttal iranyitott kort alkot, kiindulasnak épp jo. Ha a félkész grafrol lelog egy
él, akkor a megkonstrualatlan cstcsbol/cstcsba van iranyitott it a mar megkonstruélt csticsokba/csticsokbol.
Ez az ut a lelogo éllel egyiitt egy iranyitott fiilet alkot. Ha méar G minden csticsat megkonstrualtuk, akkor a
hidanyzo6 élek fiilekként hozzavehetdk.

. Tegyiik fel, hogy a G graf erGsen Osszefiiggs. Bizonyitsuk be, hogy ha G nem egy kor, akkor elhagyhatdé G
egy éle agy, hogy a kapott graf erésen Gsszefliggd maradjon vagy talalhaté G-ben olyan irdnyitott ut, aminek
a csucsait G-bdl elhagyva erésen Osszefliggd grafot kapunk.

Az iranyitott filfelbontas utolsé fiile megfelel.
. Tegyiik fel, hogy a G grafnak van olyan fiilfelbontéasa, amelyikben az elsé fiil egy C5, minden tovabb fiil pedig 2

élt tartalmaz. Bizonyitsuk be, hogy G minden éle kiszinezhets a piros, vagy zo6ld szinekkel gy, hogy egyetlen
él kapja meg mindkét szint, tovabba a piros és a zold élek is G egy-egy feszit6fajat alkossék.

A C5 egy élét kétszintre, egy élét pirosra és egy élét zoldre szinezziik. Minden tovabbi fiil egyik élét pirosra, a
masikat zoldre festjiik. Igy minden félkész grafnak lesz egy fehér éle és egy piros ill. zold feszitéfaja.
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1. Igazoljuk, hogy a maximalis parositas v(G) méretének meghatarozasara %—kézelitést kapunk,
ha a G grafban moh6 médon valasztunk diszjunkt éleket egészen addig, amig mar nem lehet
a korabban valasztottaktol diszjunkt, Gjabb élt talalni.

Mutassuk meg azt is, hogy ha ezt az algoritmust tgy fejlesztjiikk tovabb, hogy megprébalunk
minden mohon talalt uv élt helyettesiteni egy xu és egy yv éllell a parositas altal fedetlen,
alkalmas x és y csicsokra, akkor amennyiben mar egyik megadott moédon sem novelhets a
pérositéas, akkor az algoritmus egy % kozelitést ad.

A nem bdgvithets parositas végpontjai egy lefogd ponthalmazt adnak, ezért, ha M nem bévithets, akkor 2| M| >
7(G) > v(G).

Ha nincs M-hez 3 éld javito ut, akkor minden javito at legfeljebb 3/2-szerannyi 1j élt tartalmaz, mint régit.

2. Futtassuk le a halmazfedési problémara tanult moho algoritmust konkrét példan.

3. Keresslink hatékony kozelité algoritmust a halmazfedési probléma aldbbi altalanositasara.
Adott egy n elemt U alaphalmazon az 57,9, ..., S, részhalmazok rendszere és adottak a
c(S;) > 0 koltségek. A cél, hogy ugy valasszunk ki néhény részhalmazt a fentiek koziil, hogy U
minden elemét legalabb két kivalasztott részhalmaz tartalmazza és a kivalasztott részhalma-
zok Osszkoltsége a lehetd legkevesebb legyen. Milyen multiplikativ hibaval tudjuk kozeliteni az
optimalis megoldast?

Mohon valasztunk halmazokat, mindig azt, amelyik a legkisebb fajlagos koltséggel fedi az eddig (elégszer)
le nem fedett pontokat. Mindig csak azon részhalmazok koziil valasztunk, amelyek még nem szerepelnek a

fedésben. Ha aj,as, ..., as, sorrendben fedjiik a csticsokat (minden csics kétszer szerepel a sorrendben), akkor

a; fedésének a fajlagos koltsége legfeljebb ﬁ - OPT lesz, ahol OPT az optimélis duplanfedés 6sszkoltsége.

(Ha ugyanis az optimalis fedésbdl elhagyjuk a méar kivalasztott halmagokat, akkor az optimalis fedés maradék
halmazai megfelel6 multiplicitassal fedik a még lefedendd pontokat.) Igy aztén az osszkoltség fels becslésére
OPT - (35 + 575 + ...+ 1) adodik.

4. Keresslink hatékony kozelité algoritmust a halmazfedési probléma aldbbi altalanositasara.
Adott egy n elemi U alaphalmazon az S, S, ...,S,, részhalmazok rendszere és adottak a
c(S;) > 0 koltségek. A cél, hogy ugy vélasszunk ki néhany részhalmazt a fentiek koziil, hogy
a a kivalasztott részhalmazok U-nak legalabb k elemét tartalmazzak és a kivalasztott rész-
halmazok 6sszkoltsége a lehetd legkevesebb legyen. Mennyire tudjuk leszoritani a kozelités

multiplikativ hibajat?

Legyen OPT az U halmaz k eleme lefedésének minimalis koltsége. A feladat most abban kiillénbozik a hal-
mazfedéstsl, hogy elég tetszGleges k elemet lefedni, nem kell az Gsszeset. Természetesen ismét moho algo-
ritmussal dolgozunk, mint a legolcsébb fedés esetén, csak annak érdekében, hogy hasznalhatd becslést kap-
junk, kicsit masképp érdemes szamolni a fajlagos koltséget. Nevezetesen, tth mar néhény elemet lefedtiink
a mohon valasztott halmazainkkal és még ¢ elemet kell fedni a k lefedéséhez. Ekkor egy S* halmaz al-
tal meghatarozott fajlagos koltség c(S%)/m lesz, ahol m most nem az S;-beli mindeddig lefedetlen pontok
szdma, hanem ennek amennyiségnek kell a minimumat képezni f-lel. Az S; szerinti fajlagos koltség tehat
f(S%) =¢(S%)/min (4,|U\ (S*TUS?U...U Si_l)‘). A moho algoritmus altal i-diknek valasztott halmaz tehat
az az S* lesz, ami az el6z6 mennyiséget minimalizalja.

Amikor az alaphalmazbdl a j-dik elemet fedjiik le a moho algoritmus szerint, akkor legfeljebb j—1 elem volt mar
lefedve, tehat az OPT koltségi optimalis lefedésben vannak olyan halmazok, amik szoba jonnek a j-dik elem
lefedésére, s6t, ezek a halmazok legalabb k — (j — 1) elemet fednek le az eddig fedetlenek koziil, 6sszkoltségiik
pedig legfeljebb OPT. Ezért mar ezen halmazok kozott is van olyan, ami legfeljebb OPT/(k — j + 1) fajlagos
koltséggel fed valamely elemet, igy a moho valasztasbol kifolyolag az j-diknek lefedett elem fajlagos koltsége sem
haladja meg ezt az értéket. A moho algoritmus altal megtalalt megoldas Osszkoltségét ugy is megkaphatjuk,
mint az egyes lefedett elemekhez tartozo fajlagos koltségek Osszegét, amit ezek szerint igy tudunk becsiilni:
> e(SH) <OPT-(1/k+1/(k—1)4...+1/1) <OPT - (1 + Ink).

5. Az inputként megadott 2-¢élosszefiiggd G grafnak egy lehetd legkevesebb éld 2-élosszefiiggd
feszits részgrafjat keressiik. Igazoljuk, hogy az alabbi algoritmus ennek a feladatnak egy 2-
kozelitéset adja. Valasszuk ki G egy F feszit6fajat, majd a G — F grafnak egy F” feszits erdejét
(azaz G — F minden komponensének egy feszitéfajat). Az output az F'U F’ élhalmaz.



Két dolgot kell igazolni: egyrészt, hogy F U F’ 2-¢16f feszitG részgrafot hataroz meg, masrészt pedig, hogy
legfeljebb 2-szer annyi éle van, mint az optimumnak Ha F U F’-ben lenne egy e elvago él, akkor e € F, hiszen
ha F' minden élét megdriznénk, akkor Gsszefiiggd maradna a graf. Mivel F' — e két komponense k6z6tt nem fut
éle se F-nek, se F'-nek, ezért G egyetlen éle sem kotheti ossze e két részt. Tehat e a G-nek is elvago éle, volt,
ami ellentmondas, igy F' U F’ valoban 2-él6sszefiiges grafot alkot.

Ha H egy minimélis élszama 2-él6f feszit6 részgraf, akkor minden fokszama legalabb 2 (kiilénben ugyanis lenne
elvago éle), igy H élszama legalabb a fokszamosszeg fele, ami legalabb n. Az F élszama n — 1, az F'-¢ is
legfeljebb ennyi, szoval az output legfeljebb 2n — 2 élt tartalmaz, ami kevesebb, mint az optimum 2-szerese.

. Gyakoroljuk az SPT, LS ill LPT {itemezés keresését ill. az FF és FFD ladapakolasi eljarasokat
konkrét példékon.

. Bizonyitsuk be, hogy minden Pm||C,.x tipust iitemezési feladat esetén van a munkaknak olyan
sorrendje, amire listas tlitemezés (azaz az LS algoritmus) az adott inputhoz tartozé minimalis
atfutasi idgvel iitemez.

Tekintslink egy olyan S litemezést, ami a megadott inputra garantalja a minimalis atfutési id6t. Modositsjuk
az S litemezést ugy, hogy egyetlen gépen se legyen iiresjarat: minden M géphez az M-re {itemezett minden
egyes J; munkat kezdjiik el azonnal, amint a J; munkat megel6z6 munka M-en befejez6dott. Vilagos, hogy egy
optimalis iitemezés ettdl optimélis marad, hiszen igy egyetlen gép sem dolgozik tovabb annal, mint ameddig a
S iitemezés szerint dolgozna. Tth ebben a modositott S litemezésben a munkak kezdési idSpontja a Ji, Jo, . ..
sorrendet hatarozza meg. (Az egyszerre kezd$z6 munkak sorrendje tetszélegesen valaszthato.)

Ha az LS algoritmust a munkaknak ebben a Jp,Js,... sorrendjében futtatjuk, akkor az igy kapott litemezés
ugyan eltérhet S’-t8], de csak annyiban, hogy egy munka mas gépre keriil (de ugyanakkor kezdédik), mint S’
szerint. Ezaltal a munkak kezdési (igy befejezési) idSpontja sem valtozik. Ezért az LS szerinti litemezés atfutési
ideje megegyezik S’-ével, tehat minimalis.

. Tegyiik fel, hogy a Ji, Js, ... munkikat az S {itemezés ugy iitemezni 42 gépre, hogy az atfutéasi
id6 42, az atlagos atfutasi id6 pedig 24 legyen. Mutassuk meg, hogy ugyanezek a munkak
iitemezhetSk 21 gépre ugy, hogy az atfutési id6 legfeljebb 84, az atlagos atfutasi id§ pedig
legfeljebb 45 legyen. (Egyébként olyan litemezés is van, amire az atfutasi ids legfeljebb 84, az
atlagos atfutasi id6 pedig legfeljebb 39.)

Konnyt olyan iitemezést késziteni 21 gépre, amivel a munkak atfutasi ideje legfeljebb 84 lesz: képezziink az S
titemezésben szerepls 42 gépbdl 21 part és feleljen meg minden ilyen (M (a), M (b)) gépparnak egy M (ab) gép
az S’ iitemezésben. Utemezziik erre az M (ab) gépre mindazon munkikat, amelyeket S az M(a) vagy M (b)
gépre litemezett. Mivel az M (a)-ra iitemezett munkék Ssszmegmunkalasi ideje legfeljebb 42, és ugyanez igaz
az M (b) gépre ilitemezett munkakra is, az S’ itemezés mind a 21 géphez gy fog munkakat hozzarendelni, hogy
az Osszmegmunkalési id6 egyik gépen se legyen tobb 42 + 42 = 84-nél.

Ugy akarjuk az S’-t megvalasztani, hogy az atlagos atfutasi idS se legyen tobb 45-nél. Ezért a 21 gép mind-
egyikén az oda iitemezett munkakat SPT sorrendben, azaz a megmunkalasi id6é névekvs sorrendjében végezziik
el. Az oran tanult tétel szerint ez a sorrend minden egyes gépre minimalizalja az ottani atlagos atfutasi idét.
Ahhoz, hogy megmutassuk, hogy az atlagos atfutasi idG ezen iitemezés mellett legfeljebb 45, mutatunk egy
masik, ennél rosszabb atlagos atfutasi idét ado S” iitemezést, és err6l mutatjuk meg, hogy ez legfeljebb 45
atlagos atfutasi id6t eredményez.

Ezt az S {itemezést minden M (ab) gépre az alabbiak szerint hatarozzuk meg. Tegyiik fel, hogy S az M(a)
gépre legalabb annyi munkat {itemezett, mint M (b)-re. Ekkor S” az M (ab) gépen elGszor az eredetileg M (a)-ra
iitemezett munkakat iitemezi (az S szerinti sorrendben), majd ezeket kovetik az M (b)-re {itemezett munkak,
szintén az S szerinti sorrendben. Ezéaltal minden, eredetileg M (a)-ra iitemezett munka ugyanakkor fog kezddni
(és befejezddni is) mint S szerint, és minden, eredetileg M (b)-re titemezett munka legfeljebb 42-vel késsbb fog
kezdddni (ill. végz&dni), mint S szerint. A )", C? 6sszeghben szerepls tagoknak igy legfeljebb a fele véltozik,
és minden megvaltozott tag legfeljebb 42-vel novekszik meg. Ha tehat e helyett az Gsszeg minden tagjahoz
21-et adunk, akkor attol az 0sszeg nem csokken, az atlag azonban pontosan 21-gyel novekszik. Ezért az atlagos
atfutéasi id6 az S” titemezés szerint legfeljebb 24421 = 45, és nekiink pontosan egy ilyen tulajdonsagi titemezés
létezését kellett igazolnunk. Hab a tortan, hogy a gépeket SPT szerint iitemez6 S’ még ennél is jobb lehet.

. Tegytik fel, hogy 7 munka Osszvégrehajtasi ideje 42. Igazoljuk, hogy lehetséges ezeket a mun-
kédkat egy gépre iitemezni gy, hogy az atlagos atfutasi id6 legfelejebb 24 legyen.

Az o6ran tanultak szerint az SPT sorrendben torténd {litemezés adja a lekisebb atlagos atfutasi id6t, ezért azt
kell megmutatni, hogy ebben a sorrendben ez a mennyiség legfeljebb 24. A legrévidebb munka hossza legfeljebb
42/7 = 6. A két legrovidebb munka Gsszhossza legfeljebb 2 - 42/7 = 12, sit, az i legrovidebb munka 6sszhossza
legfeljebb i - 42/7. Ezek szerint az els6 munka legkésébb ¢ = 6-ban, a masodik legkésébb ¢t = 12-ben, az
i-dik legkésébb t = 6i-ben fejezédik be. Az atlagos atfutési idét tehat feliilrél becsiiljiik akkor, ha ezekkel az
értékekkel szamolunk, azaz, ha feltessziik, hogy mind a 7 megmunkalasi id6 pontosan 6. Mivel a 6,12,...,42
szamok atlaga (6 4 42)/2 = 24, ezért az atlagos atfutési id6 is legfeljebb 24 lesz az SPT sorrendben torténd
itemezés esetén.



10.

11.

Egy gépen 10 munkat 100 idGegység alatt végeztiink el ugy, hogy az atlagos atfutasi id6 épp
68 volt. Mennyi id6 alatt végeztiik volna el a munkakat forditott sorrendben, és mennyi lett
volna igy az atlagos atfutasi idg?

Természetesen a munkak forditott sorrendben torténd elvégzéséhez is 100 idSegységre van szitkség. (Ha ez nem
vilagos, gondolkodjunk el azon, hogy ha a farkasok egymas vallara allva szeretnék elérni az agvégen kuksold

kismalacot, akkor hogyan érdemes ezt megtenniiik: alulra alljanak a magasak és feliilre az alacsonyak, vagy
forditva.)

Az atlagos atfutasi id6 meghatarozasihoz reprezentaljuk az eredeti sorrendben végrehajtott munkakat a szam-
egyenesen, mégpedig a végrahajtasuknak megfelel§ idSintervallumokkal. Ekkor az utolsénak befejezett munka
kivételével minden egyes munka befejezéséhez tartozik forditott sorrendben egy masik munka befejezése, ugy,
hogy a két megfelels atfutéasi id§ Gsszege pontosan 100. Ezért e két sorrendhez tartozéd atfutasi idék Gsszege
9-100 + 100 + 100 lesz, ahol a mésodik tag az utolsé6 munka atfutasi ideje (ennek nincs pérja), a harmadik tag
pedig a forditott sorrendben utolsé munka atfutasi ideje (ami szintén nem pérja semelyik mésik munkanak.
Az atlagos atfutasi id6 a két sorrenddel szamolva 1100/20 = 55. Ezek szerint az eredeti sorrendbeli atlagos
atfutasi id6 és a forditott sorrendbeli atlagos atfutasi idé atlaga éppen 55. Itt nem részletezett szamitasok azt

mutatjak, hogy ekkor a forditott sorrendhez tartozo atlagos atfutasi ids 42.

Az abran lathato graf csicsai munkakat jelentenek, és /}1 T
minden cstcsra az adott munka megmunkalasi ideje van @
rairva. A graf egy wv élének jelentése az, hogy a v
munkat csak az v munka befejezése utan lehet elkezde- %
ni. Keressiink minimélis atfutasi idejd iitemezést arra
az esetre, ha ugyanazon a gépen kell minden munkat
elvégezni. Mennyi a minimalis atfutasi idS, ha tetszd- 6 &6
legesen sok gépet hasznalhatunk? h 7 j
Hatarozzuk meg az atfutasi id6t 2 gépre torténd listas iitemezés esetén, ha mindig azt a munkéat
iitemezziik kovetkezének az elvégezhetSk koziil, amelyik neve az ABC-ben a legeldl all.

A munkékat olyan sorrendben kell elvégezni, amelyben a graf minden éle balrol jobbra mutat. Ez a topologikus
sorrend definicitja, ilyet kell keresni pl. forrastorléssel. Ez a sorrend adja meg az iitemezést, és az atfutési id6
termeészetesen az Osszmegmunkalasi id6, konkrétan 56 lesz. (Topologikus sorrend pl a b, a,c,e,d, h, f,i,7,k, g.)

Ha tetszGlegesen sok gépiink van, akkor minden munkat tudunk kiilén gépre litemezni, igy az atfutasi idé a
precedenciafeltételekbdl adodik. Az utolsénak befejezett J; munkat akkor tudtuk elkezdeni, amikor az utolsd
olyan J, munkat fejeztiik be, ami sziikséges volt J; elkezdéséhez. A Jo kezdete persze az utolsonak befeje-
zett olyan .J; munka befejezési id6pontja, ami Jy kezdéséhez sziikséges. Es igy tovabb. Azt kapjuk, hogy a
minimélis atfutési id6 megkaphato a Jp, Jo, ... munkik Osszmegmunkélasi idejeként, ahol ezek a munkéikat a
precedenciafeltételek miatt csak egyféle sorrendben, egymas utan tudjuk elvégezni. Tehat a minimaélis atfutési
id6 megegyezik az ilyen munkalancok &sszmegmunkalasi idejének maximumaval. Ezt tgy is megfogalmazhat-
juk, hogy a grafba bevezetiink egy 1j ¢ cstcsot, G minden csticsabdl vezetiink ¢-be egy irdnyitott élt, majd az
igy kapott graf minden uv irdanyitott élére élhosszként rairjuk az v munka megmunkalasi idejét. Nekiink ebben
a grafban kell maximalis hosszusagu iranyitott utat keresniink.

Hat ez meg épp a PERT feladat, amit méar pazarul megtanultunk, a topologikus sorrend megkeresését pedig
a feladat els§ része miatt mar el is végeztikk. (A PERT feladat megolddsa minden csticshoz hozzarendel
atfutasi id6t biztositod iitemezés szerinti.) A bal oldali abra a PERT szerinti kezdési id6ponto az egyes cstcsok
mellett piros szinnel szerepelnek. A legkorabbi kezdési id6pontokat meghatarozo élek szintén megvastagitva

szerepelnek.
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A kétgépes iitemezés soran az alabbi események kévetik egymast (1d. a jobb oldali abrat):

e ¢ = (-ban b-t elkezdjiik az I. gépen.
e { = 1-ben a-t elkezdjiik az I. gépen, c-t a II-on.



e { = 8-ban e-t elkezdjiik a II. gépen.

e { = 26-ban d-t elkezdjiik az 1. gépen, f-et a II-on.
o ¢ = 28-ban h-t elkezdjiik az I. gépen.

o ¢ = 30-ban f befejezédik a II. gépen

e t = 34-ban i-t elkezdjiik az I. gépen.

e t = 38-ban j-t elkezdjiik az I. gépen.

e t = 40-ban k-t elkezdjiik az I. gépen.

e t = 1-ban g-t elkezdjiik az I. gépen.

e { = 43-ban g befejezédik az 1. gépen és ezzel minden munkét végrehajtottunk.

12. Tegyiik fel, hogy a ladapakolasi feladat egy konkrét inputjahoz az FF algoritmus 42 ladat
hasznal fel. Bizonyitsuk be, hogy ha ugyanehhez az inputhoz két és félszer akkora ladak
allnak rendelkezésre, akkor a konkrét feladatot az FF algoritmus meg tudja oldani legfeljebb
21 ladaval. Bizonyitsuk be, hogy 21 ladanal kevesebbet az FF algoritmus nem tud garantélni.

21 nagy ladanal kevesebbet sem az FF, sem mas algoritmus nem tud garantalni. Ha ugyanis 42 db 0,9 méretd
targyat kell elpakolni, akkor ahhoz mindenképp 42 kis ladara ill. 21 nagy ladéra van sziikség.

Az FF kisladas megoldésa segitségével definidljuk a kovetkezd referenciamegoldast 21 nagy ladara. Az elss két
kislada tartalméat pakoljuk az els6 nagyba, a harmadik és negyedik kislada tartalmat a méasodik nagy ladaba, és
igy tovabb. Latjuk, hogy 21 lada elég, igy most azt igazoljuk, hogy alkalmas sorrend esetén az FF algoritmus
is garantalja-e legfeljebb 21 l4da hasznélatat.

Az FF algoritmust most a targyak olyan sorrendjében alkalmazzuk, hogy elére vessziik a referenciamegoldas
szerint az els6 nagy ladadba pakolt dolgokat, ezek utédn jon a mésodik nagy ldda tartalma és igy tovabb.
Ekkor minden targy vagy a referenciamegoldas szerinti ladajaba keriil, vagy egy azt megel6z6be. Ezért az FF
algoritmus ilyen sorrend esetén legfeljebb a referenciamegoldasban szerepls 21 nagy ladat fogja hasznalni.

Megjegyzések: (1) A fenti bizonyitas garantéalja, hogy nem lesz sziikség 21-nél tobb ladara. Elképzelhetd
persze, hogy kevesebb lada is elég. Ha pl 84 db 0,35 méretd targyat kell elcsomagolni, akkor az FF-nek kis
ladabol 42 kell, nagybol viszont csak 12.

(2) A fenti bizonyitas akkor is mikodik, ha a nagy 1ladak nem két és félszer, hanem csak kétszer akkorak mint
a kicsik. Azonban ebben az esetben az FF algoritmus nem biztos, hogy boldogul 21 ladaval akkor, ha nem
modositunk a targyak elcsomagolasi sorrendjén. Ha pl. a doboz mérete (a tortekkel torténd szamolas elkertilése
végett) 10, és a targyak 6,6,6,6,5,5,5,5,4,4, 4,4 sorrendben érkeznek (tehat az FFD-r8l van sz6 valojaban),
akkor pontosan 6 ladara van sziikség. Ha azonban a ldda meérete 20, akkor mér 4 lada kell ugyanehhez a
sorrendhez, 3 lada nem elég. Tanulsagos ezt ellendrizni.

(3) Ha a nagy ladak két és félszeresei a kicsiknek, akkor nem vilagos, hogy a (2) megjegyzésben bemutatott
jelenség el6fordulhat-e. Nevezetesen, hogy a referenciamegoldasban szereplé nagy ladaszam nem elég az FF
algoritmusnak, ha ugyanabban a sorrendben pakol. Ezt se bebizonyitani, se megcafolni nem tudom.



