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Tudnival6k

Def: A G = (V, E) iranyitott graf elvigo éle (elvigo pontja) a G olyan e éle (olyan v pontja),
amelyre (G — e)-nek ((G — v)-nek) t6bb komponense van, mint G-nek. A G graf 2-éldsszefiiggd, ha
G Osszefiiggs és G-nek nincs elvagd éle. A G graf 2-dsszefiiggd, ha G 6sszefliggs, legalabb 3 cstcsa
van és G-nek nincs elvago pontja. A blokk olyan 6sszefiiged graf, aminek nincs elvagd pontja. A
G mazxblokkja a G maximélis blokk részgrafja, a G 2-komponense pedig a G tartalmazasra nézve
maximélis 2-élosszefiiggs részgrafja.

Megfigyelés: Tetsz6leges G véges, iranyitatlan graf esetén
(1) A G 2-komponensei a G elvago éleinek elhagyéasaval kapott graf komponensei.
(2) A 2-komponensek faszerten csatlakoznak egymashoz G elvago élei mentén. (Minden 2-komponenst
egy-egy cstcsba Gsszevonva G-bdl egy kormentes grafot (erdst) kapunk.)
(3) A G maximalis blokkjai faszerten csatlakoznak egymashoz. (Azaz a To(G) graf erds, ahol T(G)
csucsai a G blokkjai és G elvagd pontjai, élei pedig az illeszkedd blokk-elvagd pont péarok.)

Def: A G graf K 2-komponense levél, ha K a G-nek pontosan egy elvagd éléhez csatlakozik. A
K 2-komponens izoldlt, ha nem csatlakozik hozza G egyetlen elvago éle sem, azaz ha K a G egy
olyan kompnense, ami 2-élosszefiiggs.

Def: A G graf levélblokkja a G olyan B blokkja, amely G-nek pontosan egy elvagd pontjat
tartalmazza. A B blokk izoldlt, ha B nem tartalmazza G egyetlen elvagd pontjat sem, mas szoval a
B blokk a GG egy kompnense.

Tétel: A G gratba a 2-¢élosszefiiggdség eléréséhez behtizandé élek minimaélis szama [w—‘

ahol £(G) ill. £/(G) a G levél ill. izolalt 2-komponenseinek szaméat jeloli.

Tétel: A G grafba a 2-Osszefliggéség eléréséhez (azaz G blokkjainak Osszeolvasztéasahoz) be-
hizando élek minimalis szama max {b(G) -1, [w—‘ }, ahol m(G) ill. m'(G) a G levél ill.
izolalt blokkjai szama, b(G) pedig a G-bdl egy cstics elhagyaséaval keletkezé komponensek maximaélis
szama.

Def: Legyen G = (V, F) multigraf. Ekkor u,v € V' cstcsaira A(u,v) jeloli az u-bol v-be vezets
pként éldiszjunkt utak max szaméat. A G élosszefiiggdségi szama A\(G) := min{A(u,v) : u,v € V}
megegyezik azon élek minimélis szaméval, amelyek elhagyasa utdn G mar nem marad Osszefiiggd.

Def: A G vdgdsa alatt a G csucsainak egy valodi X részhamazabol indulo élek E(X) halmazat
értjiik. A vagast (ha nem okoz félreértést) azonosithatjuk az azt meghatarozé X ponthalmazzal. A
G minimalis vdgdsa a G olyan vagasat jelenti, amely a lehets legkevesebb élt tartalmazza.

Megfigyelés: Adott u,v-re egy folyamalgoritmussal meghatarozhato A(u,v), ezért (72‘) folyam-
algoritmussal talalhatéo minimalis vagas. (S6t: n — 1 is elég, hiszen u rogzithetd.)

Tétel: Tth a G = (V, FE) n cstcst graf élein adott a ¢ : F — R, kapacitasfiiggvény, ésaz X C V
csticshalmaz a G egy E'(X) minimalis vagasat hatarozza meg. Ha c-vel ardnyos eloszlassal valasztjuk
G egy véletlen élét, akkor P(e kilép X-bdl) < % .

Ko6v.: (1) Az el6z6 Tételben az X minimélis vagas legalabb "T’Q valoszintiséggel tuléli az e él
Osszehizésat.

(2) Ha a Tételben leirt médon random élek sszehuizasaval G-bdl egy 2-pontt grafot kapunk, akkor
ez a graf legalabb ﬁ valoszintséggel az X altal meghatérozott vagasnak felel meg.
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(3) A (2)-ben lefrt lépéseket a G grafon k - n’-szer végrehajtva legfeljebb e=2* valoszintséggel nem
talaljuk meg az X altal indukalt minimalis vagast.

Def: A G multigraf mazvissza sorrendje a G csucsainak olyan vy, v, ..., v, sorrendje, amelyre
minden 1 < i < j < n esetén d(V;,vi11) > d(Vi,v;) teljesiil, ahol V; = {vy,v,...,v;}, azaz a soron
kovetkezs v; cstics mindig a korabbi csicsokhoz legjobban (legtobb éllel) kapesolodo csuesok egyike.

Lemma: Ha vq,vs,...,v, a G maxvissza sorrendje, akkor \(v,,v,_1) = d(v,), azaz a {v,}
minimalis élszami olyan vagast hataroz meg, ami v,-et és v,_i-et szeparalja

Megfigyelés: Tfh vy, vs,...,v, a G maxvissza sorrendje. Ha G-nek van v,, és v,,_1-et szeparaljo
minimalis vagésa, akkor X = {v,} a G egy minimalis vagasa. Ha pedig nincs, akkor G minimalis
vagasal megegyeznek a v, és v,_1 csicsok Osszeragasztasaval képzett G graf minimélis vagasaival.



Nagamochi-Ibaraki-algoritmus
Input: G = (V, E') multigraf, Output: G egy X minimalis vagasa.

[. Meghatéarozzuk G egy vy, vs, ..., v, maxvissza sorrendjét.

II. Rekurziv hivassal meghatarozzuk a v,_; és v, csicsok Osszeragasztasaval kapott G’ graf egy

minimalis Y’ vagasat, ami G-ben Y-nak felel meg.

III. Ha d(Y') < d(v,), akkor az output X =Y, ha pedig d(X) > d(v,), akkor X = {v,,} az output.
Megjegyzés: A Nagamochi-Ibaraki-algoritmus nem rekurziv felfogasban tugy néz ki, hogy a

maxvissza sorrend utolso két csticsat Osszeolvasztjuk, és ezt az eljarast ismételjiik addig, mig végiil

2-cstcsu grafot kapunk. A kapott maxvissza sorrendek utolsé csiicsai hatarozzék meg a minimalis

vagasjelolteket, és a legkevesebb élt tartalmazo jelolt az algoritmus outputja.

Gyakorlatok

1.

10.

Tegyiik fel, hogy a G 6sszefiiggs grafnak egyetlenegy elvagd pontja van. Tegyiik fel tovabba,
hogy a G komplementerének minden e élhez ismert az e kiépitésének koltsége. Tervezziink
olyan hatékony algoritmust, amely az iménti inputhoz megtalal egy olyan minimélis koltségi
élhalmazt, melynek kiépitésétsl a kapott graf 2-6sszefiiggévé valik, azaz nem lesz elvagd pontja.

Tegytik fel, hogy a G Osszefiiggé grafnak van olyan 2-komponense, amely G minden elvago
élének tartalmazza valamelyik végpontjat. Hogyan fiigg a G' 2-komponenseinek szaméatol azon
élek minimélis szama, amelyeket behtzva G-be a kapott graf 2-élosszefliggévé valik?

. Tegytik fel, hogy a G Osszefiiggd grafnak van olyan maxblokkja, amely tartalmazza G min-

den elvagd pontjat. Tervezziink olyan hatékony algoritmust, amely az iménti inputhoz meg-
talal egy olyan minimalis méretd élhalmazt, melynek kiépitésétsl a kapott graf 2-szeresen
(pont)osszefiiggdve valik. (A G graf maxblokkjai a G olyan Osszefiiggd maximaélis részgrafjai,
amelyek nem tartalmaznak elvagd pontot.)

Tegyiik fel, hogy a G Osszefiiggs grafban nem talalhatdé hdrom egyméstol pontdiszjunkt rész-
graf, melyek mindegyike pontosan egy éllel kapcsolodik a maradék grathoz. Mutassuk meg,
hogy G legfeljebb egy tovabbi él hozzavételével 2-élosszefiiggéve tehetd.

Tegyiik fel, hogy G olyan 0Osszefiige$ graf, melynek 11 maxblokkja és 6 elvagd pontja van.
[gazoljuk, hogy 5 él behuzasaval elérhetd, hogy G 2-szeresen (pont)dsszefiiggs legyen.

. Adjunk meg olyan eljarast, ami tetszéleges irdnyitatlan G input graf esetén meghatarozza a

legkisebb olyan k pozitiv egész szamot, amire hozzdadhatoé G-hez k €l gy, hogy a kapott graf
2-szeresen élosszefiiggd legyen, és a hozzaadott élek utat alkossanak.

Keresslink minimalis vagast a Nagamochi-Ibaraki algoritmus segitségével egy legalabb 6-pontt
(nem feltétleniil egyszerd) grafban.

Bizonyitsuk be, hogy tetszéleges véges G = (V, E) gratban talalhatok olyan (uq,wq) és (ug, ws)
pontparok, amikre w; # wq, valamint \(uy,w;) = d(wy) és A(ug, wy) = d(ws) teljestl.

Tegyiik fel, hogy amikor a Nagamochi-Ibaraki algoritmus segitségével hatarozzuk meg a G
(nem feltétleniil egyszert) graf élosszefliggGségét, akkor a max-vissza sorrendben utolsé csticsok
fokszémai rendre az alabbiak: 7,9,4,6,7,7,6,8,6,7,9. Hatarozzuk meg G élosszefliggGségi
szamét, A\(G)-t. Allapitsuk meg, legkevesebb hany élt kell behtizni G-be ahhoz, hogy a kapott
graf 6-szorosan élosszefiiggs legyen.

Tegyiik fel, hogy amikor a Nagamochi-Ibaraki algoritmus segitségével hatarozzuk meg a G
multigraf élosszefiiggfségét, akkor a max-vissza sorrendben utolsé cstucsok fokszamai rendre
az alabbiak: 7,9,6,4,7,5,4,8,4,7,9. Hatarozzuk meg G élosszefiiggdségi szamat, \(G)-t.
Igaz-e, hogy G-nek bizonyosan van olyan legfeljebb 4 elemii X ponthalmaza, hogy X és a
komplementere kozott futo élek szama megegyezik \(G)-vel?



