Kombinatorikus optimalizalas 2023. tavasz

5. gyakorlat 2023. marcius 30.

Tudnival6k

A Farkas-lemma néhany alakja: (1) 3z: Az <b <= Py >0:yA=0,yb <0
(2)3r: Av>b <= Py>0:yA=0,yb>0 (3) Iz >0: Az <b < Py>0:yA>0,yb<0
(4) Iz >0: Av=0b <= Py:yA>0,9b<0

Def: Linedris program alatt egy lineéris célfiiggvény maximalizalasat vagy minimalizalasat ért-
juk linearis feltételek (egyenlGségek vagy nem szigoru egyenlStlenségek) és a valtozokra vonatkozo
esetleges tovabbi nemnegativitési feltételek fennalldsa mellett. Az LP feladat sztenderd alaki, ha
minimalizalas esetén minden egyenlStlenség >, maximalizélaskor pedig < alakt. Példék:
(1) max{cz : Az < b}, (2) max{cz: x>0 Az < b} (3) max{cz: >0, Az = b}
(4) min{cx : Az > b} (5) min{yb: yA > c} (6) min{yb: y >0 yA=c}

Def: Az LP-vel jelolt max{cz : Ax < b} primél feladat dudlisa a DLP-vel jelolt
min{yb: y > 0 yA = ¢} linearis programozasi feladat.

Dualitastétel Tetszbleges max cx tipusia LP feladatra és min yb tipusa DLP duélisara az alabbi
lehetGségek koziil pontosan egy teljesiil.
1) Sem az LP, sem a DLP nem megoldhato.
2) Az LP nem megoldhato, a DLP megoldasain pedig az yb célfiiggvényérték alulrol nem korlatos.

) A DLP nem megoldhaté az LP megoldasain pedig a cx célfiiggvényérték feliilrsl nem korlatos.
) Az LP és a DLP is megoldhato, és az optimumértékek azonosak:
max{cz : z az LP megoldasa} = min{yb : y a DLP megoldasa}.
Kov.: (1) Ha z és y a fenti LP ill DLP megoldasai, akkor cx < yb.

(2) (Optimalitési kritérium) Ha a fenti LP ill. DLP feladatok x ill. y megoldasaira cx = yb teljesiil,
akkor x a priméal LP, y pedig a duél DLP optimélis megoldésai.
Megjegyzés: Tetsz LP/DLP feladat duélisa az alabbi 6kélszabalyok segitségével képezhetd.
Ne szégyelljlink szamérvezetét hasznélni. (1) A feladatokat sztenderd alakban irjuk fel.
Az LP ill. DLP egyikében maximalizalunk, a mésikban minimalizalunk.
Duaél valtozokhoz primal feltételek, dual feltételekhez primal valtozok tartoznak, és viszont.
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Gyakorlatok

1. Tegyitik fel, hogy az x és y valtozokkal megadott kétvaltozos linearis egyenlStlenségrendszer
megoldasai az xy-sikon egy P konvex sokszoget alkotnak. Hatarozuk meg, hogy melyek azok
a megoldasok, amelyek alkalmasan valasztott cy, co értékekkel maximalizaljdk a cix + coy cél-
fliggvényértéket. Ha ismerjiilk a P soksz0g csiicsainak koordinétait, akkor adott a ¢ és ¢,
akkor hogyan lehet gyorsan megtalalni egy optimalis megoldast?

2. Adjunk példat a dualitastételben szerepld négy eset mindegyikére, azaz irjunk fel olyan x; és
xo valtozokkal megadott primal feladatokat, amire a dudlis valtozok i, és ys és az LP ill. DLP
megoldhatosdganak minden lehetséges kombinacioja el6fordul. Mutassuk meg, hogy miért nem
korlatos az célfiiggvényérték, ha csak az egyik feladat oldhatd meg, és adjuk meg az optimaélis
megoldasokat, ha mindkét feladatnak van megoldasa.

3. Kisvakond azon gondolkozik, hogy baréataival nadragiizletet nyit az erd6ben. Terveik szerint
vakondok és nyulak részére fognak nadrégot arulni. A vakondok részére késziil6 nadragot 6
perc alatt lehet kiszabni, 8 perc alatt Gsszevarrni és 1 perc a gombok felvarrasa. A nyulak
részére késziilot pedig 12 perc alatt lehet kiszabni, 4 perc alatt 0sszevarrni és 1 perc a gombok
felvarrasa. A rak, aki az anyagot szabja, hetente 1800 percet tud dolgozni, a nadirigo, aki a
nadragokat varrja 0ssze, heti 1400 percet, mig a felesége, aki a gombfelvarrast vallalja, csak 200
percet hetente. Terveik szerint a vakondoknak valé nadragot 10 erdei petékért a nyulaknak
valot 12 petékért adjak. Melyik nadragbol hany darabot készitsenek, ha a bevételiiket akarjak
maximalizalni?



4. Kisvakondék azon toprengenek, hogy megvaltoztatjak a nyulak részére késziil6 nadrag arat.

(a) Mennyi a nyulak részére késziil6 nadrag minimalis- illetve maximaélis ara, amely mellett
az 3. feladatnél kapott értékek mellett maximélis bevételt kapunk?

(b) Lehetséges-e ugy megvaltoztatni a nyulaknak késziils nadrag arat, hogy akkor érjenek el
maximalis bevételt, ha 175 vakondnadragot és 0 nytlnadragot gyartanak?

(c) Lehetséges-e ugy megvaltoztatni a nyulaknak késziils nadrag arat, hogy akkor érjenek el
maximalis bevételt, ha 110 vakondoknak valé nadragot gyartanak és 80 nyulaknak valot?

(d) Lehetséges-e ugy megvaltoztatni a nyulaknak késziils nadrag arat, hogy akkor érjenek el
maximalis bevételt, ha 130 vakondoknak valé nadragot gyartanak és 70 nyulaknak valot?

(e) Lehetséges-e gy megvaltoztatni mindkét tipust nadrag arat, hogy akkor érjenek el ma-
ximalis bevételt, ha 110 vakondoknak val6 nadragot gyartanak és 80 nyulaknak valot?

5. Irjuk fel az alabbi lineéaris programozasi feladat dualisat!

min{x; — 2z + 24}
ha
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6. (a) Mia dualisa az alabbili- 7. (a) Mi a dudlisa az alabbi LP feladatnak?
nearis programozasi fel-

adatnak? (b) Mutassuk meg, hogy azxy =3, 29 = —1, 23 =0
a primal feladat egy optimaélis megoldasa, mig az
(b) Igaz-e, hogy a primal fel- 1 =4, yo = 2, y3 = 3, ys = 0 a dudl feladat egy
adat célfiiggvénye korla- optimalis megoldasa!
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8. (a) Irjuk fel az aldbbi (n valtozos) linearis programozési feladat dualisat! (A feliras hasonlo
alakt legyen, mint a primal feladat felirasa, vagyis ne matrixos alakot hasznaljunk.)

(b) Igaz-e, hogy az 1 = x9 = - -+ = x, = 1 valasztassal a primal feladat optimalis megoldasat
adtuk meg?
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