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4. gyakorlat 2023. marcius 23.

Tudnivalék
Megfigyelés: Tetsz6leges linearis egyenlGtlenségrendszer Ar < b kanonikus alakba irhato: a
valtozokat az x = (r1,xs, ..., x,)T7, a jobboldalon allo konstansokat a b = (by, bs, ..., bx)T vektorok

irjak le, A pedig az egyiitthatomatrix. (Az egyenlGségeket két egyenlGtlenségként irjuk fel, a
forditott (>) egyenlGtlenségek helyett pedig a (—1)-szeresiik szerepel < relacioval.)

Fourier-Motzkin-eliminacié A Gauss-eliminaciéhoz hasonlo elemi sorekvivalens atalakita-
sokat végziink (sorcsere, sor A\-val végigszorzasa, egy sornak a masikhoz hozzaadasa), de itt csak
A > 0 lehet, ezért egy-egy valtozé elminacioja bonyolultabb, mint a Gauss-eliminédcié esetén. Itt is
egymas utan elminaljuk az zq, x,, ..., z, viltozokat, azaz olyan egyenlGtlenségrendszerre tériink
at, amelyikben az éppen eliminalt valtoz6 méar nem szerepel. Az x; eliminaci6jat az aldbbiak
szerint végezziik.

Az kibévitett egyiitthatéomatrix sorait alkalmas pozitiv konstansokkal szorozva elérjiik, hogy

az x; oszlopdban minden elem +1 vagy 0 legyen. Sorcserékkel a matrixot A = A b

Ao bo
alakba irjuk ahol az x; oszlopaban A, A_ ill. Ay tartalmazza rendre az 1, —1, ill. 0 elemeket.
Az eliminéci6 utan az A’ = flo ZO ) matrixot kapjuk, ahol A*-ba gytjtjiik az Osszes

lehetséges A, ill. A_-beli sorpar Osszegét. b* pedig a b, és b_ megfelel6 koordinatainak Osszege.
Az eliminicié utani matrixban tehat x; oszopaban csak 0 egyiitthatok allnak.

I. eset Az Gsszes valtozo eliminédlasa soran tilos sor keletkezik, azaz olyan csupa 0 sora A-nak,
amelyhez a b konstans negativ. Ekkor nincs megoldasa a lineéris egyenlGtlenségrendszernek.

II. eset Nem keletkezik tilos sor. Ekkor xz,,x,_1,...,x; sorrendben értéket adunk az egyes
valtozoknak. Az xz;-nek torténd értékadaskor csak az z; eliminédcidjakor elhagyott soroknak
megfelel6 egyenl6tlenségekre kell figyelni: ezek adnak az x;-re egymasnak nem ellentmondé als6
és fels6 korlatokat. Ilyenkor tehat van megoldas, és konstraltunk is egyet.

Megfigyelés: A Fourier-Motzkin-eliminacié soran kapott minden egyes egyenlGtlenség az
eredeti Az < b rendszer egyenlGtlenségeinek alkalmas nemnegativ t6bbszordseinek Gsszege.

Ko6v.: Farkas-lemma Az Ax < b lineéris egyenlStlenségrendszerre az alabbiak koziil pontosan
egy teljesil (1) Jz: Az <bill. (2) Jy>0:yA=0,yb<0.

Gyakorlatok

1. Dontsiik el, hogy igazak-e az alabbi allitdsok! u és v oszlopvektorokat jeldlnek, a sorvektort
a 0 pedig a nullvektort (is). Mindegyik vektor dimenzidja azonos. (u < v jelentése: u < v
és u # v.)
(a) Ha u < v és u # v akkor u < v. (¢) Hou>0és a-u >0 akkor a>0.
(b) Ha u < v és u > v akkor u = v. (d) Hou <wvésa>0akkora-u<a-wv.

2. Oldjuk meg Fourier-Motzkin eliminaci6 segitségével az alabbi egyenlGtlenség-rendszereket,
ill. hatarozzuk meg mindazon p értékeket, amelyre megoldhat6 a rendszer.

20 +y+2<9H 20 +y+2<5 20 +y+2<5H 201 + x9 + 23+ 24 < 10
r+2y—z2<4 r+2y—2z<4 r+2y—2<4 Ty + 3y + 23 + 14 < 12
z<1 z<1 z<1 r1+ 29 +4x3+ x4 <14
r—2y—22>-5 x—2y—22>-5 rT—2y—22> -5 x1+To+x3+ 514 <16
r+y+z>3 r+y+z>4 r+y+z2z2>5H T1+To+x3+2T4 2P

3. Irjuk fel az alabbi linearis egyenlStlenségrendszert Az < b alakban, majd déntsiik el a
Farkas-lemma segitségével, hogy megoldhatoak-e. (Azaz, ha nem megoldhato, akkor adjunk
meg egy y vektort és mutassuk meg réla, hogy ez a Farkas-lemma értelmében bizonyitja az



Az < b rendszer megoldhatatlansagat.)

Tx1 + dxrg + 323 < 2 81 + dxy + 33 < 2
! 2 5= ! 2 5= x1—5$2—3x3+2x42—2

2l’1+5l’2—61}42—3 2I1+5I2—65L’42—3
[E1—|—2ZL’3—8IE4:5

3$1+$324 3.1'1+.7)324
I1—2132—4.CC4§2

2$1—3ZE4§3 2[E1—S$4§3

. Az Ax < b linearis egyenlGtlenségrendszernek hogyan lehet a Fourier-Motzkin-eliminacioval
meghatarozni egy olyan megoldasat, amelyikben az x; valtozo értéke a lehetd legkisebb?

. Adjunk meg olyan modszert, ami tetszéleges Ax < b lineéris egyenlGtlenségrendszerhez az

x1, ... valtozoknak olyan értékadasat talalja meg, amire a legjobban sériilé egyenlGtlenség a

lehet legkevésbé sériil. Méas szoval taldjuk meg az egyenlGtlenségrendszernek egy megoldasat,
ha van, ha pedig nincs, akkor agy valasszunk értéket a valtozoknak, hogy az a; 121 +a; 222 +

... Q;nTy — b; mennyiségek koziil a legnagyobb a lehetd legkisebb legyen.

. Adjunk olyan moédszert, aminek a segitségével tetszéleges Ax < b linearis egyenlGtlenség-
rendszerhez taldlhato olyan megoldas, amire a1z; + ... + a,x, minimalis.



