Kombinatorikus optimalizalas 2023. tavasz
3. gyakorlat 2023. marcius 16.

Tudnivalék

Konvencio: Tetsz. f: H — R fiiggvény és A C H esetén f(A) = S {f(a) : a € A}.

Def: Adott G = (AU B, E) paros graf és w : E — R sulyfiiggvény esetén az M parosités
mazimdlis sulyid, ha w(M) > w(M') teljesiil a G tetszbleges M’ parositasara.

Megfigyelés: (1) A maximalis stlya parositas w = 1 esetén maximalis méretii parositast jelent.
(2) A maximalis stlyu parositas keresésének feladata visszavezethetd maximalis stlyu teljes parositas
keresésére: elhagyjuk a negativ stulyu éleket, a kisebbik szinosztalyt kiegészitjiik hogy a két szinosztaly
mérete egyforma legyen, és a paros grafbol ,hianyzo” éleket O sillyal vessziik be.

(3) Maximalis stlya teljes parositas keresésekor feltehets, hogy minden élsuly nemnegativ, mert
ugyanannyival névelve minen él stlyat ugyanazok a parositasok maradnak maximélis salytak.

A tovabbiakban maximalis silyu teljes parositast keresiink nemmnegativ silyfiiggvény mellett.

Def: Adott G = (V, E) graf és w: E — R, sulyfiiggvény esetén ¢ : V — R sulyozott lefogds, ha
tetszbleges e = uv € F élre w(e) < c(u) + c(v) teljesiil. Az e él akkor pontos, ha egyenléség teljesiil.

Megfigyelés: Ha c silyozott lefogas a w sulyfiiggvényhez, akkor tetszéleges M teljes parositasra
w(M) => {w(uww) :uv € M} <> {c(u) + c(v) : uv € M} = &(V) teljesiil.

Ko6v.: (1) Ha w(M) = &(V) teljesiil valamely M teljes parositasra és c stlyozott lefogasra, akkor
M maximalis silyu teljes parositas és ¢ minimélis 6sszsilya sulyozott lefogéas.

(2) Ha az M teljes péarositas pontos élekbdl all, akkor w(M) = ¢(V).

Egervary-algoritmus (magyar modszer) paros grafban max sily1 teljes parositas keresésére.
Input: n x n tablazat (sorok ill. oszlopok a szinosztalyok, a mezdékbe irt szamok az élstlyok).
Output: stlyozott lefogas és teljes parositas pontos élekbdl.

A sorokhoz 0 silyt rendeliink, az oszlopokhoz pedig az adott oszlopban all6 maximumot. A
pontos éleken keresiink maximalis méret parositast a tanult moédon. Ha ez teljes parositas, kész
vagyunk. ha nem, akkor megkeressiik a fedetlen oszlopokbol alternéld dton elérheté sorokat és
oszlopokat. Elébbieken néveljiik, utobbiakon csokkentjiik a silyozott lefogast a legnagyobb olyan e
értékkel, amivel még tovabbra is sulyozott lefogast kapunk. Ezaltal a ¢(V') csokken, és tébb oszlop
lesz alternalé uton elérhet6 a fedetlen oszlopok halmazabol. Innen iterdlunk, azaz vagy nagyobb
méretd parositast taldlunk pontos élekbdl, vagy tovabb csékkentjiik a stlyozott lefogas Gsszsilyat.
El6bb-utobb meglesz a pontos élekbdl allo teljes péarositas.

Gyakorlatok

1. Futtassuk az alternal6o utas algoritmust paros grafokon ill. 0/1-
maéatrixokon, utobbi esetben a bastyaelrendezésben all6 maximalis szamu

l-es keresésére. A talalt megoldasrol igazoljuk, hogy optimalis. (1 0 0 1 0
Ezek utdn a megadott paros graf minden egyes e élérél dontsiik 0 10 11

, . , et 1 0 01 0
el, hogy kaphatnank-e a megtaldlt péarositasnal nagyobbat akkor, ha [ o ¢ 1 1 3
e duplan szamitana minden e-t tartalmaz6 parositasban. Példa\ 1 0 0o 1 0

jobbra ill. 'V = {a,b,c,de, f,1,2,3,4,5,6} és E = {al,a2,a3,a4,
b4, c4, cb,d2,d3,d4,d5, d6, e4, eb, f5}

2. Adott egy 0/1 matrix és abban kijeloltiink & db bastyaelrendezésben allo 1-est. Hogyan lehet
eldonteni, hogy talalhato-e k£ + 1 db bastyaelrendezésben all6 1-es? Ha nincs, akkor hogyan
lehet erre gyorsan bizonyitékot talalni?

3. A G teljes paros graf két szinosztalyai legyenek {ay, ag, as,as} ill. {by, ba, b3, bs}, az a;b; él
silya pedig a jobb oldali matrix i-edik , ¢ 11 5 4

_ . 8 3 5 4 2 5 6 3
sordnak j-edik eleme. Taldljunk a magyar [ 5 ¢ 2 4 71 6 2 0 2 5 1
modszerrel maximalis stulyud teljes parositast [ 5 8 5 5 9 3 41 57 9 6
(és mutassuk meg rola, hogy maximaélis). 4 8 13 4275 1241
4. A jobb oldali matrix a G péaros graf élsulyozasit mutatja: a ;3 3 y 7 5
szinosztalyoknak a sorok ill. az oszlopok felelnek meg, az (7, j) poziciéban | 5 3 5 7 ¢
allo elem az adott él sulyat mutatja. (Ha nincs él, akkor X all a | 1 X 3 4 X
6 9 9

méatrixban.) Keressiink G-ben maximalis stlyd parositast. 5 5
5. A G teljes paros graf szinosztalyai legyenek A = {ay, a2, as,a4} ill. B = {by, ba, b3, bs}, az a;b;-
vel él sulya pedig legyen |i — 52|. Adjunk meg G-ben egy maximéalis 6sszstlyt teljes parositast
(és mutassuk meg rola, hogy maximaélis). (ZH °09.)



10.

11.

12.

. Legyenek a G teljes paros graf szinosztalyai A = {ai,aq,as,aq, a5} és

B = {b1, by, b3,b4,b5}, az a;b; él stlya pedig legyen a jobb oldali matrix Z Z ;1 g ;
1-edik sordnak j-edik eleme. 4 6 7 7 8
(a) Sulyozott lefogas-e a w(a;) =14, w(b;) =i+ 1 (1 <i < 5)? 5 7 7 9 10
(b) Ha igen, igaz-e, hogy ez minimalis ésszsilyu stlyozott lefogas? T8 1
Az alabbi tablazat A, B,C és D sorai ill. 1,2, 3 és 4 oszlopai ‘ H 1 ‘ 5 ‘ 3 ‘ 1 ‘
alkotjak a G paros graf csicshalmazat, a tablazatbeli szamok A2 21613
pedig az adott sor és oszlop kozott futd él silyat jelentik.
Hatarozzuk meg az 6ran tanult modszerrel G egy maximalis Bl7]5]/9]8
sialya M parositasat, és igazoljuk egyittal, hogy nincs G-ben Cls]2)7)3
M-nél nagyobb sulyt parositas. (ZH'19) DJ7]3]9]5
. Az alabbi tablazat A, B,C és D sorai ill. 1,2, 3 és 4 oszlopai ‘ H 1 ‘ 5 ‘ 3 ‘ 4 ‘
alkotjak a GG paros graf csicshalmazat, a tablazatbeli szamok
pedig az adott sor és oszlop kozott futo él sulyat jelentik. A2 0) 1) 9
Hatarozzunk meg G éleinek egy minimélis dsszstlyu lefogasat, Bloj 8] 611
és igazoljuk, hogy nincs G éleinek nincs ennél kisebb Gsszstlyt Cll] 5] 7]12
lefogésa. (pZH’19) DJoj11]12]16
Barmilyen kemény munka is a locsolkodas, a kijarasi korlatozas ‘ H A ‘ B ‘ C ‘
miatt mindenki csak egy helyen végezheti ezt. Harom (fi)testvér T ol -
(A, B é C) probal minél tobb piros tojast gyijteni a jeles ABERBVRET
alkalommal. Ot lehetséges helyre mehetnek (1, 2, 3, 4 és 5) és az
alabbbi tablazatba gytijtotték, hogy mennyi tojésra szamitanak az 310112 9
egyes locsolok, ha az adott helyen 6ntéznek. Hatarozzuk meg, hogy 41472016
legfeljebb hany tojast tudnak ilyen feltételek mellett Gsszegytjteni. 5]10]10] 8

Adjunk ehhez egy locsolési tervet, és mutassuk is meg, hogy az igy megszerezheténél nem
gytijthets tobb tojas a fenti feltételek mellett. (ZH’20)
(Figyelem: harom fin csak harom helyen locsolhat!)

A G paros graf élei az {A, B,C, D} ill. {1,2,3,4} ponthalmazok ‘ H 1 ‘ 2 ‘ 3 ‘ 4 ‘
kozott futnak. A mellékelt tablazat az élek sulyit adja meg. Van-e | A | 7/9|7[10] 5
olyan minimalis sulya stlyozott lefogas, amely az A,B,C ill. D. | B 2|4|3] 7] 1
pontokhoz a jobb oldali oszlopban talalhato szamokat rendeli? (Ha | C | 5[ 73| 7] 3
van ilyen, akkor azt adjuk meg, és bizonyitsuk rola, hogy minimalis, [D || 5| 5| 4| 8| 2
ha nincs, akkor adjunk meg egy olyan stlyozott lefogast, amely kisebb 6sszstlyt, mint barmely
olyan, ami a jobb oldali oszlopbol megkaphato.) (pZH ’20)
Az A,B,C,D,1,2,3,4 csucsokkal rendelkezs paros graf | |[A[B|[C|D |

élsiilyait az alabbi tablazat tartalmazza. Silyozott lefogast |1 || 7| 8| 6| 6 || 4
alkotnak-e a sorok mellett és az oszlopok alatt all6 szamok? |2 || 6 | 5| 4| 3| 2

Ha igen, akkor dontsiik el, hogy miniméalis silyd-e ez a |3 | 7| 8| 5| 4| 4
silyozott lefogds. Ha igen, igazoljuk ezt, ha nem, akkor |4 | 5| 4| 3| 4 2
adjunk egy kisebb stlyt stlyozott lefogast. 4] 4] 2] 2]

Legyen F' = (V,FE) egy fa, és legyen ¢ : E — R, a fa élein egy hosszfiiggvény. Az a cél,
hogy F csticsaibél minél tobb diszjunkt part képezziink gy, hogy az egyes parokat a faban
Osszekotd utak osszhossza a lehetd legnagyobb legyen. Adjunk gyors algoritmust, ami megtalal
egy optimalis parositast, és irjunk le egy olyan bizonyitékot, ami minden esetben igazolja a
talalt parositas optimalitasat. (*)



