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Tudnivalék

Def: A hdlozat egy (G,s,t,c) négyes, ahol G = (V| E) egy iranyitott graf, ¢ : £ — R,
kapacitasfiiggvény és s,t € V a G kiilonboz6 csticsai, un. termindljai (s a termeld, t a fogyasztd). A
fenti halozaton f : £ — Ry egy folyam, ha 0 < f(e) < c(e) minden e € E élre (ez a kapacitdsfeltétel),
68 Y wer fuv) = >0 f(vu) tetszoleges v € V' \ {s,t} cstcsra (ez a folyammegmaraddsi avagy
Kirchhoff-feltétel). Az f folyam nagysdga (elavult szohasznalattal az f folyam értéke) az s-bol
kifoly6 nettd folyammennyiség: > - p f(su) — > cp f(us).

Def: A fenti hélézatban ha X C V olyan halmaz, hogy s € X F t, akkor a hélozat X altal
indukalt (st-)vdgdsa az X és V \ X kozott futd élek halmaza, melybe beletartoznak a V' '\ X-bdl
X-be futo élek is. Az X éltal indukdlt st-vagas kapacitasa c(X) 1= >, v ey x c(wv), azaz az X-bol
V'\ X-be futo élek Gsszkapacitésa .

Lemma: Ha (G,s,t,c) egy halozat, f egy folyam és s € X C V \ {t} egy st-vagast indukal,
akkor my = ) Nuew\x | (vu) — f(uv), azaz a folyamnagysig megegyezik a vagason atfolyo netto
folyammennyiséggel. Ko6v.: Ha f megengedett folyam és X st-vagast indukal, akkor m; < ¢(X).

Allitas: Ha a (G, s,t,c) halozatban egy f st-folyam és s € X Z t esetén my = c(X) teljesiil,
akkor f maximaélis nagysagi st-folyam és X minimélis kapacitasa st-vagast indukal.

Ford-Fulkerson tétel: Tetsz6leges halozatban maxm; = min c(X).

Def: Ha (G, s,t,c) egy héalozat, f pedig egy folyam, akkor a Gy = (V(G), Ey) az f-hez tartozo
segédgrdf, melyre wv € Ey ha uv € E(G) és f(uv) < c(uv) (eldreél) vagy ha vu € E(G) és f(vu) >0
(visszaél). Az f folyamhoz egy javitd ut a Gy segédgraf egy s-bél t-be vezets irdnyitott utja.

Allitas: Ha egy f folyamhoz tartozo G ¢ segédgrafban pontosan akkor létezik javito tt, ha f
nem maximalis nagysagi. A javité ut mentén az eléreéleken e-nal névelve (maximum a kapacitasig),
a visszaéleken e-nal csokkentve (legfeljebb 0-ig) a folyamot, a folyam nagysaga e-nal novelhetd.

Javité utas algoritmus Kiindulunk a f = 0 folyambél, és addig noveliink az aktudlis f-hez
tartozo segédgraf javitd tja mentén, amig ez lehetséges. Ha nincs tovabbi javitas, akkor a folyam
maximalis. A segédgrafban s-bél elérheté pontok X halmaza ekkor minimélis st-vagast indukal.

Egészértékiiségi (EgEr) lemma: Ha a c kapacitasfiiggvény minden élen egész értéket, vesz fel,
akkor a maximélis nagysagt folyamok kozt létezik olyan f folyam, ami minden élen egész értéket
vesz fel (azaz ha a ¢ kapacitas egész, akkor létezik egészfolyam a maximalis folyamok kozott).

Def: Ha G = (V,F) és X C V akkor N(X) :={v e V : 3Jz € X,vz € EF} az X ponthalmaz
G-beli szomszédsaga. Pdrositds alatt fiiggetlen élhalmazt értiink. v(G) a G-beli fiiggetlen élek
maximalis szama, 7(G) pedig a G graf lefogd ponthalamazai koziil a legkisebb mérete. A G graf egy
U ponthalmaz lefogo tulajdonsagt, ha G minden élét lefogja, azaz G — U iiresgraf.

Hall tétele: Tetsz. G = (A, B; E) paros grafnak pontosan akkor létezik A-t fedd parositasa, ha
az barmely X C A cstcshalmazra | X| < |N(X)| teljesiil.

Frobenius tétele: Tetsz. G = (A, B; F) paros grafnak pontosan akkor létezik teljes péarositasa,

a (1) |A| =|B] és (2) | X| < |N(X)] teljesiil tetsz6leges X C A részhalmazra.

Kénig tétel: Ha G véges, paros graf, akkor 7(G) = v(G).

Megfigyelés: Tetsz. A és B szinosztalyokkal rendelkezd paros graf maximélis méreti parositasat
megkaphatujuk a javité utas algoritmus segitségével. Ehhez G minden élét A-bol B-be iranyitjuk,
felvesziink egy s termel6t és t fogyasztot, és az sa,bs éleket minden a € A ill. b € B csicshoz.
Minden élnek egységnyi kapacitast adva a kapott halozat egészfolyamai kolcsondsen egyértelmien
megfelelnek G parositasainak. Ezért a halézaton a javité utas algoritmussal maximélis nagysagi
folyamot keresve egészfolyamot kapunk, ami G maximalis nagysagt péarositasanak felel meg.

Alternalé utas algoritmus:

Input: G = (A, B; E) ps graf. Output: M maximalis parositas.

Kiindulunk az M = ) parositasbol, és javitdo utat keresiink. Ez olyan @.n. alternalo at, aminek
felvaltva M-beliek és M-en kiviiliek az élei és A egy fedetlen pontjabol B fedetlen pontjaba. Ezt
megtehetjiik pl agy, hogy M éleit B-bdl A-ba, G tébbi élét pedig A-bol B-be iranyitjuk, majd
BFS-sel ellenérizziik, hogy van-e iranyitott tt a megfelelg fedetlen pontok kozott. Ha van ilyen
ut, akkor az egy javito ut. Ha talaltunk ilyet, akkor az ut M-beli éleit kidobjuk M-bél, az M-en
kiviilieket pedig bevessziik M-be. Ezaltal egy tjabb parositast kapunk, ami a korabbinal eggyel tobb




élt tartalmaz. Ezt kovetGen tjabb javito utat keresiink. Ha mér nincs javito 1t, akkor az aktualis M
parositas maximalis, azaz a mérete v(G). Az A-beli fedetlen csiicsbol alternald aton elérheté B-beli
cstucsokkal és az M altal fedett, A-beli fedetlen csticsboél alternald tton nem elérhetd A-beli csticsok
egy v(G) méreti lefogd ponthalmazt alkotnak.

Megjegyzés: (1) Paros graf reprezentalhatdé nemnegativ egészekbdl 4116 méatrixszal, ahol a sorok
az egyik, az oszlopok a masik szinosztilynak felelnek meg, és a matrix elemei az adott sornak ill.
oszlopnak megfelel§ csicsok kozott futd élek szama. A graf parositasa olyan pozitiv értékekekt
tartalmazé mezdk kivalasztasanak felel meg, amelyek bastyaelhelyezést alkotnak, azaz minden sorban
és minden oszlopban legfelejbb egy kivalasztott mezd van.

(2) Az alternalé utas algoritmussal tetsz6leges 0/1 métrixban tudunk maximalis szam, bastyael-
helyezésben allo 1-est taldlni. Minden lépésben vagy eggyel tobb egyest talalunk, vagy megallapitjuk,
hogy elértiik a maximumot. Ehhez fedetlen (azaz 1-est nem tartalmazo) oszlopbol fedetlen sorba
kell eljutni felvaltva vizszintesen és fiigg6legesen 1-esrél 1-esre 1épve gy, hogy a kivalasztott és ki
nem valasztott 1-esek felvaltva kovetkeznek. Ha ez sikeriil, akkor a lépcsGzetes Gt mentén cserékiink,
és tobb béstyaelhelyezésben allo 1-est kapunk. Ha nem sikeriil, akkor megkapjuk az oszlopok egy X
halmazat, amire az X-beli 1-esek |X| — k sort toltenek ki, ahol k a fedetlen oszlopok szama. Ezért
tetsz. bastyaelhelyezés esetén legalabb £k oszlopban nem all 1-es. Mi épp ilyet talaltunk, vagyis
megvan a maximum.

Gyakorlatok

1.

Mutassunk a bal oldali abran lathato (G, s, t, ¢) halozatban egy minimalis kapacitast st-vagast.
Talaljunk a koézépsG dbran lathato haldézatban minimalis kapacitast st-vagéast és bizonyitsuk
be, hogy nincs a megtalaltnal kisebb kapacitasa st-vagas. (v')

. A sithek Sotét Testvérisége a jobb oldalon lathatd graf s csicsabol késziil csapést mérni a

Jedi Tanacs ¢ tdmaszpontjara oly modon, hogy a sithek a graf élei mentén szeretnének ¢-be
eljutni. (Egy sith sosem halad visszafelé egy élen.) Az élekre irt szamok azt jelzik, hany jedi
orszemet kell az adott Gtvonalra telepiteni ahhoz, hogy az ott probalkozo6 sitheket megallitsak.
Hatarozzuk meg, legalabb hany 6rszem sziikséges a tdmaszpont biztositdsdhoz, azaz ahhoz,
hogy egyetlen sith se tudjon s-bdl t-be jutni. (!)

. Igaz-e, hogy az alabbi abrahoz tartozo (G, s, t, ¢) halézatban a maximalis folyamnagysag (folyamérték)

pontosan 177 (Az élekre irt szamok a megfelel§ kapacitasokat jelolik.) (v')

Hatarozzuk meg a fenti kozéps6 halozatban az e f él p kapacitasanak Gsszes olyan értékét, amire
a maximalis st-folyamnagysag pontosan 42.Hatérozzuk meg a maximalis folyamnagysagot a p
parméter fliggvényében.

Baj van: atszakadt a hegytetén a zagytarozo gatja. Szerencsére az iszap nem veszélyes, slaggal
lemoshato. A fenti jobb oldali abrén t jelzi a tarozot, s pedig a szerencsétlen helyen fekvé
varost, amit meg kell védeni. A nyilak arra vezetnek, amerre az adott mélyedésben folyik a
zagy. (Furcsa itt a gravitacio: megtorténhet, hogy végig lejt egy kiindulopontjaba visszatérd
ttvonal.) A nyil mellett all6 szamok azt mutatjak, hogy a katasztrofavédelemnek hany percig
tart elzarni az adott nyil mentén lezidulo folyadék atjat. Cél: a lehet6 leggyorsabban zarjunk
le minden lehetséges s-be vezet§ utat az arra aramlé melléktermék el6l. Mivel csak egy
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munkagép miikodik, ezért a kivalasztott utvonalakat csak egymas utdn zarhatjuk le. Segitsiink
a katasztrofavédelemnek: hatarozzuk meg, mennyi a sziikséges legrovidebb ids, ami alatt a
munka elvégezhets. Bizonyitsuk be azt is, hogy kevesebb id6 nem elég minderre. (1)

. Adott a D iranyitott graf valamint élein egy c¢ kapacitasfiiggvény. Bizonyitsuk be, hogy ha s, ¢

és w a D olyan cstcsai, hogy létezik D-ben m nagysagu st-folyam és m nagysagu tw-folyam
is, akkor D-ben létezik m nagysagu sw-folyam. (!)

Igaz-e, hogy tetszbleges hilozatban van olyan él, aminek a kapacitasat alkalmas pozitiv e-
nal csokkentve a maximélis folyamnagysag is pontosan e-nal csékken? Igaz-e, hogy tetszéleges
halézatban van olyan él, aminek a kapacitasat alkalmas e-nal névelve, a maximélis folyamnagysag
is e-nal novekszik? Ha a fenti allitasok valamelyike nem mindig igaz, akkor hogyan tudjuk egy
adott halozat esetén eldonteni, hogy létezik-e a kivant tulajdonsaga él? (v')

. Legyen s és t egy kocka két atellenes csiicsat, és irdnyitsuk a kocka éleit s-t6l ¢ felé. Hogyan

osszunk adjunk 4 élnek 1, 4 élnek 2 és 4 élnek 3 kapacitast ugy, hogy a kapott halézatban a
maximalis st-folyam nagysaga a lehetd legnagyobb legyen? (*)

. Igazoljuk, hogy ha a (G, s, t, ¢) haloézatban a ¢ kapacitasok egészek és f egy megengedett folyam,

akkor van olyan f’ egészfolyam is, amire | f(e)| < f'(e) < [f(e)] teljesiil minden e élre. (*)
Egy (G, s,t,c) halozatban minden él piros, fehér, vagy z6ld. Ha csak a piros és fehér, vagy
csak a piros és zold, vagy csak a fehér és zold éleket tekintjiik, akkor a kapott halozatokban
a maximalis nagysagu st-folyam nagysiga 10. Bizonyitsuk be, hogy a teljes halozatban a
maximéalis nagysagu st-folyam nagysaga legalabb 15.

Mutassuk meg a Ford-Fulkerson-tétel segitségével, hogy tetszéleges G paros grafra v(G) = 7(G)
teljesiil a fiiggetlen élek maximalis és a lefogd pontok minimalis szdmara.

A 9. feladat segitségével mutassuk meg, hogy ha G paros graf, akkor x'(G) = A(G).

Tegyiik fel, hogy egy n X n méreti tablazat mezGin tgy helyeztiink el kavicsokat, hogy egyetlen
sorban és egyetlen oszlopban sincs 42-nél tobb kavics. Bizonyitsuk be, hogy a mez&koén
elhelyezett kavicsok legfeljebb 42 csoportba oszthatok tgy, hogy a kavicsok minden csoportban
bastyaelhelyezést alkossanak.

Az alabbi tablazatban all6 X-ek koziil legfeljebb hanyat lehet kivalasztani tgy, hogy a kivalasztott
X-ek bastyaelhelyezést alkossanak?

X X
X X
X | X
X X X
X X
X

Bizonyitsuk be, hogy barhogyan is szediink szét egy 54-lapos francia kartya csomagot 13 db
4 lapos csomagra, ki lehet vilasztani mind a 13 csomagboél egy-egy kartyat tgy, hogy csupa
kiilonboz6 értékid lapot valasszunk. (Egy lap értéke 13-féle lehet, mégpedig 2-t8] aszig.)



