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Tudnival6k

’ Kozelits algoritmusok ‘

Def: Tth egy probléménak minden [ inputjahoz tartozik egy X; megoldashalmaz, a cél pedig
olyan = € X; megoldas keresése, amelyik az fr(z;) célfiiggvényt minimalizdlja. Az A algoritmus
additiv (abszolut) hibdja legfeljebb C, ha tetszsleges I inputhoz olyan y; megoldast ad, amire f;(y;) <
min{ fr(z;) + C : z; az I megoldésa}.

Példa: (1) x/(G) meghatarozasa. Tetszbleges egyszerd graf éleinek A(G) + 1 szinnel torténd
szinezésére van gyors eljaras, igy a x’(G) > A(G) miatt ennek az additiv hibaja legfeljebb 1.

(2) A graf leghosszabb kérének meghatéarozasa tartalmazza a Hamilton-kor létezésének eldontési
problémajat, igy NP-teljes (reménytelen ra polinomidejd algoritmust talalni). Azonban konstans
additiv hibaval sem lehet hatékonyan megoldani a feladatot, és ez abbodl latszik, ha az inputgraf
minden élét egy C hosszusagu tuttal helyettesitjiik.

Def: Az A algoritmus multiplikativ (relativ) hibdja legfeljebb o, mas szoval A egy a-kizelitd
(avagy a-approzimdcios) algoritmus, ha minden I inputra f;(y;) < k-min{ f;(z;)+C : x5 az I megoldasa}.

Példa: A minimalis lefogd ponthalmaz 7(G) méretének meghatarozasa altalaban NP-teljes fel-
adat, am 2-kozelitést kapunk, ha kivalasztunk egy nem bévitheté M parositast G-ben, és a V(M)
lefogd ponthalmaz méretét adjuk valaszként.

Halmazfedési probléma Adott az U n-elemd alaphalmaz, az Sy, Ss, ..., S, C U részhalmazok,
és ezek ¢(S;) nemnegativ koltsége. Cél az S;-k egy minimalis Osszkoltségii részrendszere, ami a teljes
U alaphalmazt lefedi.

Mohoé algoritmus a halmazfedési feladatra Egymas utédn valasztjuk az fedésbe bekeriilg
részhalmazokat. Mindig azt a halmazt valasztjuk, amelyik fajlagosan a legolcsobban fedi az eddig
le nem fedett pontokat, azaz azt az S;-t, amire ¢(.S;)/m minimalis, ahol m az S; altal lefedett, de az
eddig valasztott halmazok altal le nem fedett U-beli elemek szdma.

Tétel: (1) A fenti moho algoritmust n elemi alaphalmazon futtatva a halmazfedési feladat egy
(1 + Inn)-kozelitését kapjuk.

(2) A halmazfedési feladatra nem létezik konst - In n-nél lényegesen jobb approximécio.

Utemezési problémak | Input: Ji, J, ... munkak p; megmunkalasi idsk, gépek m szama.

Feladat: A munkak gépekre iitemezése. Egy S iitemezésre S;(i) és S, (i) adja meg, hogy Ji-t
mikor és melyik gépen kell elkezdeni. C7 = S;(i) + p(i) a J; befejezési idspontja, C2 = max; C?
pedig az S iitemezés atfutasi ideje.

Megkotések: (1) (Itt) a gépek egyformék. (2) Egy gépen egyszerre egy munka végezhetd.
(3) Minden munkat megszakitas nélkiil kell elvégezni.

Lehetséges feltételek Ji-kre: r; (rendelkezésre allasi id6), w; (suly), d; (hatarids), < (prece-
dencia)

Optimalizaland6é mennyiségek: C> = (3, C%)/n, (3, wiCP)/n

TOomor jelolés: alf|y, ahol a € {1,Pm, P} (1 gép, m gép, sok parhuzamos gép)
g e{p=1,r;d; <} (feltételek megadasa) v € {Crazs y_; Ci, >, w;C;} (célfv megadasa)

Példa: : (1) 1||Cpas: 1 gépen kell mihamarabb végezni. OPT =) . p;.

(2) 1] < |Cinaz- Nem mindegy a sorrend, de itt is OPT = )", p;.

Tétel: Az 1|| ), C; feladatra optimalis itemezés a munkak p; szerint névekvs (SPT) sorrendben
torténd elvégzése. Az 1| Y, w;C; feladatra optimalis iitemezést ad p;/w; szerinti névekvs sorrend.

Tétel: (1) A P2||Cpax probléma optimalis megoldéasa reménytelen. (2) a Pm||Chay feladatra a
listas fitemezést hasznalo LS algoritmus (2 — +)-approximéciot ad. (Itt a soron kdvetkezs munkat
mindig az elsének felszabadulo gépen végezziik.) (3) Ha az LS algoritmust p; szerint csokkens (LPT)
sorrendben végezziik, akkor %—kézeh’tést kapunk.

Ladapakolasi (bin packing) feladat
Minél kevesebb egységnyi térfogatii ladaba kell bepakolni az aq, as, ..., a, méretd targyakat.

FF (first fit) algoritmus minden targyat az els6 olyan ladaba tesziink, amibe elfér.

FFD (first fit decreasing) algoritmus Az FF algoritmust a méretek csékkend sorrendjében
futtatjuk.

Tétel: Az FF algoritmus legfeljebb %OPT + 2, az FFD legfeljebb %OPT + 7 ladat hasznal.



Gyakorlatok

1.

10.

11.

12.

Igazoljuk, hogy a maximalis péarositas v(G) méretének meghatarozasara %—kézelitést kapunk,
ha a G grafban moh6 médon valasztunk diszjunkt éleket egészen addig, amig mar nem lehet
a kordbban valasztottaktol diszjunkt, Gjabb élt talalni.

Mutassuk meg azt is, hogy ha ezt az algoritmust tgy fejlesztjiikk tovabb, hogy megprébalunk
minden mohon talalt uv élt helyettesiteni egy xu és egy yv éllell a parositas altal fedetlen,
alkalmas x és y cstcsokra, akkor amennyiben mar egyik megadott moédon sem novelhets a
pérositéas, akkor az algoritmus egy % kozelitést ad.

Futtassuk le a halmazfedési probléméara tanult mohé algoritmust konkrét példan.

Keresslink hatékony kozelité algoritmust a halmazfedési probléma aldbbi altalanositasara.
Adott egy n elemt U alaphalmazon az 57,9, ...,S; részhalmazok rendszere és adottak a
c(S;) > 0 koltségek. A cél, hogy ugy valasszunk ki néhény részhalmazt a fentiek koziil, hogy U
minden elemét legalabb két kivalasztott részhalmaz tartalmazza és a kivalasztott részhalma-
zok 0sszkoltsége a lehets legkevesebb legyen. Milyen multiplikativ hibaval tudjuk kozeliteni az
optimalis megoldast?

Keressiink hatékony kozelité algoritmust a halmazfedési probléma alabbi altalanositésara.
Adott egy n elemii U alaphalmazon az Sy, S, ...,S,, részhalmazok rendszere és adottak a
c(S;) > 0 koltségek. A cél, hogy ugy vélasszunk ki néhany részhalmazt a fentiek koziil, hogy
a a kivalasztott részhalmazok U-nak legalabb k elemét tartalmazzak és a kivalasztott rész-
halmazok 6sszkoltsége a leheté legkevesebb legyen. Mennyire tudjuk leszoritani a kozelités
multiplikativ hibajat?

. Az inputként megadott 2-élosszefliggé G grafnak egy lehetd legkevesebb éld 2-élosszefiliggs

feszits részgrafjat keressiik. Igazoljuk, hogy az alabbi algoritmus ennek a feladatnak egy 2-
kozelitését adja. Valasszuk ki G egy F feszit6fajat, majd a G — F grafnak egy F” feszits erdejét
(azaz G — F minden komponensének egy feszit6fajat). Az output az F'U F” élhalmaz.
Gyakoroljuk az SPT, LS ill LPT {itemezés keresését ill. az FF és FFD ladapakolési eljarasokat
konkrét példékon.

Bizonyitsuk be, hogy minden Pm/||Cy.x tipust titemezési feladat esetén van a munkaknak olyan
sorrendje, amire listas tlitemezés (azaz az LS algoritmus) az adott inputhoz tartozé minimalis
atfutasi idgvel iitemez.

Tegyiik fel, hogy a Jq, Js, ... munkikat az S iitemezés gy iitemezni 42 gépre, hogy az atfutasi
id6 42, az atlagos atfutasi id6 pedig 24 legyen. Mutassuk meg, hogy ugyanezek a munkak
iitemezhetSk 21 gépre tgy, hogy az atfutasi id6 legfeljebb 84, az atlagos atfutasi id6 pedig
legfeljebb 45 legyen. (Egyébként olyan litemezés is van, amire az atfutasi ids legfeljebb 84, az
atlagos atfutasi id6 pedig legfeljebb 39.)

Tegyiik fel, hogy 7 munka Osszvégrehajtasi ideje 42. Igazoljuk, hogy lehetséges ezeket a mun-
kékat egy gépre iitemezni tgy, hogy az atlagos atfutasi idé legfelejebb 24 legyen.

Egy gépen 10 munkat 100 idGegység alatt végeztiink el ugy, hogy az atlagos atfutasi id6 épp
68 volt. Mennyi id6 alatt végeztiik volna el a munkakat forditott sorrendben, és mennyi lett
volna igy az atlagos atfutasi idg?

Az abran lathato graf csicsai munkakat jelentenek, és
minden cstcsra az adott munka megmunkalési ideje van @
rafrva. A graf egy wv élének jelentése az, hogy a v
munkat csak az u munka befejezése utan lehet elkezde- %l

ni. Keressiink minimélis atfutasi idejd iitemezést arra 2
az esetre, ha ugyanazon a gépen kell minden munkat

elvégezni. Mennyi a minimaélis atfutasi id6, ha tetszs- 6 1
legesen sok gépet hasznalhatunk? h k

Hatarozzuk meg az atfutasi id6t 2 gépre torténd listas iitemezés esetén, ha mindig azt a munkéat
iitemezziik kovetkezonek az elvégezhetsk koziil, amelyik neve az ABC-ben a legeldl &ll.

Tegyiik fel, hogy a ladapakolasi feladat egy konkrét inputjdhoz az FF algoritmus 42 ladat
hasznal fel. Bizonyitsuk be, hogy ha ugyanehhez az inputhoz két és félszer akkora ladak
allnak rendelkezésre, akkor a konkrét feladatot az FF algoritmus meg tudja oldani legfeljebb
21 ladéaval. Bizonyitsuk be, hogy 21 ladanal kevesebbet az FF algoritmus nem tud garantélni.



