Kombinatorikus optimalizalas 2023. II. télév

1. gyakorlat. Osszeallitotta: Fleiner Tamés (fleiner@cs.bme.hu)

Tudnivalék

Def: A G egyszert graf csticsainak egy k-szinezésén az 1,2,..., k szineknek a csicsok-
hoz val6 olyan hozzarendelését értjiik, melyben szomszédos csticsok kiilonbo6z§ szint kapnak.
(Formalisan, egy olyan f : V — {1,2,...,k} fiiggvény, amire uv € F = f(u) # f(v).) Egy
(k-)szinezésben az azonos szint kapo cstcsok halmazat szinosztdlynak nevezziik. (Szinoszta-
lyon beliil G-nek nem futhat éle.) A G graf kromatikus szama x(G) = k, ha G kiszinezhetd
k szinnel, de (k — 1)-gyel nem.

Megfigyelés: Ha G k-szinezhets, akkor G-ben nincs hurokél. A parhuzamos élek nem
zavarnak. Grafok csicsainak szinezésekor feltehets, hogy a graf egyszerd.

Def: A G graf paros, ha G 2-szinezhetd, azaz ha x(G) < 2.

Tétel: (A G graf paros) <= (G-ben nincs paratlan kor)

Def: A G graf klikkje a G egy teljes részgrafja. A G legnagyobb klikkjének méretét w(G)
jeloli. (Azaz w(G) = k, ha G-ben van k paronként szomszédos csucs, de k + 1 mar nincs.)

Def: A G graf csicsainak U részhalmaza fiiggetlen ponthalmaz ha U nem feszit élt, azaz
U-nak semelyik két csiicsa sem szomszédos egymaéssal. A legnagyobb fliggetlen ponthalmaz
méretét a(G) jeloli, azaz a(G) = k, ha van G-nek k paronként nem szomszédos pontja, de
k + 1 nincs.

Megfigyelés: Ha G egyszert, akkor w(G) = o(G).

Allitas: Ha G véges, egyszerti, akkor w(G) < x(G) < A(G) + 1 valamint «(G) - x(G) >
V(G)I.

Moho szinezés: G cstcsait egy rogzitett sorrendben kiszinezziik ugy, hogy a soron kévet-
kez6 cstcs az els6 olyan szint kapja, ami nem kiilonbozik a korabban kiszinezett szomszédai
szinétol.

Brooks tétele: Ha GG Gsszefiiggs, nem teljes graf és nem pératlan kor, akkor y(G) <
A(G).

Allitas: Ha G véges graf akkor A(G) < x/(G).

Vizing-tétel: Ha G egyszert és véges, akkor x'(G) < A(G) +1 .

Shannon tétele: Tetsz. véges G grafra x'(G) < 3A(G) .

Vizing erdsebb tétele: Tetsz. véges grafra x/'(G)
gyobb parhuzamos él multiplicitds G-ben.

Konig tétele: Ha G paros graf, akkor x'(G) = A(G) .

Gyakorlatok

1. Mennyi az adbran lathato két graf kromatikus szama? (v')

2. Allapitsuk meg, hany szin kell a bal oldali 4bran lathato G graf -
a,b,c,d, e, f,g,h sorrendben torténé mohé szinezéséhez. Milyen
szint kap ekkor a h csucs? (V')

3. Bizonyitsuk be, hogy tetszéleges G graf cstcsait alkalmas sorrendben mohén szinezve
pontosan x(G) szint hasznalunk fel. Mutassunk példat olyan 2n cstcst G paros grafra,
aminek a moho szinezéséhez n szinre lehet sziikség.

4. A G graf csucsait a sakktéabla mezdi, éleit pedig a huszar (bastya, futo, kiraly) lehetséges
lépései alkotjak. Mennyi a G graf x(G) kromatikus szama?

5. Legyen V(G) = {1,2,3,...,100}, és legyen ij € E(G), ha |i — j| < 7. Mennyi az igy
meghatéarozott G graf x(G) kromatikus szama? (v')

6. Van-e olyan G graf, amiben nincs K klikk, de G mégsem szinezhetd ki 3 szinnel? (v')
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13.
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17.
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Legyenek K és H a G graf két komponense. Legyen G’ az a graf, amit G-bdl ugy
kapunk, hogy K minden pontjat Osszekotjiik H minden pontjaval. Bizonyitsuk be,

hogy x(G) = max{x(K), x(H)} ill. x(G") = x(H) + x(K). (V)

. Igazoljuk, hogy ha G egyszeri graf, akkor |E(G)| > (X(QG)) :

Legfeljebb mennyi lehet egy legfeljebb 100-éld egyszerd graf kromatikus szdma?
Legfeljebb hany éle lehet annak az n csticst G grafnak, amire x(G) < 2? Es ha x(G) <
37

Mik azok a véges, egyszeri G grafok, melyekre x(G) = 3 és x(G —e) < 3 Ve € E?
Milyen n-csticst, egyszert G grafra teljesiil, hogy x(G) =3 és x(G —v) <3 Vv € V?
Tegyiik fel, hogy a G egyszerii grafba barhogyan is hizunk be egy e élt az egyszertiség
megtartasaval, x(G) < x(G +e) teljesiil a kapott graf kromatikus szaméara. Bizonyitsuk
be, hogy a moho szinezés G szinezéséhez minden esetben y(G) szint hasznal.

Legyen G egy n pontu egyszeri graf, melynek maximalis klikkmérete w(G) = 2 és
kromatikus szama x(G) = k. Képezziik a G’ grafot ugy, hogy lerajzoljuk a G graf k
diszjunkt példanyat, és felvesziink még n* tovabbi pontot pontot. Minden ilyen pontnak
G minden egyes példanyabol 1 — 1 szomszédja lesz, mégpedig tgy, hogy ne legyen két
ilyen pontnak azonos a szomszédsaga. Mutassuk meg, hogy w(G’) = 2, valamint, hogy
X(G') = x(G)+1=Fk+1 teljesil.

Igazoljuk Mycielski tételét, miszerint tetszGleges k > 2 egészre létezik olyan Gy graf,
melyre x(Gy) =k és w(Gy) = 2.

Orarendet kell késziteni az altalanos iskolaban. Minden osztalynak legfeljebb 25, minden
tanarnak pedig legfeljebb 22 6raja van egy héten. Igaz-e, hogy biztosan készithetd olyan
orarend, hogy minden hétkéznap csak az els 5 éraban legyen tanitas? (Lukas 6raja a
tanaroknak és az osztalyoknak is lehet.)

Tegyiik fel, hogy a 99 csicsu, egyszerid G graf minden fokszdma 42. Hatarozzuk meg a
X'(G) élkromatikus szamot.

Tegyiik fel, hogy G minden cstcsa ugy van kiszinezve a piros és zold szinek valamelyi-
kére, hogy G-nek nincs olyan paratlan hosszusagi kore, amelynek cstcsai egyszintiek.
Igazoljuk, hogy G kromatikus szaméra x(G) < 4 teljesiil. (*)

Bizonyitsuk be, hogy ha G egyértelmiien szinezhetd 3-szinnel (azaz G barmely 3-szinezésébdl

barmely masik 3-szinezése megkaphato a szinek cseréjével), akkor |E(G)| > 2|V (G)|—3.

(*)
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